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Ãëàâà 1

Êîëüöà àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ

ýëåìåíòîâ

1.1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå Q íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîâûì
ïîëåì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, α ∈ K íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì öåëûì ýëåìåíòîì, åñëè ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí h ∈ Z[x]
òàêîé, ÷òî h(α) = 0. Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ ýëåìåíòîâ èç K îáîçíà-
÷àåòñÿ êàê OK .

×óòü ïîçæå ìû äîêàæåì, ÷òî OK ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì K.
Îäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ âûÿñíåíèå, êî-

ãäà êîëüöî OK ôàêòîðèàëüíî. Íàïðèìåð, â Z[
√
−5] èìååì äâà ðàçëîæåíèÿ

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5),

è ôàêòîðèàëüíîñòè íåò.
Âàæíàÿ èäåÿ, âîñõîäÿùàÿ ê Êóììåðó, çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèè ãëàâíîãî èäå-

àëà â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ: (a) = p1p2 · . . . · pn. Äëÿ ïðèìåðà âûøå èìååì

(6) = (2, 1 +
√
−5)2(3, 1 +

√
−5)(3, 1−

√
−5).

Â êóðñå ìû ïîñòðîèì ãðóïïó äðîáíûõ èäåàëîâ I, â êîòîðîé ãëàâíûå äðîáíûå
èäåàëû (a), a ∈ K∗, îáðàçóþò ïîäãðóïïó P êîíå÷íîãî èíäåêñà. Îáîçíà÷èì hK =
(I : P ). Ìû ïîêàæåì, ÷òî

hK = 1 ⇐⇒ OK � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ ⇐⇒ OK ôàêòîðèàëüíî.

Â îòëè÷èå îò Z êîëüöî OK ìîæåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî åäèíèö (îáðàòè-
ìûõ ýëåìåíòîâ). Ìû äîêàæåì, ÷òî O∗

K
∼= µ(K) × Zr, ãäå µ(K) � êîíå÷íàÿ ãðóïïà,

ñîñòîÿùàÿ èç êîìïëåêñíûõ êîðíåé èç åäèíèöû, êîòîðûå ëåæàò â K. ×èñëî r ìû
òàêæå îïðåäåëèì. Óêàçàííûé ðåçóëüòàò åñòü òåîðåìà Äèðèõëå î åäèíèöàõ.
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Ãëàâà 1. ÊÎËÜÖÀ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÖÅËÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ 3

Íàêîíåö, îáðàòèìñÿ ê Âåëèêîé òåîðåìå Ôåðìà. Ïóñòü p� íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî,
x, y, z ∈ Z \ {0} òàêèå, ÷òî xp + yp = zp. Òîãäà

xp = zp − yp =

p−1∏
i=0

(z − ξipy), ξp = e2πi/p.

Ëàìå â 1840-å ãîäû âûâåë, ÷òî â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû z − ξipy êàæäàÿ èç ýòèõ
ñêîáîê òàêæå ÿâëÿåòñÿ p-é ñòåïåíüþ êàêîãî-òî ýëåìåíòà èç OK , ãäå K = Q[ξp]. Îêà-
çàëîñü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå èç-çà îòñóòñòâèÿ ôàêòîðèàëüíîñòè â OK òàêîé âûâîä íå
âåðåí. Èäåþ Ëàìå ðàçâèë Êóììåð, äîêàçàâøèé Âåëèêóþ òåîðåìó Ôåðìà äëÿ ðåãó-
ëÿðíûõ ïðîñòûõ, ò. å. òàêèõ ïðîñòûõ p, ÷òî p ̸ |hK .

1.2 Öåëàÿ çàâèñèìîñòü

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå êîëüöà êîììóòàòèâíû è ñ åäèíèöåé, âñå íåíóëåâûå ïîä-
êîëüöà òàêæå ñîäåðæàò åäèíèöó âñåãî êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü A � ïîäêîëüöî (êîëüöà) R, ýëåìåíò r ∈ R íàçûâàåòñÿ
öåëûì íàä A, åñëè ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ A[x] òàêîé, ÷òî f(r) = 0.
Óðàâíåíèå f(x) = 0 áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì öåëîé çàâèñèìîñòè äëÿ r.

Àëãåáðàè÷åñêèì öåëûì íàçûâàåòñÿ x ∈ C öåëîå íàä Z.
Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü A � ïîäêîëüöî R, r ∈ R. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

ýêâèâàëåíòíû:
(1) ýëåìåíò r öåë íàä A,
(2) A[r] � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü,
(3) A[r] ñîäåðæèòñÿ â ïîäêîëüöåB êîëüöàR, ïðè÷¼ìB åñòü êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé

A-ìîäóëü.
(4) ñóùåñòâóåò òî÷íûé A[r]-ìîäóëü M òàêîé, ÷òî M êîíå÷íî ïîðîæä¼í êàê A-

ìîäóëü.
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) ⇒ (2). Ïóñòü f(x) ∈ A[x] � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí òàêîé,

÷òî f(r) = 0. Îáîçíà÷èì n = deg f , òîãäà A[r] ïîðîæäàåòñÿ íàä A ýëåìåíòàìè
1, r, . . . , rn−1.

(2) ⇒ (3). Áåð¼ì B = A[r].
(3) ⇒ (4). Áåð¼ì M = B. Òàê êàê 1R ∈ B, ðàâåíñòâî yB = 0 âëå÷¼ò y = 0.

(4) ⇒ (1). Ïóñòü m1, . . . ,mn � ïîðîæäàþùèå M íàä A, ïðè ýòîì rmi =
n∑

j=1

cijmj

äëÿ íåêîòîðûõ cij ∈ A. Îáîçíà÷èì m⃗ = (m1, . . . ,mn)
T è C = (cij)

n
i,j=1, òîãäà

(rE − C)m⃗ = 0, (1.1)

ãäå E îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.
Îïðåäåëèì D = rE − C, òîãäà, óìíîæàÿ (1.1) ñëåâà íà ñîïðÿæ¼ííóþ ìàòðèöó

D∗, ïîëó÷àåì
D∗(Dm⃗) = det(D)m⃗ = 0.

Çíà÷èò, det(D)M = 0 è â ñèëó òî÷íîñòè M çàêëþ÷àåì, ÷òî det(D) = 0. Çàäàäèì
f(x) = det(xE − C), òîãäà f(x) � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí èç A[x] è f(r) = 0. □
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Ëåììà 1. Ïóñòü A � ïîäêîëüöî R, r1, . . . , rn ∈ R � öåëûå íàä A. Òîãäà
A[r1, . . . , rn] � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåä¼ì èíäóêöèþ ïî n, ñëó÷àé n = 1 ñëåäóåò èç ïðåäëîæå-
íèÿ 1. Ïóñòü Ã = A[r1, . . . , rn−1] � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü ñ ïîðîæäàþùèìè
a1, . . . , at. Ïîñêîëüêó rn öåë íàä Ã, íàéä¼òñÿ k ∈ N òàêîå, ÷òî Ã[rn] ïîðîæäàåòñÿ
íàä Ã ýëåìåíòàìè 1, rn, . . . , r

k
n. Òåì ñàìûì ýëåìåíòû air

j
n, 1 ≤ i ≤ t, 0 ≤ j ≤ k,

ïîðîæäàþò A[r1, . . . , rn] êàê A-ìîäóëü. □
Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ïîäêîëüöî R, ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ R öåëûõ íàä A

(öåëîå çàìûêàíèå A â R) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì â R, ñîäåðæàùèì A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b, c ∈ R � öåëûå íàä A. Ïî ëåììå 1 êîëüöî A[b, c]

� êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 (ýêâèâàëåíòíîñòü (1) ⇔ (3))
ýëåìåíòû b±c, bc ∈ A[b, c] ÿâëÿþòñÿ öåëûìè íàä A. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé a ∈
A åñòü êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x− a ∈ A[x], çíà÷èò, A ñîäåðæèòñÿ â öåëîì çàìûêàíèè A
â R. □

Ëåììà 2. Ïóñòü A,B,C � ïîäêîëüöàR. Åñëè C öåëî íàäB, ò. å. ëþáîé ýëåìåíò C
öåë íàä B, è B öåëî íàä A, òî è C öåëî íàä A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r ∈ C è rn + bn−1r
n−1 + . . . + br + b0 = 0, ãäå bi ∈ B.

Çíà÷èò, r öåë íàä A[b0, . . . , bn−1], êîòîðîå ïî ëåììå 1 ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì
A-ìîäóëåì. Ïîýòîìó è (A[b0, . . . , bn−1])[r] òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûì A-
ìîäóëåì. Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ((1) ⇔ (3)) r öåë íàä A. □

Ëåììà 3. Ïóñòü A � ïîäêîëüöî R, à Ā � öåëîå çàìûêàíèå A â R. Òîãäà öåëîå
çàìûêàíèå Ā â R ñîâïàäàåò ñ Ā.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ Ā öåëî íàä A. Ïóñòü r ∈ R öåë íàä Ā, òîãäà
ïî ëåììå 2 ýëåìåíò r öåë íàä A, è ïîýòîìó r ∈ Ā. □

Îïðåäåëåíèå 4. Îáëàñòü öåëîñòíîñòè A íàçûâàåòñÿ öåëîçàìêíóòîé, åñëè öåëîå
çàìûêàíèå A â å¼ ïîëå ÷àñòíûõ Q(A) ñîâïàäàåò ñ A.

Èç ëåììû 3 ïîëó÷àåì
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, Ā � öåëîå çàìûêàíèå A â àëãåá-

ðàè÷åñêîì ðàñøèðåíèè L ïîëÿ Q(A). Òîãäà Ā öåëîçàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì öåëîå çàìûêàíèå S â R êàê S̄R. Òîãäà ĀL
Q(Ā)

=
ĀL ïî ëåììå 3, ïîñêîëüêó Q(Ā) ⊆ L. □

Â ÷àñòíîñòè, êîëüöî àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ OK ýëåìåíòîâ èç àëãåáðàè÷åñêîãî
÷èñëîâîãî ïîëÿ K åñòü öåëîçàìêíóòàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Íàñ èíòåðåñóåò, ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ öåëîçàìêíóòàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè OK ôàêòîðèàëüíà. Äîêàæåì
â íåêîòîðîì ðîäå îáðàòíûé ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü A � ôàêòîðèàëüíàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Òîãäà A öå-
ëîçàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r ∈ Q(A) è r = a/b, ãäå a, b ∈ A âçàèìíî ïðîñòû. Åñëè
r öåë íàä A, òîãäà

(a/b)n + cn−1(a/b)
n−1 + . . .+ c1a/b+ c0 = 0

äëÿ íåêîòîðûõ ci ∈ A. Îòñþäà an + bc̃ = 0 äëÿ íåêîòîðîãî c̃∈A. Ýëåìåíò b äåëèò an,
â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû a è b çàêëþ÷àåì, ÷òî b � åäèíèöà â A è r = a/b ∈ A. □
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1.3 Ëîêàëèçàöèÿ

Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, (∅ ̸=)S ⊂ R � ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïîäìíîæå-
ñòâî, ò. å. 0 ̸∈ S è a, b ∈ S âëå÷¼ò, ÷òî ab ∈ S. Ïîñòðîèì êîëüöî, ñîäåðæàùåå R,
â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò èç S îáðàòèì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü â ïîëå
÷àñòíûõ Q(R) ïîäêîëüöî RS, ñîñòîÿùåå èç äðîáåé âèäà {f/g | g ∈ S}.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, (∅ ̸=)S ⊂ R � ìóëüòèïëèêà-
òèâíîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà êîëüöî RS íàçûâàåòñÿ ëîêàëèçàöèåé R îòíîñèòåëüíî S.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü R = Z è S = {1, n, n2, . . .}, ãäå n ∈ N>0. Òîãäà RS = {a/ni | a ∈
Z, i ≥ 0}.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè S = R \ {0} ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî RS = Q(R).
Ïóñòü 1 ̸∈ S, òîãäà äëÿ ðàñøèðåííîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ìíîæåñòâà S ′ =

S ∪ {1} èìååì RS = RS′ . Ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî S âñåãäà ñîäåðæèò åäèíè-
öó êîëüöà R. Ïðè ýòîì âëîæåíèå R â RS îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê: r → r/1.

Îïðåäåëåíèå 6. Èäåàë p êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì (â íåêîììóòàòèâíîì
ñëó÷àå ïåðâè÷íûì), åñëè p ̸= R è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ R ïðèíàäëåæíîñòü ab ∈ p âëå÷¼ò,
÷òî a ∈ p èëè b ∈ p.

Èäåàë p êîëüöà R ïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R/p � îáëàñòü öåëîñòíîñòè.
Ïîýòîìó ëþáîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü R � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, S ⊂ R � ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïîä-
ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòûìè èäåà-
ëàìè R, íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ ñ S è ïðîñòûìè èäåàëàìè RS. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè
ïðîñòîé èäåàë p êîëüöà R ïåðåõîäèò â ïðîñòîé èäåàë pRS êîëüöà RS.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q � ïðîñòîé èäåàë RS. Òîãäà p = q ∩ R � èäåàë â R,
áîëåå òîãî, p � ïðîñòîé èäåàë R, ýòî ñëåäóåò èç ïðîñòîòû q è îïðåäåëåíèÿ 6. ßñíî,
÷òî pRS ◁ RS è pRS ⊆ q. Ïîêàæåì, ÷òî pRS = q. Ïóñòü a/s ∈ q, ãäå a ∈ R è s ∈ S.
Òîãäà (a/s)s = a ∈ p, òåì ñàìûì a/s = a(1/s) ∈ pRS. Âî-ïåðâûõ, ìû äîêàçàëè,
÷òî ëþáîé èäåàë â RS èìååò âèä pRS äëÿ íåêîòîðîãî èäåàëà p â R. Âî-âòîðûõ, èç
ïðîñòîòû èäåàëà q ñëåäóåò, ÷òî q ̸= RS. Çíà÷èò, q íå ñîäåðæèò îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ,
òî åñòü p ∩ S = ∅.

Ïóñòü p � ïðîñòîé èäåàë R è p ∩ S = ∅. Îïðåäåëèì q = pRS è ïîêàæåì, ÷òî q �
ïðîñòîé èäåàë RS. Ïóñòü r = a/s è r′ = a′/s′ èç RS, ãäå r, r

′ ∈ R, s, s′ ∈ S, ïðè ýòîì
rr′ ∈ q. Òîãäà rr′ = aa′/ss′ = ã/s̃ äëÿ ïîäõîäÿùèõ ã ∈ p è s̃ ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî,
aa′s̃ = ss′ã ∈ p. Òàê êàê p ∩ S = ∅, âûâîäèì, ÷òî a ∈ p èëè a′ ∈ p. Ýòî âëå÷¼ò, ÷òî
r ∈ q èëè r′ ∈ q, òî åñòü q � ïðîñòîé èäåàë. Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî p = q∩R. Èìååì
p ⊆ q ∩ R, äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü r ∈ q ∩ R, òîãäà r = a/s, ãäå a ∈ p
è s ∈ S. Çíà÷èò, rs = a ∈ p. Ïîñêîëüêó s ̸∈ p, ñ íåîáõîäèìîñòüþ r ∈ p.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñîîòâåòñòâèÿ p→ pRS è q → q ∩R âçàèìíî îáðàòíû. □
Ïóñòü p � ïðîñòîé èäåàë êîëüöà R, à S = R \ p. Òîãäà S � ìóëüòèïëèêàòèâíîå

ìíîæåñòâî â R, è RS ñîñòîèò èç äðîáåé a/b, ãäå b ̸∈ p. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü
RR\p êàê Rp è íàçûâàòü ëîêàëèçàöèåé îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî èäåàëà p.

Îïðåäåëåíèå 7. Êîëüöî, îáëàäàþùåå åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì,
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîëüíîå ïîëå F ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì êîëüöîì, ïî-
ñêîëüêó F ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ýòî (0).
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü p � ïðîñòîé èäåàë îáëàñòè öåëîñòíîñòè R. Òîãäà Rp

åñòü ëîêàëüíîå êîëüöî, à pRp � åãî åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 âûïîëíåíî, ÷òî pRp � ïðîñòîé èäåàë â Rp.

Ïóñòü Q � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â Rp. Òàê êàê Q ïðîñò, ïî òåîðåìå 2 îí èìååò âèä
qRp äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî èäåàëà q â R òàêîãî, ÷òî q ∩ (R \ p) = ∅. Çíà÷èò, q ⊆ p
è Q ⊆ pRp. Â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Q = pRp. □

Ëåììà 4. Ïóñòü R � öåëîçàìêíóòàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè, S ⊂ R � ìóëüòèïëè-
êàòèâíîå ïîäìíîæåñòâî. Òîãäà RS öåëîçàìêíóòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ Q(R) öåë íàä RS, òîãäà u � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

h(x) = xn + (rn−1/sn−1)x
n−1 + . . .+ r0/s0

äëÿ íåêîòîðûõ ri ∈ R è Si ∈ S. Îáîçíà÷èì s = s0 . . . sn−1, òîãäà h(x) = xn +
(r′n−1/s)x

n−1 + . . .+ r′0/s, ãäå r
′
i ∈ R. Îòñþäà su � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

xn + r′n−1x
n−1 + sr′n−2x

n−1 + . . .+ sn−1r′0,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ëåæàò â R. Çíà÷èò, su ∈ R è u = su/s ∈ RS. □

1.4 Íîðìà è ñëåä

Ïóñòü F � ïîëå, E � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå F . Äëÿ x ∈ E îïðåäåëèì rx : E →
E ïî ïðàâèëó rx(y) = yx. Âûáåðåì áàçèñ u1, . . . , un ïðîñòðàíñòâà E íàä ïîëåì F ,
è ïóñòü A(x) = [rx]u1,...,un , ýòî ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû rx(ui).
Îïðåäåëèì ñëåä è íîðìó ýëåìåíòà x ∈ E ñëåäóþùèì îáðàçîì:

TE/F (x) = tr(rx) = tr(A(x)), NE/F (x) = det(rx) = det(A(x)).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà x ∈ E íàçûâàåòñÿ charxE/F (t) = det(tI −
A(x)), ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Èçâåñòíî, ÷òî

charxE/F (t) = tn − TE/F (x)t
n−1 + . . .+ (−1)nNE/F (x). (1.2)

Ëåììà 5. Ïóñòü E � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F , x, y ∈ E, a ∈ F . Òîãäà
(1) TE/F (x+ y) = TE/F (x) + TE/F (y), TE/F (ax) = aTE/F (x);
(2) NE/F (xy) = NE/F (x)NE/F (y), NE/F (ax) = anNE/F (x), ãäå n=dimF (E)=[E : F ];
(3) åñëè K � òàêîå ïîëå, ÷òî F ⊆ K ⊆ E, òî TE/F (x) = TK/F (TE/K(x)).
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) è (2) ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ rx+y = rx + ry, rxy = rxry

è ra = a · id, òî åñòü A(a) = aI.
(3) Ïóñòü a1, . . . , ak � áàçèñ K íàä F , b1, . . . , bm � áàçèñ E íàä K. Äëÿ x ∈ E

è y ∈ K èìååì

xbi =
∑
j

βji(x)bj, yap =
∑
q

αqp(y)aq

äëÿ íåêîòîðûõ βji(x) ∈ K è αqp(y) ∈ F .
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Òîãäà TK/F (y) =
∑
p

αpp(y) è TE/K(x) =
∑
i

βii(x). Ñëåäîâàòåëüíî,

TK/F (TE/K(x)) =
∑
p

∑
i

αpp(βii(x)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé aibj îáðàçóåò áàçèñ E íàä F ,

xasbt =
∑
j

asβjt(x)bj =
∑
j

∑
i

αis(βjt(x))aibj.

Òàêèì îáðàçîì, TE/F (x) =
∑
j

∑
i

αii(βjj(x)). □

Ëåììà 6. Ïóñòü E � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F , mx
F (t) � ìèíèìàëüíûé ìíî-

ãî÷ëåí ýëåìåíòà x ∈ E íàä ïîëåì F . Òîãäà charxE/F (t) = (mx
F (t))

r, ãäå r = [E : F (x)].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé r = 1, òî åñòü E = F (x). Âî-ïåðâûõ,

deg(charxE/F (t)) = n = deg(mx
F (t)) = [F (x) : F ]. Âî-âòîðûõ, ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà

� Êýëè âûïîëíÿåòñÿ charxE/F (rx) = 0. Òåì ñàìûì charxE/F (x) = charxE/F (rx)1 = 0.
Â ñèëó óíèòàðíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ çàêëþ÷àåì, ÷òî charxE/F (t) = mx

F (t).
Ïóñòü r > 1, îáîçíà÷èì ÷åðåç y1, . . . , ys áàçèñ F (x) íàä F è ÷åðåç z1, . . . , zr �

áàçèñ E íàä F (x). Ââåä¼ì rx(yi) =
s∑

k=1

akiyk äëÿ íåêîòîðûõ aki ∈ F è âûïèøåì

ìàòðèöó A = (aki)
s
k,i=1 îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà x â ðàñøèðåíèè F (x)/F . Â áàçèñå

y1z1, y2z1, . . . , ysz1, y1z2, y2z2, . . . , ysz2, . . . , y1zr, . . . , yszr ïîëó÷àåì â ðàñøèðåíèè E/F
áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

[rx]yizj =


A 0 . . . 0
0 A . . . 0
. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . A


ñ r áëîêàìè ðàâíûìè A. Îòñþäà charxE/F (t) = (det(tI − A))r = (mx

F (t))
r, ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óæå ðàçîáðàííîãî ñëó÷àÿ r = 1. □
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü E � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F , x ∈ E, [E : F ] = n,

[F (x) : F ] = d. Ïóñòü x1, . . . , xd � êîðíè mx
F (t) â F̄ . Òîãäà

charxE/F (t) =

(
d∏

i=1

(t− xi)

)n/d

, TE/F (x) =
n

d

d∑
i=1

xi, NE/F (x) =

(
d∏

i=1

xi

)n/d

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñëåäóåò èç
ëåììû 6. Äàëåå,

NE/F (x) = (−1)n

(
d∏

i=1

(−xi)

)n/d

= (−1)n+n

(
d∏

i=1

xi

)n/d

=

(
d∏

i=1

xi

)n/d

.

Íàêîíåö, ïóñòü mx
F (t) = td + ad−1t

d−1 + . . ., òîãäà ïî ôîðìóëàì Âèåòà

TE/F (x) = −(mx
F (t))

n/d|tn−1 = −(n/d)ad−1 = n/d
d∑

i=1

xi.
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Â ñëó÷àå, êîãäà E � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F ñòåïåíè n, ìû
ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, íîðìû
è ñëåäà ýëåìåíòà èç E. Íàïîìíèì èç òåîðèè Ãàëóà, ÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñóùå-
ñòâóåò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ èíúåêòèâíûõ âëîæåíèé σ1, . . . , σn ïîëÿ E â ïîëå F̄ (èëè
â êîìïîçèò E è íîðìàëüíîãî çàìûêàíèÿ ïîëÿ F ), òîæäåñòâåííûõ íà F . Ïîñêîëü-
êó ëþáîå êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî åñòü íàéä¼òñÿ
òàêîé ýëåìåíò z ∈ E, ÷òî E = F (z), òî σi çàäàþòñÿ òàê: σi|F = id, σi(z) = zi, ãäå
(z =)z1, . . . , zn � êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíàmz

F (t). Åñëè ðàñøèðåíèå E ïîëÿ F
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, òî âëîæåíèÿ σi èíäóöèðóþò àâòîìîðôèçìû ïîëÿ E.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü E � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ F ñòåïå-
íè n è σ1, . . . , σn � ðàçëè÷íûå èíúåêòèâíûå âëîæåíèÿ ïîëÿ E â F̄ , òîæäåñòâåííûå
íà F . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ E âûïîëíåíî

charxE/F (t) =
n∏

i=1

(t− σi(x)), TE/F (x) =
n∑

i=1

σi(x), NE/F (x) =
n∏

i=1

σi(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, . . . , xd � êîðíè mx
F (t) â F̄ , òîãäà êàæäîå èç d ðàç-

ëè÷íûõ F -âëîæåíèé τi ïîëÿ F (x) â F̄ îòîáðàæàåò x â óíèêàëüíûé ýëåìåíò xi,
è τi ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷íîñòè äî n/d = [E : F (x)] F -âëîæåíèé E â F̄ . Òîãäà íàáîð
(σ1(x), . . . , σn(x)) ñîñòîèò èç τi(x) = xi, ïåðå÷èñëåííûõ n/d ðàç. Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü
ñëåäñòâèå 2:

n∏
j=1

(t− σj(x)) =

(
d∏

i=1

(t− τi(x))

)n/d

=

(
d∏

i=1

(t− xi)

)n/d

= (mx
F (t))

n/d = charxE/F (t).

Ôîðìóëû äëÿ ñëåäà è íîðìû âûâîäÿòñÿ èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà. □
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü F ⊆ K ⊆ E � áàøíÿ êîíå÷íûõ ñåïàðàáåëüíûõ ðàñøèðåíèé.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ E âûïîëíåíî NE/F (x) = NK/F (NE/K(x)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå F , ñîäåðæàùåå E (íà-

ïðèìåð, êîìïîçèò F̄ norm è E). Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ1, . . . , σn ðàçëè÷íûå F -âëîæåíèÿ
K â L, à ÷åðåç τ1, . . . , τm � ðàçëè÷íûå K-âëîæåíèÿ E â L. Ïîñêîëüêó ðàñøèðåíèå
L/F íîðìàëüíî, êàæäîå èç îòîáðàæåíèé σi, τj ïðîäîëæàåòñÿ (êàêèì-òî îáðàçîì) äî
àâòîìîðôèçìà L, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èõ êîìïîçèöèè.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 èìååì

NK/F (NE/K(x)) =
n∏

i=1

σi

(
m∏
j=1

τj(x)

)
=

n∏
i=1

m∏
j=1

σi(τj(x)).

Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé σi ◦ τj åñòü F -âëîæåíèå E â L, èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî nm =
[E : K] · [K : F ] = [E : F ]. Îòîáðàæåíèÿ σi ◦ τj|E ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü σi◦τj = σk◦τl. Òîãäà ïðè îãðàíè÷åíèè ýòèõ îòîáðàæåíèé íà ïîëå K, ïîëó÷àåì,
÷òî σi = σk. Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî τj = τl ïðè îãðàíè÷åíèè íà E.

Çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ 4 âûïîëíÿåòñÿ NE/F (x) =
∏
i,j

(σi ◦ τj)(x). □

Ïóñòü E/F � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, îïðåäåëèì ñèììåòðè÷íóþ áèëèíåéíóþ ôîð-
ìó E × E → F êàê (x, y) = TE/F (xy).
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Òåîðåìà 3. Êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå E ïîëÿ F ñåïàðàáåëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôîðìà (x, y) íåâûðîæäåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E/F � ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íàéä¼òñÿ òàêîé x ∈ E, ÷òî (x,E) = 0, òî åñòü TE/F (xE) = 0. Ïîñêîëüêó E � ïîëå,

ïîëó÷àåì, ÷òî TE/F (E) = 0. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ýòî âëå÷¼ò, ÷òî
n∑

i=1

σi(y) = 0 äëÿ

ëþáîãî y ∈ E, ãäå n = [E : F ]. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå Äåäåêèíäà.
Ëåììà 7 (Äåäåêèíä). Ëþáîé íàáîð ðàçëè÷íûõ âëîæåíèé ïîëÿ E â åãî íàäïîëå E ′

ëèíåéíî íåçàâèñèì íàä E ′.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {σi | i ∈ I} � íàáîð ðàçëè÷íûõ âëîæåíèé E â E ′.

Âûáåðåì åãî ëèíåéíî çàâèñèìûé ïîäíàáîð σ1, . . . , σr ìèíèìàëüíîé äëèíû, òîãäà

σ1(x) =
r∑

i=2

αiσi(x), x ∈ E, αi ∈ E ′. (1.3)

Ïîäñòàâèì â (1.3) âìåñòî x ýëåìåíò xy:

σ1(x)σ1(y) =
r∑

i=2

αiσi(x)σi(y). (1.4)

Óìíîæàÿ (1.3) íà σ1(y) è âû÷èòàÿ èç (1.4), ïîëó÷èì

r∑
i=2

αiσi(x)(σi(y)− σ1(y)) = 0.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ x ∈ E, çíà÷èò, ïî âûáîðó r
èìååì αi(σi(y) − σ1(y)) = 0. Îòîáðàæåíèÿ σj ïîïàðíî ðàçëè÷íûå, çíà÷èò, αi = 0.
Çàìåòèì, ÷òî σ1(x) ̸≡ 0, òàê êàê σ1(1) = 1. □

Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìà íåâûðîæ-
äåííàÿ, íî ïðè ýòîì ðàñøèðåíèå E ïîëÿ F íå ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì. Îòñþäà
charF = p > 0, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, è ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñåïàðàáåëüíîå
çàìûêàíèå1 K ïîëÿ F â E. Òîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) dimK E = pm äëÿ íåêîòîðîãî m ≥ 1,
á) äëÿ z ∈ E \K ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí mz

K(t) èìååò âèä t
ps −a äëÿ íåêîòîðûõ

s ≥ 1 è a ∈ K.
Ïîêàæåì, ÷òî (x,E) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ E \ K. Åñëè äëÿ x ∈ E \ K è y ∈ E

âûïîëíåíî xy ̸∈ K, òîãäà á) âëå÷¼ò, ÷òî charxyK (t) = (tp
s −a)p

m−s
äëÿ íåêîòîðûõ s ≥ 1

è a ∈ K. Ïî (1.2) ïîëó÷àåì TE/K(xy) = 0. Ïðèìåíÿåì ëåììó 5, (3):

(x, y) = TE/F (xy) = TK/F (TE/K(xy)) = 0.

Åñëè xy ∈ K, òîãäà TE/K(xy) = xyTE/K(1) = xypm = 0, òî åñòü òàêæå (x, y) = 0. Òåì
ñàìûì ôîðìà (·, ·) âûðîæäåííàÿ, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. □

1Ëåíã, Àëãåáðà, ñòð. 250.
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Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, K = Q(A), L � êîíå÷íîå
ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå K, B = ĀL. Äëÿ x ∈ B êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ
charxL/K(t) è m

x
K(t) öåëû íàä A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëàì Âèåòà è ëåììå 6 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå
êîðíè xi ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíàm

x
K(t) öåëû íàä A. Ïóñòü h(t) � óðàâíåíèå öåëîé

çàâèñèìîñòè äëÿ ýëåìåíòà x ∈ B íàä A. Ïîñêîëüêó A ⊂ K, ìíîãî÷ëåí h(t) äåëèòñÿ
íà mx

K(t). Ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû x1, . . . , xn ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè h(t), çíà÷èò, îíè öåëû
íàä A. □

Ñëåäñòâèå 4. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 5 ïóñòü A öåëîçàìêíóòà, x ∈ L.
Òîãäà x öåë íàä A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà mx

K(t) ∈ A[t].
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè mx

K(t) ∈ A[t], òî x öåë íàä A ïî îïðåäåëåíèþ. Îáðàòíîå
ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 5, òàê êàê êîýôôèöèåíòû charxL/K(t) è m

x
K(t) ëåæàò â K. □

Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü a � àëãåáðàè÷åñêîå öåëîå. Åñëè a ∈ Q, òî a ∈ Z.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ A = Z è L = Q[a] ïðèìåíÿåì ñëåäñòâèå 4: ma

Q(t) = t−a.
Çíà÷èò, a ∈ Z. □

Ïðåäëîæåíèå 6. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 5 ñóùåñòâóåò áàçèñ L íàä K,
ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ èç B. Áîëåå òîãî, L = Q(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ L, ïîñêîëüêó x àëãåáðàè÷åí íàä K, îí ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

amt
m + . . .+ a1t+ a0 = 0, am ̸= 0, ai ∈ A.

Òîãäà ýëåìåíò y = amx öåë íàä A. Îòñþäà L ⊂ Q(B), è, ïîñêîëüêó Q(B) � íàèìåíü-
øåå ïîëå, ñîäåðæàùåå B, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî L = Q(B).

Ïóñòü x1, . . . , xn � êàêîé-òî áàçèñ L íàä K. Íàéä¼ì òàêèå ai ∈ A, ÷òî yi = aixi∈B.
Òîãäà y1, . . . , yn � èñêîìûé áàçèñ. □

1.5 Äèñêðèìèíàíò

Çàìåòèì, ÷òî íîðìà è ñëåä ýëåìåíòà êîððåêòíî îïðåäåëåíû, êîãäà ìû âìåñòî
ðàñøèðåíèé ïîëåé F ⊆ E èçó÷àåì ðàñøèðåíèÿ êîëåö R ⊆ S, íî ïðè ýòîì S ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíûì êîíå÷íûì R-ìîäóëåì.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü R è S � êîëüöà, ïðè÷¼ì R ⊆ S è S åñòü ñâîáîäíûé
R-ìîäóëü ðàíãà n. Äëÿ x1, . . . , xn ∈ S îïðåäåëèì äèñêðèìèíàíò êàê D(x1, . . . , xn) =
det(TS/R(xixj)).

Ïóñòü y⃗ = Cx⃗, ãäå C ∈ Mn(R), detC ̸= 0. Òîãäà ïî ñâîéñòâó áèëèíåéíîé ôîðìû
èìååì TS/R(yrys)r,s = CTTL/K(xixj)i,jC. Ïîýòîìó

D(y⃗) = det2(C)D(x⃗). (1.5)

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü R è S � êîëüöà, ïðè÷¼ì R ⊆ S è S åñòü ñâîáîäíûé R-
ìîäóëü ðàíãà n. Çàäàäèì äèñêðèìèíàíòíûé èäåàë disc(S/R) â R êàê (D(x1, . . . , xn)),
ãäå x1, . . . , xn � íåêîòîðûé áàçèñ S íàä R.

Îïðåäåëåíèå 9 êîððåêòíî, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî äðóãîãî áàçèñà y1, . . . , yn äëÿ S
íàä R âûïîëíÿåòñÿ (1.5), à detC � îáðàòèìûé ýëåìåíò èç R â ñèëó ðàâåíñòâà
det(C) det(C−1) = 1. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà A = Z, èäåàë disc(OK/Z)
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ öåëûì ÷èñëîì � ïîðîæäàþùèì ýòîãî èäåàëà.
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Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, K = Q(A), L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøè-
ðåíèåK ñòåïåíè n, B = ĀL. Äëÿ x1, . . . , xn ∈ L ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþD(x1, . . . , xn) ∈
K. Åñëè âñå xi ∈ B, òî D(x1, . . . , xn) ∈ B ïî ïðåäëîæåíèþ 5.

Ëåììà 8. Ïóñòü L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèåK ñòåïåíè n, σ1, . . . , σn
� ðàçëè÷íûå K-âëîæåíèÿ ïîëÿ L â K̄. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn ∈ L âûïîëíåíî
D(x1, . . . , xn) = det2(σi(xj))

n
i,j=1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 èìååì

TL/K(xixj) =
n∑

k=1

σk(xixj) =
n∑

k=1

σk(xi)σk(xj).

Îáîçíà÷èì C = (σk(xi))k,i ∈ Mn(K), òîãäà (TL/K(xixj))i,j = CTC. Îòñþäà D(x⃗) =
det2(C). □

Ïóñòü f(t) ∈ K[t] � óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí, ÷åðåç Dis(f) îáîçíà÷èì äèñêðèìèíàíò
ìíîãî÷ëåíà f(t), òî åñòü ýëåìåíò

∏
i<j

(xi − xj)
2, ãäå x1, . . . , xn � êîðíè f(t) â K.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü L = K(x) � ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå K ñòåïåíè n,
x1, . . . , xn � êîðíè mx

K(t) â K. Òîãäà

D(1, x, . . . , xn−1) =
∏
i<j

(xi − xj)
2 = Dis

(
mx

K(t)
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ1, . . . , σn � ðàçëè÷íûå K-âëîæåíèÿ ïîëÿ L â K̄, òî
åñòü σi(x) = xi, i = 1, . . . , n. Òîãäà σi(x

j) = xji äëÿ ëþáîé ñòåïåíè j ∈ N. Ïî ëåììå 8
èìååì D(1, x, . . . , xn−1) = det2(A), ãäå

A =


1 x1 x21 . . . xn−1

1

1 x2 x22 . . . xn−1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2n . . . xn−1

n

 .

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà det(A) =
∏
i<j

(xi−xj), âûïîëíåííîãî äëÿ îïðå-

äåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà. □
Ñëåäñòâèå 6. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäëîæåíèÿ 7 âûïîëíÿåòñÿ D(1, x, . . . , xn−1) =

(−1)n(n−1)/2NL/K

((
mx

K

)′
(x)
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 7 èìååì

D(1, x, . . . , xn−1) =
∏
i<j

(xi−xj)2 = (−1)n(n−1)/2
∏
i ̸=j

(xi−xj) = (−1)n(n−1)/2

n∏
i=1

∏
j ̸=i

(xi−xj).

Ïîñêîëüêó
(
mx

K

)′
(xi) =

∏
j ̸=i

(xi − xj), ïîëó÷àåì

D(1, x, . . . , xn−1) = (−1)n(n−1)/2

n∏
i=1

(
mx

K

)′
(xi) = (−1)n(n−1)/2

n∏
i=1

(
mx

K

)′
(σi(x)),
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ãäå σi åñòü K-âëîæåíèå ïîëÿ L â K òàêîå, ÷òî σi(x) = xi, i = 1, . . . , n. Òàê êàê
σi
((
mx

K

)′
(x)
)
=
(
mx

K

)′
(xi), íàêîíåö, âûâîäèì ïî ïðåäëîæåíèþ 4:

D(1, x, . . . , xn−1) = (−1)n(n−1)/2

n∏
i=1

σi
((
mx

K

)′
(x)
)
= (−1)n(n−1)/2NL/K

((
mx

K

)′
(x)
)
.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A � öåëîçàìêíóòàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè, K = Q(A), L �
ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå K ñòåïåíè n, B = ĀL. Åñëè A í¼òåðîâà, òîãäà B � êî-
íå÷íîïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü è B � í¼òåðîâî êîëüöî. Åñëè A � îáëàñòü ãëàâíûõ
èäåàëîâ, òî B � ñâîáîäíûé A-ìîäóëü ðàíãà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 6 íàéä¼òñÿ áàçèñ x1, . . . , xn ïðîñòðàíñòâà L
íàä K, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ èç B. Ïóñòü y1, . . . , yn � äóàëüíûé ê íåìó áàçèñ L
îòíîñèòåëüíî ôîðìû (·, ·), òî åñòü (xi, yj) = δij. Îïðåäåëèì N = Ax1 + . . . + Axn
èM = Ay1+ . . .+Ayn. Âêëþ÷åíèå N ⊆ B ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî B åñòü ïîäêîëüöî â L.

Ïîêàæåì, ÷òî B ⊆ M . Ïóñòü z ∈ B è z =
n∑

j=1

ajyj, ãäå aj ∈ K. Ïî ñëåäñòâèþ 4

è ëåììå 6 èìååì TL/K(xiz) ∈ A äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, ïîñêîëüêó xiz ∈ B. Ïðè ýòîì

TL/K(xiz) = (xi, z) =

(
xi,

n∑
j=1

ajyj

)
= ai.

Ñëåäîâàòåëüíî, ai ∈ A, i = 1, . . . , n, è B ⊂M .
Ïóñòü A í¼òåðîâà, òîãäà ëþáîé ïîäìîäóëü êîíå÷íîïîðîæä¼ííîãî A-ìîäóëÿ M

êîíå÷íî ïîðîæä¼í. Çíà÷èò, B � êîíå÷íî ïîðîæä¼í êàê A-ìîäóëü. Ïóñòü I � èäåàë
â B, òîãäà I åñòü A-ïîäìîäóëü è I ⊆ B ⊆ M . Ïîýòîìó I êîíå÷íî ïîðîæä¼í êàê A-
ìîäóëü è òåì ñàìûì êîíå÷íî ïîðîæä¼í êàê B-ìîäóëü. Îòñþäà B � í¼òåðîâî êîëüöî.

Ïóñòü A � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ. Ïîñêîëüêó N è M � ñâîáîäíûå A-ìîäóëè
ðàíãà n, òî ïî ñòðóêòóðíîé òåîðåìå äëÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ ìîäóëåé íàä îáëàñòÿ-
ìè ãëàâíûõ èäåàëîâ B ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñâîáîäíûì ìîäóëåì ðàíãà n. □

Ñëåäñòâèå 7. Êîëüöî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë OL ÿâëÿåòñÿ öåëîçàìêíóòîé
í¼òåðîâîé îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, êîòîðàÿ åñòü ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü ðàíãà [L : Q].

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 4 è ñëåäñòâèÿ 1, ïîñêîëüêó
Z � í¼òåðîâà îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ. □

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü L � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, ëþáîé áàçèñ OL êàê
ñâîáîäíîãî Z-ìîäóëÿ íàçûâàåòñÿ öåëûì áàçèñîì L (èëè OL).

Öåëûå áàçèñû äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëåé ñóùåñòâóþò ïî ñëåäñòâèþ 7.
Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü L� àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòà

ñîâïàäàåò íà âñåõ öåëûõ áàçèñàõ L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x⃗, y⃗ � äâà öåëûõ áàçèñà L, òîãäà ïî (1.5) âûïîëíåíî

D(y⃗) = det2(C)D(x⃗). Ïðè ýòîì detC = ±1. Çíà÷èò, D(y⃗) = D(x⃗). □
Ïðåäëîæåíèå 8. Ïóñòü A � öåëîçàìêíóòàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè, K = Q(A),

L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå K, B = ĀL. Ïóñòü x1, . . . , xn � áàçèñ L
íàä K, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ èç B. Îáîçíà÷èì d = D(x1, . . . , xn). Òîãäà âûïîëíåíî
dB ⊆ Ax1 + . . .+ Axn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì ýëåìåíò z ∈ B ïî áàçèñó: z =
n∑

i=1

aixi, ãäå ai ∈ K.

Òîãäà

(xi, z) = TL/K(xiz) =
n∑

j=1

TL/K(xixj)aj, i = 1, . . . , n.

Ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà èíòåïðåòèðóåì êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñè-
òåëüíî íåèçâåñòíûõ aj. Ïðè÷¼ì êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû ëåæàò ïî ïðåäëîæåíèþ 5
â A. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí d, ïîýòîìó ïî ïðàâèëó
Êðàìåðó ïîëó÷àåì aj = ãj/d äëÿ íåêîòîðûõ ãj ∈ A. Îòñþäà dz ∈ Ax1 + . . .+Axn. □



Ãëàâà 2

Äåäåêèíäîâû êîëüöà

Çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà êîëåö öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, óñòàíîâëåííûå íàìè
â ñëåäñòâèè 7 ãëàâû I, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿò íàñ ê ïîíÿòèþ äåäåêèíäî-
âà êîëüöà. Äëÿ òàêèõ êîëåö ìû äîêàæåì àíàëîã îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè, íî
òîëüêî íà óðîâíå èäåàëîâ: ëþáîé èäåàë ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïðî-
ñòûõ èäåàëîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò îáîáù¼í ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëþáîé äðîáíûé
èäåàë ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ñòåïåíåé ïðîñòûõ èäåàëîâ.

2.1 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 1. Îáëàñòü öåëîñòíîñòè A íàçûâàåòñÿ äåäåêèíäîâûì êîëüöîì,
åñëè A í¼òåðîâà, öåëîçàìêíóòà è ëþáîé íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë â A ìàêñèìàëåí.

Ïðåäëîæåíèå 1. Îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ äåäåêèíäîâûì êîëüöîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ. ßñíî, ÷òî A í¼òåðîâà,

ïîñêîëüêó êàæäûé èäåàë â A ãëàâíûé, òî åñòü îäíîïîðîæä¼ííûé.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 ãë. I ëþáàÿ ôàêòîðèàëüíàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè öåëîçàìêíó-

òà, à ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ ôàêòîðèàëüíà1.
Íàêîíåö, íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë I â A èìååò âèä (p), ãäå p � íåïðèâîäèìûé

(ïðîñòîé) ýëåìåíò, ïîýòîìó I ìàêñèìàëåí. □
Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî, K = Q(A), L � êîíå÷íîå ñåïàðà-

áåëüíîå ðàñøèðåíèå K, B = ĀL. Òîãäà B � äåäåêèíäîâî êîëüöî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4 ãë. I çàêëþ÷àåì, ÷òî B � í¼òåðîâî êîëüöî. Ïî

ñëåäñòâèþ 1 ãë. I çíàåì, ÷òî B òàêæå öåëîçàìêíóòà.
Ïóñòü q � íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë â B. Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé ýëåìåíò z ∈ q.

Ïîñêîëüêó z àëãåáðàè÷åí íàä A, íàéä¼òñÿ òàêîé óíèòàðíûé ìíîãî÷ëåí h(t) ∈ A[t]
ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, ÷òî h(z) = 0. Ïóñòü h(t) = tn+an−1t

n−1+ . . .+a0. Òîãäà a0 ̸= 0
è ïðè ýòîì a0 ∈ zB ∩ A ⊂ q ∩ A. Çíà÷èò, q ∩ A � íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë â A. Ïî
óñëîâèþ p := q ∩ A ìàêñèìàëåí â A, è ïîýòîìó A/p � ïîëå.

Ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ âûïîëíåíî A/p = A/(A ∩ q) ∼= (A + q)/q. Ïîýòîìó
A/p ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäêîëüöî â B/q, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñò-
íîñòè, âåäü q � ïðîñòîé èäåàë â B. Òàê êàê B öåëî íàä A, òî è B/q öåëî íàä A/p.
Ñëåäóþùàÿ ëåììà âëå÷¼ò, ÷òî B/q � ïîëå, è ïîýòîìó q ìàêñèìàëåí â B. □

1âàí äåð Âàðäåí, Àëãåáðà, ñòð. 79.
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Ëåììà 1. Ïóñòü îáëàñòü öåëîñòíîñòè B ñîäåðæèò ïîëå F è öåëà íàä F . Òîãäà
B � ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (0 ̸=)z ∈ B. Ýëåìåíò z àëãåáðàè÷åí íàä F , ïîýòîìó
F [z] êîíå÷íîìåðíî íàä F (ïðåäëîæåíèå 1 ãë. I). Ïðè ýòîì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
φ : F [z] → F [z], çàäàííîå ïî ïðàâèëó φ(x) = zx, ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì, òàê êàê
B � îáëàñòü öåëîñòíîñòè. Çíà÷èò, φ ñþðúåêòèâíî è íàéä¼òñÿ y ∈ F [z] òàêîé, ÷òî
zy = 1. Òàêèì îáðàçîì, B � ïîëå. □

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü L � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, òîãäà OL � äåäåêèíäîâî
êîëüöî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è òåîðåìû 1. □
Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü R � äåäåêèíäîâî êîëüöî, S � ìóëüòèïëèêàòèâíîå ìíî-

æåñòâî â R. Òîãäà RS � äåäåêèíäîâî êîëüöî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 ãë. I ïðîñòîìó èäåàëó p â R, íå ïåðåñåêàþùå-

ìóñÿ ñ S, ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîé èäåàë pRS â RS. Ïîñêîëüêó äëÿ íåíóëåâûõ ïðîñòûõ
èäåàëîâ â R íåò îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ, òî åãî è íåò äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ â RS, òî
åñòü ëþáîé ïðîñòîé èäåàë â RS ìàêñèìàëåí.

Ïóñòü q � èäåàë â RS, ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ãë. I ìû âûâåëè, ÷òî q =
(q ∩R)RS. Ïîñêîëüêó q ∩R êîíå÷íîïîðîæä¼í â R, òî q êîíå÷íîïîðîæä¼í â RS.

Ïî ëåììå 4 ãë. I îáëàñòü öåëîñòíîñòè RS öåëîçàìêíóòà. □
Äîêàæåì àíàëîã êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ äëÿ èäåàëîâ, îïðåäåëèâ äëÿ ýòî-

ãî âçàèìíóþ ïðîñòîòó èäåàëîâ. Äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà n è m íàçûâàþòñÿ âçàèìíî
ïðîñòûìè, åñëè (n,m) = 1. Ïî ëèíåéíîìó ðàçëîæåíèþ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëè-
òåëÿ ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (n) + (m) = Z. Ïî àíàëîãèè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
èäåàëû I è J êîëüöà B âçàèìíî ïðîñòû, åñëè I + J = B.

Òåîðåìà 2 (êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ïóñòü J1, . . . , Jn � ïîïàðíî âçàèìíî

ïðîñòûå èäåàëû â êîëüöå B. Îáîçíà÷èì I =
n⋂

i=1

Ji. Òîãäà B/I ∼= B/J1 ⊕ . . . ⊕ B/Jn

è I = J1 . . . Jn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 âñ¼ òðèâè-

àëüíî âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü n ≥ 2, çàäàäèì ãîìîìîðôèçì φ : B → B/J1 ⊕ . . .⊕B/Jn,
äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå φ(b) = (b+J1, . . . , b+Jn). ßñíî, ÷òî âûïîëíåíî J1 . . . Jn ⊆ I
è ker(φ) = I.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Ïîñêîëüêó J1 + J2 = B, èìååì 1 = q1 + q2 äëÿ íåêîòî-
ðûõ qi ∈ Ji, i = 1, 2. Òîãäà φ(q1) = (q1 + J1, q1 + J2) = (0̄, 1− q2) = (0̄, 1̄). Àíàëîãè÷íî
φ(q2) = (1̄, 0̄). Îòñþäà φ ñþðúåêòèâíî. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ âûïîë-
íåíî B/(J1 ∩ J2) ∼= B/J1 ⊕ B/J2. Ïóñòü c ∈ J1 ∩ J2, òîãäà c = c1 = q1c + cq2 ∈ J1J2,
òåì ñàìûì J1 ∩ J2 = J1J2.

Ïóñòü n > 2. Äëÿ êàæäîãî i ≥ 2 íàéäóòñÿ ai ∈ J1 è bi ∈ Ji òàêèå, ÷òî ai + bi = 1.

Òîãäà 1 =
n∏

i=1

(ai + bi) ∈ J1 + J2 . . . Jn. Îòñþäà J1 + J2 . . . Jn = B, òî åñòü èäåàëû J1

è J2 . . . Jn âçàèìíî ïðîñòû. Ïðèìåíÿåì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è ñëó÷àé n = 2:

B/(J1 . . . Jn) = B/J1(J2 . . . Jn) ∼= B/J1 ⊕B/(J2 . . . Jn) ∼= B/J1 ⊕B/J2 ⊕ . . .⊕B/Jn.

Òàêæå ïî èíäóêöèè âûâîäèì ðàâåíñòâà J1 . . . Jn = J1(J2 . . . Jn) = J1 ∩ (J2 . . . Jn) =
J1 ∩ J2 ∩ . . . ∩ Jn. □
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2.2 Ðàçëîæåíèÿ èäåàëîâ

Ëåììà 2. Ïóñòü A � í¼òåðîâî êîëüöî. Òîãäà êàæäûé íåíóëåâîé ñîáñòâåííûé
èäåàë â A ñîäåðæèò íåêîòîðîå ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, J � ìàêñèìàëüíûé èäåàë â A, íå ñî-
äåðæàùèé ïðîèçâåäåíèé íåíóëåâûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ A; òàêîé èäåàë íàéä¼òñÿ â ñèëó
í¼òåðîâîñòè A. Òîãäà J ñàì ïî ñåáå íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì èäåàëîì. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ
ýëåìåíòû a1, a2 ∈ A\J òàêèå, ÷òî a1a2 ∈ J . Îïðåäåëèì èäåàëû Ik = J+Aak, k = 1, 2.
Ïîñêîëüêó J ⊊ I1 è J ⊊ I2, èäåàëû I1 è I2 ñîäåðæàò ïðîèçâåäåíèÿ íåíóëåâûõ ïðî-
ñòûõ èäåàëîâ. Ïðè ýòîì I1 · I2 ⊆ J , ïðîòèâîðå÷èå. □

Ëåììà 3. Ïóñòü I è J � âçàèìíî ïðîñòûå èäåàëû êîëüöà A. Òîãäà Ik è J l

âçàèìíî ïðîñòû äëÿ ëþáûõ k, l ≥ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ I è b ∈ J òàêèå, ÷òî a + b = 1. Äëÿ r = k + l − 1

ïîëó÷àåì

1 = (a+ b)r =
(
ar + C1

ra
r−1b+ . . .+ Ck

r a
kbr−k

)
+
(
Ck−1

r ak−1bl + . . .+ br
)
∈ Ik + J l.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ik + J l = A. □
Ëåììà 4. Ïóñòü p � ìàêñèìàëüíûé èäåàë îáëàñòè öåëîñòíîñòè R è q = pRp.

Òîãäà R/pm ∼= Rp/p
mRp

∼= Rp/q
m äëÿ ëþáîãî m ∈ N>0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì qm = pmRp â ñèëó ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ: q
m=(pRp)

m =
pmRm

p = pmRp. Çàäàäèì îòîáðàæåíèå φ : R/pm → Rp/p
mRp êàê φ(r + pm) = r +

pmRp. Ïîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü φ. Ïóñòü r/s ∈ Rp, ãäå r ∈ R è s ∈ S. Â ñèëó
ìàêñèìàëüíîñòè èäåàëà p âûïîëíåíî Rs+p = R, çíà÷èò, ïî ëåììå 3 âåðíî Rs+pm =
R. Íàéä¼ì c ∈ R è t ∈ pm òàêèå, ÷òî cs+ t = 1. Îòñþäà íàõîäèì c = (1− t)/s. Òîãäà

φ(rc+ pm) = rc+ pmRp = r(1− t)/s+ pmRp = r/s+ pmRp.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü A � í¼òåðîâà öåëîçàìêíóòàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè
ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ïðîñòûì èäåàëîì p. Òîãäà A åñòü îáëàñòü ãëàâíûõ èäå-
àëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ p è a ̸= 0. Ðàññìîòðèì A-ìîäóëü M = A/(a)
è îïðåäåëèì àííóëÿòîð ýëåìåíòà m ∈ M \ {0} êàê Ann(m) = {r ∈ A | rm = 0}.
ßñíî, ÷òî Ann(m) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì èäåàëîì â A. Òàê êàê A í¼òåðîâà, íàéä¼òñÿ
b ∈ A òàêîé, ÷òî q = Ann(b+ (a)) ìàêñèìàëåí ñðåäè èäåàëîâ òàêîãî âèäà. Çàìåòèì,
÷òî q ̸= (0), ïîñêîëüêó a ∈ q. Ïîêàæåì, ÷òî q � ïðîñòîé èäåàë è ïîýòîìó q = p.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò x, y ̸∈ q òàêèå, ÷òî xy ∈ q. Çíà÷èò, y(b+ (a)) ̸= 0̄, íî
ïðè ýòîì Ann(yb+ (a)) ⊇ q ∪ {x}, ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìàëüíîñòüþ q.

Çíà÷èò, p = q, òåì ñàìûì pb ⊆ (a) è (b) ̸⊆ (a). Ïîñëåäíåå âëå÷¼ò, ÷òî ýëåìåíò
b/a ∈ Q(A) íå ëåæèò â A. Ïîêàæåì, ÷òî a/b ∈ A è p = (a/b). Èç âêëþ÷åíèÿ pb ⊆ (a)
âûâîäèì, ÷òî pb/a ⊆ A è ýòî èäåàë â A. Åñëè pb/a ⊆ p, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 1
(ïï. 1 è 4) ãë. I ýëåìåíò b/a öåë íàä A, òàê êàê p � ýòî A[b/a]-ìîäóëü è êîíå÷íî-
ïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü. Îáëàñòü A öåëîçàìêíóòà, çíà÷èò, b/a ∈ A, ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîñêîëüêó ëþáîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë â A ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì èäåàëîì, çíà÷èò, â A
åñòü åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë, ýòî p. Òàê êàê pb/a � íåíóëåâîé èäåàë â A,
íå ñîäåðæàùèéñÿ â p, çàêëþ÷àåì, ÷òî pb/a = A è p = Aπ, ãäå π = a/b ∈ A.
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Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé èäåàë I â A � ãëàâíûé. Ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî I ̸= (0)
è I ̸= A. Âêëþ÷åíèå πI ⊆ I ïåðåïèøåì êàê I ⊆ π−1I. Â öåïî÷êå

I ⊆ π−1I ⊆ π−2I ⊆ . . .

âêëþ÷åíèé ìíîæåñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ïîäìíîæåñòâà â Q(A), íè íà êàêîì øàãå
íå ìîæåò áûòü ðàâåíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü π−kI = π−k−1I äëÿ íåêîòîðîãî k.
Òîãäà π−kI åñòü êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé A[π−1]-ìîäóëü, è îïÿòü ïî ïðåäëîæåíèþ 1
ãë. I ýëåìåíò π−1 = b/a öåë íàä A, ïðîòèâîðå÷èå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè π−sI ⊆ A, òî
π−sI � èäåàë â A. Â ñèëó í¼òåðîâîñòè íàéä¼òñÿ n òàêîå, ÷òî π−nI ⊆ A è π−n−1I ⊊ A.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî π−nI ⊆ p. Èç p = Aπ âûâîäèì, ÷òî π−n−1I ⊆ A, ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, π−nI = A è I = (πn). □

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî è p � íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë
â A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî m ∈ N>0 ïðîèçâîëüíûé ñîáñòâåííûé èäåàë A/pm ÿâëÿåòñÿ
ñòåïåíüþ èäåàëà p/pm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4 ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êîëüöî Ap/p
mAp. Ïî ïðåä-

ëîæåíèþ 3 ãë. 1 pAp � åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë â Ap. Ïðè ýòîì Ap � äå-
äåêèíäîâî êîëüöî ïî ïðåäëîæåíèþ 2, ñëåäîâàòåëüíî, pAp � åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé
ïðîñòîé èäåàë â Ap. Ïî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3 ëþáîé èäåàë â Ap èìååò âèä
(πn) äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, ãäå pAp = (π). Çíà÷èò, è ïðè ôàêòîðèçàöèè ïîëó÷àåì,
÷òî ëþáîé èäåàë Ap/p

mAp ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ èäåàëà pAp/p
mAp. □

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî. Òîãäà ëþáîé ñîáñòâåííûé íåíóëåâîé
èäåàë I â A ïðåäñòàâèì â âèäå P r1

1 . . . P rn
n , ãäå Pi � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå

èäåàëû A, ri ∈ N>0, ïðè÷¼ì èäåàëû Pi è ÷èñëà ri îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 èäåàë I ñîäåðæèò èäåàë J = P s1

1 . . . P sn
n � ïðî-

èçâåäåíèå ñòåïåíåé íåíóëåâûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ. Ïî êèòàéñêîé
òåîðåìå îá îñòàòêàõ èìååì

A/J ∼= A/P s1
1 ⊕ . . .⊕ A/P sn

n .

Ïî ñëåäñòâèþ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî I/J ∼= P r1
1 /P

s1
1 ⊕ . . .⊕P rn

n /P sn
n äëÿ íåêîòîðûõ ri ≤ si.

Â ñèëó âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èäåàëàìè A, ñîäåðæàùèìè J ,
è èäåàëàìè A/J , çàêëþ÷àåì, ÷òî I = P r1

1 . . . P rn
n .

Èäåàëû P1, . . . , Pn îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî êàê ïðîñòûå èäåàëû, ñîäåðæàùèå I.
×èñëî ri íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà IAPi

= P ri
i APi

. □
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðîñòûõ èäå-

àëîâ. Òîãäà A � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P1, . . . , Pn � âñå íåíóëåâûå ïðîñòûå èäåàëû A. Ïî òåî-

ðåìå 3 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäûé Pi ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Âûáåðåì x1 ∈ P1\P 2
1 .

Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ íàéä¼òñÿ ýëåìåíò x ∈ A òàêîé, ÷òî

x ≡ x1 (mod P 2
1 ), x ≡ 1 (mod Pj), j = 2, . . . , n.

Òîãäà (x) ⊆ P1, íî (x) ̸⊂ P 2
1 è (x) ̸⊂ Pj ïðè j = 2, . . . , n. Ïî òåîðåìå 3 íàõîäèì, ÷òî

(x) = P1. □
Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî ôàêòîðèàëüíîå êîëüöî. Òîãäà A �

îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë A è ïóñòü (0 ̸=)a ∈ P .
Ïî óïð. 2á) ñåìèíàðà �1 ýëåìåíò a ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ
ýëåìåíòîâ. Òàê êàê èäåàë P ïðîñò, òî P ñîäåðæèò îäèí èç íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòå-
ëåé a, îáîçíà÷èì òàêîé ìíîæèòåëü êàê b. Â ôàêòîðèàëüíîì êîëüöå ïîíÿòèÿ íåïðè-
âîäèìîãî è ïðîñòîãî ýëåìåíòîâ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó (b) � ïðîñòîé èäåàë A. Òîãäà
0 ⊊ (b) ⊆ P � öåïî÷êà ïðîñòûõ èäåàëîâ, è, çíà÷èò, (b) = P . □

2.3 Äðîáíûå èäåàëû

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî, K = Q(A). Íåíóëåâîé A-ïîä-
ìîäóëü I â K òàêîé, ÷òî dI ⊆ A äëÿ íåêîòîðîãî (0 ̸=)d ∈ A, íàçûâàåòñÿ äðîáíûì
èäåàëîì A. Ýëåìåíò d íàçûâàþò çíàìåíàòåëåì äðîáíîãî èäåàëà I.

Îáû÷íûå èäåàëû äåäåêèíäîâà êîëüöà ÿâëÿþòñÿ äðîáíûìè èäåàëàìè (äîñòàòî÷íî
âçÿòü d = 1), èõ áóäåì íàçûâàòü öåëûìè èäåàëàìè A.

Äðîáíûé èäåàë I â A êîíå÷íîïîðîæä¼í, ïîñêîëüêó dI � èäåàë í¼òåðîâà êîëüöà A.
Ñóììà, ïåðåñå÷åíèå è ïðîèçâåäåíèå äðîáíûõ èäåàëîâ ÿâëÿþòñÿ äðîáíûìè èäåàëàìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü I � äðîáíûé èäåàë äåäåêèíäîâà êîëüöà A. Òîãäà ìíî-
æåñòâî I−1 = {x ∈ K | xI ⊆ A} íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê I.

Ëåììà 5. Ïóñòü I � äðîáíûé èäåàë äåäåêèíäîâà êîëüöà A. Òîãäà I−1 � òàêæå
äðîáíûé èäåàë A è I · I−1 = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî I−1 åñòü A-ìîäóëü. Âîçüì¼ì íåíóëåâîé ýëåìåíò
a ∈ I ∩ A, òîãäà aI−1 ⊆ A ïî îïðåäåëåíèþ I−1. Òåì ñàìûì I−1 � äðîáíûé èäåàë A.

Çàìåòèì, ÷òî I · I−1 ◁ A. Åñëè I · I−1 ̸= A, òîãäà I · I−1 ⊆ P äëÿ íåêîòîðîãî
ïðîñòîãî èäåàëà P . Ïåðåõîäÿ ê ëîêàëèçàöèè AP , ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå J ·J ′ ⊆ Q, ãäå
J = IAP , J

′ = I−1AP è Q = PAP .
Íåñëîæíî ïîêàçàòü ðàâåíñòâî J ′ = {x ∈ K | xJ ⊆ AP}. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3 Q =

(π) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà π ∈ AP . Íàéä¼òñÿ òàêîå k ∈ N, ÷òî πk � çíàìåíàòåëü
äðîáíîãî èäåàëà J ′. Òîãäà J = (πm) äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ Z. Îòñþäà J ′ = (π−m).
Ñëåäîâàòåëüíî, J · J ′ = AP , ïðîòèâîðå÷èå. □

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî. Ìíîæåñòâî Id(A) äðîáíûõ èäåàëîâ
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ I ·J ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïîé ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ íåíóëåâûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæåíèå â Id(A) êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî, A âûïîë-
íÿåò ðîëü åäèíèöû, òàê êàê A · I = I äëÿ ëþáîãî äðîáíîãî èäåàëà I. Ïî ëåììå 5
åñòü îáðàòèìîñòü.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîé äðîáíûé èäåàë åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ñòåïåíåé ïðîñòûõ èäåàëîâ. Ïóñòü I ∈ Id(A), òîãäà äëÿ åãî çíà-
ìåíàòåëÿ d ïî òåîðåìå 3 âûïèñûâàåì ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå èäåàëû (äëÿ çàïèñè ïî
îäíîìó è òîìó æå íàáîðó ïðîñòûõ èäåàëîâ äîïóñêàåì íóëåâûå ñòåïåíè):

dI = P r1
1 . . . P rn

n , (d) = P s1
1 . . . P sn

n .

Òîãäà I = P r1−s1
1 . . . P rn−sn

n , åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè
ðàçëîæåíèÿ öåëûõ èäåàëîâ A. □

Ãðóïïà Id(A) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé èäåàëîâ êîëüöà A.
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Ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò x ∈ K çàäà¼ò äðîáíûé èäåàë (x) = xA, íàçûâàåìûé
ãëàâíûì äðîáíûì èäåàëîì. Çàìåòèì, ÷òî (x) · (x−1) = A, ïîýòîìó ìíîæåñòâî P (A)
âñåõ ãëàâíûõ äðîáíûõ èäåàëîâ A îáðàçóåò ïîäãðóïïó â Id(A).

Îïðåäåëåíèå 4. Ôàêòîð-ãðóïïà Cl(A) = Id(A)/P (A) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëàñ-
ñîâ êîëüöà A.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, òîãäà hK = |Cl(OK)|
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì êëàññîâ ïîëÿ K.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

(1) Cl(A) = {e},
(2) A � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ,
(3) A ôàêòîðèàëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâîä (2) ⇒ (3) èçâåñòåí èç îáùåãî êóðñà àëãåáðû.
Äîêàçàòåëüñòâî (3) ⇒ (2) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.
(1) ⇒ (2). Ïîñêîëüêó ãðóïïà Cl(A) òðèâèàëüíà, ëþáîé íåíóëåâîé öåëûé èäåàë I

â A ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì äðîáíûì èäåàëîì, òî åñòü I = Ax äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ K∗.
Òîãäà 1 · x = x ∈ A è I = (x) � ãëàâíûé èäåàë.

(2) ⇒ (1). Ïóñòü J � äðîáíûé èäåàë A, òîãäà dJ ◁ A, ãäå d � çíàìåíàòåëü J .
Çíà÷èò, dJ = Aa äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ A. Îòñþäà J = A(a/d) � ãëàâíûé äðîáíûé
èäåàë. Ñëåäîâàòåëüíî, Cl(A) = {e}. □

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, òîãäà

hK = 1 ⇐⇒ OK � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ ⇐⇒ OK ôàêòîðèàëüíî.

Òåì ñàìûì âîïðîñ î òîì, êîãäà êîëüöî OK ôàêòîðèàëüíî, ìû ñâåëè ê ïîäñ÷¼òó
÷èñëà hK è ïðîâåðêå òîãî, âûïîëíåíî ëè hK = 1. Â ãëàâå III ìû äîêàæåì, ÷òî
hK <∞ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ K.

2.4 Ðàçëîæåíèÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ â ðàñøèðåíèÿõ

Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî, K = Q(A), L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñ-
øèðåíèå K, B = ĀL. Ïóñòü P � íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë â A. Ïîñêîëüêó B �
äåäåêèíäîâî êîëüöî (òåîðåìà 1), ðàçëàãàåì PB ïî ïðîñòûì èäåàëàì â B:

PB = P e1
1 . . . P eg

g , ei ≥ 1. (2.1)

×èñëî ei(Pi/P ) íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì âåòâëåíèÿ Pi íàä P . Åñëè ei > 1, òî ãîâîðÿò,
÷òî ïðîñòîé èäåàë P ðàçâåòâëÿåòñÿ â B (èëè â L).

Ëåììà 6. Ïóñòü Q � íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë â B. Òîãäà Q âñòðå÷àåòñÿ â ðàç-
ëîæåíèè PB íà ïðîñòûå èäåàëû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q ∩ A = P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q ∩ A = P , òîãäà P ⊆ Q è ïîýòîìó PB ⊆ Q. Ñëåäî-
âàòåëüíî, Q âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèè PB íà ïðîñòûå èäåàëû.

Ïóñòü Q âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèè PB, òî åñòü PB ⊆ Q. Çíà÷èò, P ⊆ PB ∩A ⊆
Q ∩ A. Íåíóëåâîé èäåàë Q ∩ A â A ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Òåì ñàìûì P = Q ∩ A. □

Ïóñòü Pi � ïðîñòîé èäåàë B èç ðàçëîæåíèÿ (2.1). Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ìû
ôàêòè÷åñêè ïîêàçàëè, ÷òî A/P ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì â B/Pi. Ïî òåîðåìå 4 ãë. I çíàåì,
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÷òî B � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé A-ìîäóëü. Çíà÷èò, B/Pi � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä A/P .

Îïðåäåëåíèå 6. Îòíîñèòåëüíîé ñòåïåíüþ (èíäåêñîì èíåðöèè) Pi íàä P íàçû-
âàåòñÿ ÷èñëî fi = fi(Pi/P ) = [B/Pi : A/P ].

Ïðîñòîé èäåàë P ðàçëàãàåòñÿ â L, åñëè ei = fi = 1 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , g. Åñëè PB
� ïðîñòîé èäåàë â B, òî ãîâîðÿò, ÷òî P èíåðòåí â L.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî, L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñ-
øèðåíèå K = Q(A) ñòåïåíè m, B = ĀL. Ïóñòü P � íåíóëåâîé ïðîñòîé èäåàë â A,
P1, . . . , Pg � ïðîñòûå èäåàëû B, äåëÿùèå PB. Òîãäà äëÿ ei = ei(Pi/P ) è fi = fi(Pi/P )
âûïîëíåíî ôóíäàìåíòàëüíîå òîæäåñòâî

g∑
i=1

eifi = m. (2.2)

Åñëè L/K � ðàñøèðåíèå Ãàëóà, òîãäà e1 = . . . = eg, f1 = . . . = fg è efg = m.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ èìååì

B/PB = B/P e1
1 . . . P eg

g
∼= B/P e1

1 ⊕ . . .⊕B/P eg
g .

Ïîêàæåì, ÷òî
g∑

i=1

eifi = dimA/P (B/PB), äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

dimA/P

(
B/P ei

i

)
= eifi. Îòìåòèì èçîìîðôèçì êîíå÷íîìåðíûõ íàä ïîëåì A/P âåê-

òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ B/P ei
i

∼=
ei−1⊕
j=0

P j
i /P

j+1
i . Äàëåå, P j

i /P
j+1
i ÿâëÿåòñÿ B-ìîäóëåì, íå

ñîäåðæàùèì ñîáñòâåííûõ B-ïîäìîäóëåé, èíà÷å â B íàø¼ëñÿ áû èäåàë I, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé ñâîéñòâàì P j

i ⊊ I ⊊ P j+1
i . Àííóëÿòîðîì äåéñòâèÿ B íà P j

i /P
j+1
i ÿâëÿåòñÿ Pi,

ïîýòîìó dimB/Pi

(
P j
i /P

j+1
i

)
= 1. Çíà÷èò, dimA/P

(
P j
i /P

j+1
i

)
= dimA/P (B/Pi) = fi.

Â èòîãå dimA/P

(
B/P ei

i

)
= eifi.

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî dimA/P (B/PB) = m. Ñïåðâà óñòàíîâèì ýòî ðàâåíñòâî
â ñëó÷àå, êîãäà B åñòü ñâîáîäíûé A-ìîäóëü ðàíãà m. Ïóñòü x1, . . . , xm � áàçèñ B
íàä A, ïîêàæåì, ÷òî xi + PB îáðàçóþò áàçèñ B/PB íàä A/P . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
m∑
i=1

(ai + P )(xi + PB) = 0 â B/PB äëÿ íåêîòîðûõ ai ∈ A. Òîãäà v =
m∑
i=1

aixi ∈ PB, òî

åñòü v =
∑
j

bjyj, ãäå bj ∈ B è yj ∈ P . Ïðè ýòîì bj =
m∑
k=1

ckjxk äëÿ íåêîòîðûõ ckj ∈ A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ak =
∑
j

ckjyj ∈ P äëÿ âñåõ k. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x̄1, . . . , x̄m åñòü

áàçèñ B/PB íàä A/P .
Â îáùåì ñëó÷àå ââåä¼ì S = A \ P , òîãäà BS = ĀL

S ïî óïð. 4 ñåìèíàðà �5.
Ëîêàëèçóåì îòíîñèòåëüíî S ðàâåíñòâî (2.1), òî åñòü âëîæèì åãî â BS è äîìíîæèì
íà êîëüöî BS. Ïî òåîðåìå 2 ãë. I ïðîñòûå èäåàëû â B, íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ñ S,
íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîñòûìè èäåàëàìè êîëüöà BS,
ïîýòîìó ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

PBS = (P1BS)
e1 . . . (PgBS)

eg ,
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ãäå PiBS � ïðîñòîé èäåàë â BS. Óòî÷íèì, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû 2 ãë. I êîððåêòíî,
ïîñêîëüêó ïî ëåììå 6 Pi ∩ A = P , òåì ñàìûì Pi ∩ S = ∅.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 3 êîëüöî AS � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 4
ãë. I ìû ìîæåì ïðèìåíèòü óæå äîêàçàííóþ ôîðìóëó:

g∑
i=1

eif
′
i = dimAS/PAS

(BS/PBS) = m,

ãäå f ′
i = dimAS/PAS

(BS/PiBS) Èçîìîðôèçìû A/P ∼= AS/PAS, B/PB ∼= BS/PBS

è ðàâåíñòâî ÷èñåë f ′
i = fi âåðíû ïî ëåììå 4.

Äîêàæåì âòîðóþ ÷àñòü òåîðåìû. Ïóñòü L/K � ðàñøèðåíèå Ãàëóà. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî σ ∈ Gal(L/K) âûïîëíåíî σ(B) = B. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ B
è h(t) ∈ A[t] � óðàâíåíèå öåëîé çàâèñèìîñòè äëÿ x. Ïîñêîëüêó σ(h(t)) = h(t), ïîëó-
÷àåì, ÷òî σ(x) ∈ B. Àíàëîãè÷íî σ−1(x) ∈ B äëÿ ëþáîãî x ∈ B. Çíà÷èò, σ(B) = B.
Äåéñòâóÿ σ íà ðàçëîæåíèå (2.1), ïîëó÷àåì PB = σ(P1)

e1 . . . σ(Pg)
eg . Ïîñêîëüêó àâòî-

ìîðôèçì ñîõðàíÿåò âñå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà êîëåö, σ(Pi) � ïðîñòîé èäåàë â B
äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , g. Òàêæå e(σ(Pi)/P ) = e(Pi/P ) è f(σ(Pi)/P ) = f(Pi/P ). Îñòà-
¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Gal(L/K) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíîæåñòâå èäåàëîâ
P1, . . . , Pg.

Ïóñòü Q1 è Q2 � ïðîñòûå èäåàëû B, äåëÿùèå PB è σ(Q1) ̸= Q2 íè äëÿ êàêî-
ãî σ ∈ Gal(L/K). Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ íàéä¼ì x ∈ Q2 è x ̸∈ σ(Q1),
σ ∈ Gal(L/K). Ïî ïðåäëîæåíèþ 5 ãë. I NL/K(x) ∈ A, ïîñêîëüêó A öåëîçàìêíóòà. Ïðè
ýòîì ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ãë. I NL/K(x) =

∏
σ∈Gal(L/K)

σ(x) ∈ Q2. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6, ïî-

ëó÷àåì NL/K(x) ∈ A∩Q2 = P . Îïÿòü æå ïî ëåììå 6 âûïîëíåíî NL/K(x) ∈ Q1. Â ñèëó
ïðîñòîòû èäåàëà Q1 íàéä¼òñÿ σ ∈ Gal(L/K) òàêîé, ÷òî σ(x) ∈ Q1, ïðîòèâîðå÷èå. □

Óñòàíîâèì â òåðìèíàõ äèñêðèìèíàíòà êðèòåðèé ðàçâåòâëÿåìîñòè ïðîñòîãî èäå-
àëà â ðàñøèðåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, p � ïðîñòîå ÷èñëî.
Èäåàë P = (p) ðàçâåòâëÿåòñÿ â K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p | disc(OK/Z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü pOK = P e1
1 . . . P

eg
g , ãäå P1, . . . , Pg � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

ïðîñòûå èäåàëû â OK . Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ OK/pOK
∼= OK/P

e1
1 ⊕

. . . ⊕ OK/P
eg
g . Èäåàë P íå ðàçâåòâëÿåòñÿ â K, åñëè e1 = . . . = eg = 1, òî åñòü

åñëè è òîëüêî åñëè OK/pOK � ñóììà ïîëåé. Âûáåðåì áàçèñ x1, . . . , xm êîëüöà OK

íàä Z. Òàê êàê OK � ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü, ïîýòîìó x̄1, . . . , x̄m åñòü áàçèñ ñâîáîäíîãî
Z/P -ìîäóëÿ OK/POK , äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî âûâîäó â òåîðåìå 5. Áîëåå òîãî,
D(x̄1, . . . , x̄m) ≡ D(x1, . . . , xm) (mod P ). Óñëîâèå p | disc(OK/Z) ýêâèâàëåíòíî òîìó,
÷òî

disc(OK/Z) (mod P ) = disc((OK/pOK)/(Z/P )) = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî OK/POK åñòü ñóììà ïîëåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
disc((OK/pOK)/Zp) ̸= 0.

Ïóñòü OK/pOK = F1⊕ . . .⊕Fg � ñóììà ïîëåé, òî åñòü Fi � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå
Zp è ïîýòîìó ñåïàðàáåëüíî. Èìååì

disc((OK/pOK)/Zp) =

g∏
i=1

disc(Fi/Zp) ̸= 0.
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Ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà TB/A(xixj) äëÿ áàçèñà
OK/pOK íàä Zp, ñîñòàâëåííîãî èç áàçèñîâ F1, . . . , Fg, ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé.
Íåðàâåíñòâî disc(Fi/Zp) ̸= 0 âûïîëíÿåòñÿ ïî òåîðåìå 3 ãë. I.

Îáðàòíî, ïóñòü OK/pOK
∼= OK/P

e1
1 ⊕ . . . ⊕ OK/P

eg
g íå åñòü ñóììà ïîëåé. Òîãäà

â OK/pOK åñòü íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò x ̸= 0. Äîïîëíèì x1 = x äî áàçèñà x1, . . . , xt
êîëüöà OK/pOK íàä Zp. Ïîñêîëüêó x1xi íèëüïîòåíòåí äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , t, èìååì
T(OK/pOK)/Zp(x1xi) = 0 è ïîýòîìó disc((OK/pOK)/Zp) = 0. □

Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 6 äîêàçûâàåòñÿ è óòâåðæäåíèå â îáùåì ñëó÷àå.
Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî, L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñ-

øèðåíèå K = Q(A), B = ĀL. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ïðîñòîãî
èäåàëà P â A ïîëå A/P ñîâåðøåííî2. Ïóñòü B åñòü ñâîáîäíûé A-ìîäóëü. Òîãäà ïðî-
ñòîé èäåàë P â A ðàçâåòâëÿåòñÿ â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P ⊇ disc(B/A).
Â ÷àñòíîñòè, ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ èäåàëîâ A ðàçâåòâëÿåòñÿ â L.

Òåîðåìà 6 (Äåäåêèíäà � Êóììåðà). Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî, K =
Q(A), L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå K ñòåïåíè m, B = ĀL. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî B = A[α]. Ïóñòü P � ïðîñòîé èäåàë â A, à óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû
g1(t), . . . , gn(t) ∈ A[t] òàêîâû, ÷òî mα

K(t) = g1(t)
e1 . . . gn(t)

en � ðàçëîæåíèå íà íåïðè-
âîäèìûå ìíîãî÷ëåíû â (A/P )[t]. Òîãäà èìååì ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå èäåàëû

PB =
n∏

i=1

(P, gi(α))
ei , fi = deg gi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ãîìîìîðôèçì φ : A[t] → B ïî ïðàâèëó φ(t) = α. Ïî
òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ èìååì A[t]/(mα

K(t))
∼= B. Òàêæå âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ

öåïî÷êà èçîìîðôèçìîâ:

A[α]/(P, gi(α)) ∼= A[t]/(mα
K(t), P, gi(t))

∼= (A/P )[t]/(mα
K(t), gi(t))

∼= (A/P )[t]/(gi(t)).

Ïîñêîëüêó gi(t) � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä (A/P )[t], çàêëþ÷àåì, ÷òî ôàêòîð-
êîëüöî (A/P )[t]/(gi(t)) åñòü ïîëå. Òàêèì îáðàçîì, èäåàë Qi = (P, gi(α)) ÿâëÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòûì èäåàëîì â êîëüöå B. Ïðè ýòîì P ⊂ Qi

è fi = f(Qi/P ) = dimA/P (B/Qi) = deg gi.

Èäåàë I =
n∏

i=1

(P, gi(α))
ei ëåæèò â PB, òàê êàê

n∏
i=1

gi(α)
ei ≡PB mα

K(α) ≡PB 0.

Ìíîãî÷ëåíû gi(t) � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû êîëüöà

(A/P )[t]/(mα
K(t))

∼= A[t]/(P,mα
K(t))

∼= A[α]/PA[α],

òî åñòü gi(α) ïîïàðíî ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ PA[α]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Qi = Qj, òîãäà
gi(α) = p+ bgj(α) äëÿ íåêîòîðûõ p ∈ PB è b = b0 + b1α + . . .+ bm−1α

m−1 ∈ A[α]. Èç
gi(t) = (b0 + b1t + . . . + bm−1t

m−1)gj(t), óíèòàðíîñòè è íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ
gi(t), gj(t) çàêëþ÷àåì, ÷òî b = b0 ≡P 1, ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî gi(α) ̸≡PA[α] gj(α).
Íåðàâåíñòâî ei ≥ e′i := e(Qi/P ) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ Q

e1
1 . . . Qen

n ⊆ PB. Ïî òåîðåìå 5

äëÿ ðàçëîæåíèÿ PB = Q
e′1
1 . . . Q

e′n
n âûïîëíåíî

n∑
i=1

e′ifi = m = deg(mα
K(t)) =

∑
i=1

eifi.

Çíà÷èò, ei = e(Qi/P ) äëÿ âñåõ i è PB = Qe1
1 . . . Qen

n . □

2Ïîëå F íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè êàæäîå êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå F ñåïàðàáåëüíî.
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2.5 Íîðìà èäåàëà

Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî, L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå K =
Q(A), B = ĀL. Íàøà öåëü: îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì N : Id(B) → Id(A) òàê, ÷òîáû
äèàãðàììà

L∗ Id(B)

K∗ Id(A)

l→(l)

NL/K N

k→(k)

(2.3)

áûëà êîììóòàòèâíîé. Ïîñêîëüêó ìû õîòèì çàäàòü ãîìîìîðôèçì, ïî òåîðåìå 3 äî-
ñòàòî÷íî îïðåäåëèòü N íà ïðîñòûõ èäåàëàõ B.

Ïóñòü P � ïðîñòîé èäåàë A, PB = P e1
1 . . . P

eg
g � ðàçëîæåíèå P íà ïðîñòûå èäåàëû

â B. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà P � ãëàâíûé èäåàë, òî åñòü P = (π). Òîãäà,
ñ îäíîé ñòîðîíû, èìååì

N(PB) = N(πB) = NL/K(π)A = (πm) = Pm, m = [L : K].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, N(PB) = N(P1)
e1 . . . N(Pg)

eg . Ïî òåîðåìå 5 âûïîëíåíî
g∑

i=1

eifi=m,

ïîýòîìó ëîãè÷íî âçÿòü N(Pi) = P fi . Íàêîíåö, äàäèì îïðåäåëåíèå íîðìû èäåàëà.
Îïðåäåëåíèå 7. Íîðìîé (äðîáíîãî) èäåàëà B íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ãîìîìîð-

ôèçìà N : Id(B) → Id(A), çàäàííîãî íà íåíóëåâîì ïðîñòîì èäåàëå Q â B êàê
N(Q) = P f(Q/P ), ãäå P = Q ∩ A.

Äëÿ áàøíè ðàñøèðåíèé K ⊆ L ⊆ M âûïîëíÿåòñÿ NL/K(NM/L(I)) = NM/K(I),
ãäå I ∈ Id(C), C = ĀM , ïîñêîëüêó äëÿ ïðîñòîãî èäåàëà S â C, ëåæàùåãî íàä ïðîñòûì
èäåàëîì Q â B è íàä ïðîñòûì èäåàëîì P â A, èìååì ðàâåíñòâî f(S/Q)f(Q/P ) =
f(S/P ) â ñèëó [C/S : B/Q] · [B/Q : A/P ] = [C/S : A/P ].

Âûâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà íîðìû èäåàëà.
Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü A � äåäåêèíäîâî êîëüöî, L � êîíå÷íîå ñåïàðàáåëüíîå

ðàñøèðåíèå K = Q(A), B = ĀL. Òîãäà
à) N(IB) = Im, ãäå m = [L : K], äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî èäåàëà I â A,
á) â ðàñøèðåíèè Ãàëóà L/K äëÿ íåíóëåâîãî ïðîñòîãî èäåàëà Q â B è äëÿ ðàçëî-

æåíèÿ PB = (P1 . . . Pg)
e, ãäå P = Q ∩ A, âûïîëíÿåòñÿ

N(Q)B = (P1 . . . Pg)
ef =

∏
σ∈Gal(L/K)

σ(Q),

â) NL/K(β)A = N(βB) äëÿ ëþáîãî β ∈ L∗, òî åñòü äèàãðàììà 2.3 êîììóòàòèâíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ïðîñòûõ èäåàëîâ.

Ïóñòü (0 ̸=)P � ïðîñòîé èäåàë â A, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ è òåîðåìå 5

N(PB) = N(P e1
1 . . . P eg

g ) = P

g∑
i=1

eifi
= Pm.

á) Ïî îïðåäåëåíèþ N(Q)B = P fB = (PB)f = (P1 . . . Pg)
ef . Ïðè äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 5 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ãðóïïà Gal(L/K) äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà ìíî-
æåñòâå ïðîñòûõ èäåàëîâ {P1, . . . , Pg}, ðàñøèðÿþùèõ P , è êàæäûé Pi âñòðåòèòñÿ
m/g = ef ðàç.
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â) Äîêàæåì ôîðìóëó äëÿ ñëó÷àÿ β ∈ B. Ñïåðâà èçó÷èì ñëó÷àé, êîãäà L/K �
ðàñøèðåíèå Ãàëóà. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå φ : Id(A) → Id(B), çàäàííîå ïî ïðàâèëó
φ(I) = IB, èíúåêòèâíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî NL/K(β)B = N(βB)B. Ïî
ïóíêòó á), ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè íîðìû èäåàëà è ïðåäëîæåíèþ 4 ãë. I âûïîëíåíî

N(βB)B =
∏

σ∈Gal(L/K)

σ(βB) =

( ∏
σ∈Gal(L/K)

σ(β)

)
B = NL/K(β)B.

Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì E � êîíå÷íîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, ñî-
äåðæàùåå L, òàêæå çàäàäèì d = [E : L] è C = B̄E. Ïî à), òðàíçèòèâíîñòè íîðìû
ýëåìåíòà, òðàíçèòèâíîñòè íîðìû èäåàëà è ïî óæå äîêàçàííîìó ñëó÷àþ ðàñøèðåíèÿ
Ãàëóà âû÷èñëÿåì

NL/K(βB)d = NE/K(βC) = NE/K(β)A = NL/K(β)
dA.

Ãðóïïà Id(A) íå ñîäåðæèò êðó÷åíèÿ, ïîýòîìó NL/K(βB) = NL/K(β)A.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî β ∈ L∗ çàïèøåì β = c/d, ãäå c, d ∈ B. Òîãäà âåðíû ðàâåíñòâà

N((c/d)B) = N(cB) ·N((1/d)B) = NL/K(c)A ·NL/K(1/d)A = NL/K(c/d)A.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, I � íåíóëåâîé èäåàë
OK . Òîãäà N(I) = |OK/I| íàçûâàåòñÿ ñ÷èòàþùåé íîðìîé èäåàëà I.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð, êîãäà K = Q, òîãäà I = (a) äëÿ íåêîòîðîãî
(0 ̸=)a ∈ Z. Òåì ñàìûì N(I) = |Z/(a)| = |a| <∞.

Ëåììà 7. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, I � íåíóëåâîé èäåàë OK .
Òîãäà N(I) <∞ è N(I) = (N(I)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I = P e1
1 . . . P

eg
g � ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå èäåàëû â OK ,

à pi � òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî, ÷òî Pi∩Z = (pi). Òîãäà N(Pi) = (pi)
fi , ãäå fi = fi(Pi/(pi)).

Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ (òåîðåìà 2) N(I) =
g∏

i=1

|Ok/P
ei
i |. Â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû 5 óñòàíîâèëè, ÷òî dimZpi
(Ok/P

ei
i ) = eifi, òî åñòü |Ok/P

ei
i | = peifii . Çíà÷èò,

(N(I)) =
g∏

i=1

(peifii ) = N(I) ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû èäåàëà. □

Çàìå÷àíèå. Ïîÿñíèì, ïî÷åìó äëÿ ëþáîãîM ∈ N íàéä¼òñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
èäåàëîâ â OK òàêèõ, ÷òî N(I) < M . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü I = P e1

1 . . . P
eg
g , òîãäà

N(I) =
g∏

i=1

peifii , ãäå Pi ∩ Z = (pi), pi > 0, fi = fi(Pi/(pi)). Òîãäà åñòü ëèøü êîíå÷íîå

÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë pi (à çíà÷èò, è èäåàëîâ Pi) è ñòåïåíåé ei, íå íàðóøàþùèõ
íåðàâåíñòâî N(I) < M .



Ãëàâà 3

Êîíå÷íîñòü ãðóïïû êëàññîâ

Â äàííîé ãëàâå ìû óñòàíîâèì, ÷òî hK < ∞. Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò èç
ãåîìåòðèè (òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî) è ïîäñ÷¼ò îäíîãî îáú¼ìà, ìû ïîêàæåì, ÷òî êàæ-
äûé êëàññ â Cl(OK) ñîäåðæèò öåëûé èäåàë, íîðìà êîòîðîãî îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé. Ïî çàìå÷àíèþ èç ãë. II ìû è âûâåäåì, ÷òî hK êîíå÷íî.

3.1 Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî

Îïðåäåëåíèå 1. ÏîäãðóïïàH â Rn íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé, åñëèH=Ze1+ . . .+Zek
äëÿ íåêîòîðîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî íàáîðà e1, . . . , ek â Rn. Íàáîð e1, . . . , ek íàçîâ¼ì
áàçèñîì ðåø¼òêè. Ðåø¼òêà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè k = n.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü H � ïîëíàÿ ðåø¼òêà â Rn, ìíîæåñòâî

T =

{
x ∈ Rn | x =

n∑
i=1

αiei, 0 ≤ αi < 1

}

íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì â H.
ßñíî, ÷òî T çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà H, íî åãî îáú¼ì vol(T ) íå çàâèñèò, ïîñêîëü-

êó ìàòðèöà ïåðåõîäà C îò îäíîãî áàçèñà ðåø¼òêè ê äðóãîìó óíèìîäóëÿðíà, òî åñòü
detC = ±1. Áóäåì îáîçíà÷àòü vol(H) = vol(T ).

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåäû, ïîëó÷åííûå ñäâèãàìè êàêîãî-òî ôèêñèðîâàííîãî
ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðû èç ðåø¼òêè, ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò
ïðîñòðàíñòâî Rn áåç ïåðåñå÷åíèé: Rn =

⋃̇
h∈H

(h+ T ).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîäãðóïïà H â Rn íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Y â Rn âûïîëíåíî |H ∩ Y | <∞.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïîäãðóïïà H â Rn ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà H � ðåø¼òêà â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ðåø¼òêà â Rn ðàíãà k. Åñëè k < n, òî äîïîëíèì
êàêîé-òî ôèêñèðîâàííûé áàçèñ v1, . . . , vk ðåø¼òêè äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rn è çàìå-

íèì H íà ðåø¼òêó Zv1+ . . .+Zvn â Rn. Îïðåäåëèì ñôåðó U(m) =

{
α1v1+ . . .+αnvn |

n∑
i=1

α2
i ≤ m2

}
. Ñäâèãè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïîëíîé ðåø¼òêè ïîêðû-

25
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âàåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà Y â Rn

äëÿ ïîäõîäÿùåãîm âûïîëíåíî Y ⊆ U(m). Íàêîíåö, åñëè
n∑

i=1

αivi ∈ H∩U(m) è αi ∈ Z,

òî |αi| ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèõ íàáîðîâ (αi) åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî.
ÏóñòüH � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà Rn. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó U = L(H).

Âûáåðåì áàçèñ v1, . . . , vk ïîäïðîñòðàíñòâà U , ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ èç H. Ââåä¼ì
H ′ = Zv1 + . . .+ Zvk ⊆ H � ðåø¼òêó â U .

Ïîêàæåì, ÷òî |H/H ′| < ∞. Ïóñòü λi, i ∈ I, � ïðåäñòàâèòåëè êëàññîâ â H/H ′.

Ïðèìåíèì ðàâåíñòâî U =
⋃̇

λ∈H′
(λ+T ), ãäå T � ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä H ′

îòíîñèòåëüíî áàçèñà v1, . . . , vk. Çíà÷èò, λi = λ′i + si, i ∈ I, äëÿ íåêîòîðûõ λ′i ∈ H ′

è si ∈ T . Ïîñêîëüêó S = {si = λi − λ′i | i ∈ I} � ïîäìíîæåñòâî â H, à T îãðàíè÷å-
íî, â ñèëó äèñêðåòíîñòè ïîäãðóïïû H çàêëþ÷àåì, ÷òî S êîíå÷íî, è ïîýòîìó H/H ′

êîíå÷íà. Ïóñòü q = |H/H ′|, òîãäà qH ⊆ H ′, òî åñòü H ⊆ 1
q
Zv1 + . . .+ 1

q
Zvk. Ïî òåîðå-

ìå î ñòðîåíèè êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ àáåëåâûõ ãðóïï ïîëó÷àåì, ÷òî H � ñâîáîäíàÿ
ãðóïïà ðàíãà k. Ñëåäîâàòåëüíî, H � ðåø¼òêà. □

Ëåììà 1. Ïóñòü H � ïîëíàÿ ðåø¼òêà â Rn, T � å¼ ôóíäàìåíòàëüíûé ïàðàë-
ëåëåïèïåä, à S � òàêîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî â Rn, ÷òî vol(S) > vol(T ). Òîãäà
íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå x, y ∈ S, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ x− y ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî vol(S) =
∑
h∈H

vol(S ∩ (h + T )) âûïîëíåíî â ñèëó

ñ÷¼òíîé àääèòèâíîñòè. Åñëè (S − h1) ∩ (S − h2) ∩ T = ∅ äëÿ ëþáûõ h1 ̸= h2, òîãäà
vol(S) =

∑
h∈H

vol((S − h) ∩ T )) ≤ vol(T ), ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå

h1, h2 ∈ H, x, y ∈ S òàêèå, ÷òî x−h1 = y−h2, òî åñòü x− y = h1 −h2 ∈ H è x ̸= y. □
Ìíîæåñòâî X ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ïðîèçâîëü-

íîãî x ∈ X âûïîëíåíî −x ∈ X.
Òåîðåìà 1 (Ìèíêîâñêîãî, 1897). Ïóñòü H � ïîëíàÿ ðåø¼òêà â Rn, S � îãðà-

íè÷åííîå èçìåðèìîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî â Rn. Åñëè
à) vol(S) > 2nvol(H) èëè
á) vol(S) ≥ 2nvol(H) è S êîìïàêòíî,

òîãäà S ∩ (H \ {0}) ̸= ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. à) Äëÿ ìíîæåñòâà S ′ = S/2 âåðíî, ÷òî vol(S ′) > vol(H).

Òîãäà ïî ëåììå 1 íàéäóòñÿ ðàçëè÷íûå x, y ∈ S ′ òàêèå, ÷òî x − y ∈ H. Ïîñêîëüêó
x− y = 1

2
(2x− 2y) ∈ S, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

á) Ïðèìåíèì à) êî ìíîæåñòâó (1 + 1/m)S, m = 1, 2, . . .. Ìíîæåñòâî (1 + 1/m)S
îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó ïî ïðåäëîæåíèþ 1 îíî ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê
èç H. Ñëåäîâàòåëüíî, Sm = (1+1/m)S∩(H \{0}) � íåïóñòîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæå-

ñòâî â Rn. Òàê êàê Sm+1 ⊆ Sm, çàêëþ÷àåì, ÷òî
∞⋂

m=1

Sm ̸= ∅. Îòñþäà ëþáîé x ∈
∞⋂

m=1

Sm

ëåæèò â S ∩ (H \ {0}), ïîñêîëüêó
∞⋂

m=1

(1 + 1/m)S = S â ñèëó êîìïàêòíîñòè S. □

Ïðèìåð. Ïóñòü H = Ze1 + Ze2 � ðåø¼òêà â R2, ãäå e1 = (1, 0) è e2 = (0, 1).
Çàäàäèì S = {α1e1 + α2e2 | −1 < α1, α2 < 1}. Ñ îäíîé ñòîðîíû, vol(S) = 4 =
22vol(H). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, S∩H = {0}. Çíà÷èò, óñëîâèå êîìïàêòíîñòè â òåîðåìå 1á)
ñóùåñòâåííî.
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3.2 Ïîäñ÷¼ò îáú¼ìà

Îòîæäåñòâèì ïðîñòðàíñòâî Rn ñ Rr × Cs, ãäå n = r + 2s. Îïðåäåëèì

Bt =

{
(y1, . . . , yr, z1, . . . , zs) ∈ Rr × Cs |

r∑
i=1

|yi|+ 2
s∑

j=1

|zj| ≤ t

}
, t ≥ 0.

Òåîðåìà 2. vol(Bt) = 2r(π/2)stn/n!.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì V (r, s, t) = vol(Bt). Äîêàæåì ôîðìóëó èíäóêöèåé

ïî r + s. Áàçà èíäóêöèè ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

V (1, 0, t) = vol{y1 ∈ R | |y1| ≤ t} = 2t,

V (0, 1, t) = vol{z1 ∈ C | 2|z1| ≤ t} = π(t/2)2,

âòîðîå ðàâåíñòâî åñòü íè÷òî èíîå êàê ïîäñ÷¼ò ïëîùàäè êðóãà ðàäèóñà t/2.
Äîêàæåì èíäóêöèîííûé øàã. Äëÿ ïîäñ÷¼òà V (r+1, s, t) äîáàâèì ïåðåìåííóþ y0:

(y0, y1, . . . , yr, z1, . . . , zs) ∈ Bt, òîãäà âûðàæàåì

V (r + 1, s, t) =

t∫
−t

V (r, s, t− |y0|) dy0 = 2r(π/2)s2/n!

t∫
0

(t− y0)
n dy0

= 2r+1(π/2)s1/n!

(
−(t− y0)

n+1

n+ 1

) ∣∣t
0
= 2r+1(π/2)stn+1/(n+ 1)!.

Äëÿ ïîäñ÷¼òà V (r, s + 1, t) äîáàâèì ïåðåìåííóþ z0: (y1, . . . , yr, z0, z1, . . . , zs) ∈ Bt.
Ïóñòü z0 = x0 + iy0, ãäå x0, y0 ∈ R. Ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì z0 = ρeiθ

ïîëó÷àåì dx0dy0 = ρ dρdθ. Ïîýòîìó

V (r, s+ 1, t) =

∫
|z0|≤t/2

V (r, s, t− 2|z0|) dz0

= 2r(π/2)s1/n!

t/2∫
0

2π∫
0

(t− 2ρ)nρ dρdθ = 2r(π/2)s+1tn+2/(n+ 2)!,

ïîñêîëüêó ïðè çàìåíå x = 2ρ è ïî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âûâîäèì

4

t/2∫
0

(t− 2ρ)nρ dρ =

t∫
0

(t− x)nx dx =

(
−(t− x)n+1

n+ 1
x

) ∣∣∣∣t
0

−
t∫

0

−(t− x)n+1

n+ 1
dx

=
tn+2

(n+ 1)(n+ 2)
.
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3.3 Êîíå÷íîñòü ãðóïïû êëàññîâ

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n íàä Q. Ïóñòü σ1, . . . , σn �
âëîæåíèÿ ïîëÿK â C, îñòàâëÿþùèå Q íåïîäâèæíûì. Âûáåðåì òàêóþ íóìåðàöèþ σj,
÷òî σ1, . . . , σr è òîëüêî îíè îòîáðàæàþò K â R. Ïðè ýòîì σr+1, . . . , σn ðàçáèâàþòñÿ íà
ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ, òàê êàê äëÿ ëþáîãî Q-âëîæåíèÿ ψ : K → C òàêîãî,
÷òî ψ(K) ̸⊂ R, îòîáðàæåíèå ψ, çàäàííîå ïî ïðàâèëó ψ(x) = ψ(x), òàêæå ÿâëÿåòñÿ
Q-âëîæåíèåì K â C. Ñëåäîâàòåëüíî, n = r + 2s è σr+1, σr+1, . . . , σs, σs èñ÷åðïûâàþò
Q-âëîæåíèÿ K â C, îáðàç êîòîðûõ íå ñîäåðæèòñÿ â R.

Îïðåäåëèì âëîæåíèå σ ïîëÿ K â Rr × Cs ∼= Rn òàê:

σ(x) = (σ1(x), . . . , σr(x),Reσr+1(x), Imσr+1(x), . . . ,Reσr+s(x), Imσr+s(x))
T .

Ëåììà 2. Ïóñòü x1, . . . , xn � áàçèñ K íàä Q, H = Zx1 + . . .+Zxn. Òîãäà σ(H) �
ïîëíàÿ ðåø¼òêà â Rn è vol(σ(H)) = 2−s| det((σi(xj))ni,j=1)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (σ(x1) . . . σ(xn)) è B = (B1 . . . Bn), ãäå Bi =
(σ1(xi), . . . , σr(xi), σr+1(xi), σr+1(xi), . . . , σr+s(xi), σr+s(xi))

T . Îáîçíà÷èì σr+1(xj) =
aj + ibj äëÿ aj, bj ∈ R. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèì ñòðîêè Br+1

è Br+2 ê âèäó(
a1 + ib1 . . . an + ibn
a1 − ib1 . . . an − ibn

)
⇝

(
a1 + ib1 . . . an + ibn
2a1 . . . 2an

)
⇝

(
ib1 . . . ibn
2a1 . . . 2an

)
.

Òàêèì æå îáðàçîì ïîñòóïàåì ñî âñåìè ïàðàìè ñòðîê Br+2k+1 è Br+2k+2, ãäå k =
1, . . . , s− 1. Îòñþäà detB = (−2i)s detA, è σ(x1), . . . , σ(xn) îáðàçóþò áàçèñ ðåø¼òêè
σ(H). Çíà÷èò,

vol(σ(H)) = | detA| = 2−s| detB| = 2−s| det((σi(xj)))|.

Ñëåäñòâèå 1 (òåîðåìà Áðèëëÿ, 1877). Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå.
Òîãäà sign(disc(K/Q)) = (−1)s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â òåðìèíàõ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2 è ïî ëåììå 8 ãë. I èìååì
sign(disc(K/Q)) = sign(det2B) = sign((−2i)2s) = (−1)s. □

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, (0 ̸=)I ◁ OK . Òîãäà
σ(I) � ïîëíàÿ ðåø¼òêà â Rn è vol(σ(I)) = 2−sN(I)

√
|disc(OK/Z)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå î ñòðîåíèè êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ ìîäóëåé íàä îá-
ëàñòüþ ãëàâíûõ èäåàëîâ íàéä¼ì a1, . . . , an ∈ Z è x1, . . . , xn ∈ OK òàêèå, ÷òî x1, . . . , xn
� áàçèñ OK íàä Z è a1x1, . . . , anxn � áàçèñ I íàä Z. Òîãäà N(I) = |a1 . . . an| ïî îïðå-
äåëåíèþ 8 ãë. II. Ýòî âëå÷¼ò

vol(σ(I))=2−s| det((σi(ajxj)))|=2−s|a1 . . . an| · | det((σi(xj)))|=2−sN(I)
√
|disc(OK/Z)|,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. □
Ëåììà 3. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, (0 ̸=)I ◁ OK . Òîãäà íàé-

ä¼òñÿ (0 ̸=)x ∈ I òàêîé, ÷òî |NK/Q(x)| ≤ n!/nn(4/π)sN(I)
√
|disc(OK/Z)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî Bt, îïðåäåë¼ííîå â §2, êîìïàêòíî, âûïóêëî
è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî. Âûáåðåì t òàê, ÷òîáû

tn = 2n−rπ−sn!N(I)
√

|disc(OK/Z)|. (3.1)
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Òîãäà ïî òåîðåìå 2 è ïî ñëåäñòâèþ 2 âûïîëíåíî vol(Bt) = 2nvol(σ(I)). Ïî òåîðåìå 1á)
èìååì Bt ∩ (σ(I) \ {0}) ̸= ∅, òî åñòü íàéä¼òñÿ (0 ̸=)x ∈ I òàêîé, ÷òî σ(x) ∈ Bt.
Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 4 ãë. I, ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ îöåíèâàåì

|NK/Q(x)| = |σ1(x)| . . . |σr(x)| · |σr+1(x)|2 . . . |σr+s(x)|2

≤ (|σ1(x)|+ . . .+ |σr(x)|+ 2|σr+1(x)|+ . . .+ 2|σr+s(x)|)n/nn ≤ tn/nn,

òàê êàê σ(x) ∈ Bt. Âìåñòå ñ (3.1) ïîëó÷åííàÿ îöåíêà çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. □
Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå. Òîãäà êàæäûé êëàññ

â Cl(K) ñîäåðæèò öåëûé èäåàë I òàêîé, ÷òî

N(I) ≤ n!/nn(4/π)s
√
|disc(OK/Z)|. (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J ′ � äðîáíûé èäåàë èç äàííîãî êëàññà â Cl(K). Íå
òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî J = (J ′)−1 � öåëûé èäåàë, èíà÷å óìíîæàåì íà
ïîäõîäÿùèé ãëàâíûé èäåàë OK . Âûáåðåì (0 ̸=)x ∈ J , óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó
èç ëåììû 3. Çàìåòèì, ÷òî I = xJ ′ � öåëûé èäåàë OK , ïðè ýòîì (x) = I ·J . Ïî ëåììå 7
è ïðåäëîæåíèþ 7 ãë. II èìååì

N(I · J) = N(I)N(J) = |NK/Q(x)| ≤ n!/nn(4/π)sN(J)
√
|disc(OK/Z)|,

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (3.2). □
Òåîðåìà 3. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå. Òîãäà Cl(K) êîíå÷íà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 3 êàæäûé êëàññ â Cl(K) ñîäåðæèò òàêîé öåëûé

èäåàë I, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.2). Ïî çàìå÷àíèþ èç §5 ãë. II ñóùåñòâóåò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî èäåàëîâ, ÷üÿ ñ÷èòàþùàÿ íîðìà îãðàíè÷åíà äàííîé êîíñòàíòîé. □

Ïðåäëîæåíèå 2. ÏóñòüK � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n ≥ 2 è dK =

disc(OK/Z). Òîãäà |dK | ≥ n2n

(n!)2

(
π
4

)2s ≥ π
3

(
3π
4

)n−1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå (3.2) èìååì 1 ≤ N(I) ≤ n!/nn(4/π)sN(I)
√
|dK |,

òî åñòü |dK | ≥ n2n

(n!)2

(
π
4

)2s
. Òàê êàê 2s ≤ n è π/4 < 1, îöåíèâàåì |dK | ≥ n2n

(n!)2

(
π
4

)n
:= an.

Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë {an}n≥2 èìååì a2 = π2/4 è

an+1

an
=
π

4
· (n+ 1)2(n+ 1)2n(n!)2

((n+ 1)!)2n2n
=
π

4

(
1 +

1

n

)2n

>
3π

4
,

ïîñêîëüêó (1 + 1/n)2n = 1 + 2 + . . . > 3. Îòñþäà |dK | ≥ π
3

(
3π
4

)n−1
, òàê êàê an ≥(

3π
4

)n−2
a2 =

(
3π
4

)n−2 · 3π
4
· π
3
= π

3

(
3π
4

)n−1
. □

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå ñòåïåíè n ≥ 2. Òîãäà
disc(OK/Z) ̸= ±1. Â ÷àñòíîñòè, íàéä¼òñÿ ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî (p) ðàçâåòâëÿ-
åòñÿ â OK .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 èìååì |disc(OK/Z)| ≥ π
3

(
3π
4

)n−1
> 1. Îñòà-

¼òñÿ ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 6 ãë. II. □
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Òåîðåìà 4 (Ýðìèò, 1857). Äëÿ ëþáîãî d ∈ Z ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëåé K òàêèõ, ÷òî disc(OK/Z) = d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì dK = disc(OK/Z). Ëîãàðèôìèðóÿ ïðàâóþ îöåíêó
èç ïðåäëîæåíèÿ 2, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî n ≤ C ln |dK | äëÿ ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòû
C > 0. Ïîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëåé K ñ ôèêñèðîâàííûìè
çíà÷åíèÿìè dK , r è s. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî B ïðè r > 0 êàê

B = {(y1, . . . , yr, z1, . . . , zs) ∈ Rr × Cs |
|y1| ≤ 2n(2/π)s

√
|dK |, |y2|, . . . , |yr|, |z1|, . . . , |zs| ≤ 1/2},

à ïðè r = 0 êàê

B = {(z1, . . . , zs) ∈ Cs | |z1 − z̄1| ≤ 2n(2/π)s−1
√
|dK |, |z1 + z̄1|, |z2|, . . . , |zs| ≤ 1/2}.

Òîãäà B � âûïóêëîå êîìïàêòíîå è öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Rn,
è vol(B) = 2n−s

√
|dK | = 2nvol(σ(OK)) ïî ñëåäñòâèþ 2. Ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî

íàéä¼òñÿ (0 ̸=)x ∈ OK òàêîé, ÷òî σ(x) ∈ B. Äîêàæåì, ÷òî K = Q[x].
Ïðè r > 0 âûïîëíåíî |σi(x)| ≤ 1/2, i = 2, . . . , n. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ãë. I âåðíî,

÷òî |NK/Q(x)| =
n∏

i=1

|σi(x)| ≥ 1, ïîñêîëüêó NK/Q(x) ∈ Z ïî ïðåäëîæåíèþ 5 ãë. I.

Îòñþäà |σ1(x)| ≥ 1 è ïîýòîìó σ1(x) ̸= σi(x) äëÿ ëþáîãî i ̸= 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
K ̸= Q[x], òîãäà îòîáðàæåíèå σ1|Q[x] : Q[x] → C èìååò [K : Q[x]] − 1 ïðîäîëæåíèé
îòëè÷íûõ îò σ1. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî σ1(x) ̸= σi(x) äëÿ i = 2, . . . , n.

Ïðè r = 0 àíàëîãè÷íî âûïèñûâàåì |σ1(x)| = |σ1(x)| ≥ 1 è ïîýòîìó σ1(x) ̸= σi(x)
äëÿ i = 3, . . . , n. Ðàâåíñòâî σ1(x) = σ1(x) íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó |Re (σ1(x))| ≤
1/4 ïî çàäàíèþ ìíîæåñòâà B. Êàê è âûøå, çàêëþ÷àåì, ÷òî K = Q[x].

Â èòîãå îòìå÷àåì, ÷òî |σi(x)| îãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
mx

Q(t) ∈ Z[t] ñòåïåíè n èìååò îãðàíè÷åííûå êîýôôèöèåíòû. Çíà÷èò, òàêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ åñòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî, ÷òî âëå÷¼ò êîíå÷íîñòü ÷èñëà èõ êîðíåé. □



Ãëàâà 4

Òåîðåìà Äèðèõëå î åäèíèöàõ

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ñòðîåíèå ãðóïïû åäèíèö (îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ) ïðî-
èçâîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ K. Êàê è â òðåòüåé ãëàâå, ìû áóäåì
àêòèâíî ïðèìåíÿòü òåîðèþ Ìèíêîâñêîãî.

4.1 Ãðóïïà åäèíèö

Îïðåäåëåíèå 1. Ãðóïïîé åäèíèö àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿK íàçûâàåòñÿ
O∗

K � ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ â êîëüöå OK .
Ëåììà 1. Ýëåìåíò x ∈ OK îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà NK/Q(x) = ±1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x · x−1 = 1, òîãäà

1 = NK/Q(x · x−1) = NK/Q(x)NK/Q(x
−1).

Ïî ïðåäëîæåíèþ 5 ãë. I. NK/Q(x) ∈ Z, ñëåäîâàòåëüíî, NK/Q(x) = ±1.
Ïóñòü NK/Q(x) = ±1, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ýëåìåíòà charxK/Q(t) = tn +

. . .+ (−1)nNK/Q(x), òî åñòü x(x
n−1 + . . .) = ±1. Çíà÷èò, x ∈ O∗

K . □
Ïóñòü, êàê è â ãë. III, n = [K : Q], σ1, . . . , σn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå Q-âëîæåíèÿ K

â C, ñðåäè êîòîðûõ â òî÷íîñòè σ1, . . . , σr îòîáðàæàþò K â R, à σr+s+1 = σr+1, . . . ,
σr+2s = σr+s, ãäå n = r + 2s. Çàäàäèì ëîãàðèôìè÷åñêîå âëîæåíèå l : O∗

K → Rr+s

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l(x) = (ln |σ1(x)|, . . . , ln |σr(x)|, ln |σr+1(x)|, . . . , ln |σr+s(x)|),

ýòî ãîìîìîðôèçì ãðóïï.
Ëåììà 2. Ïóñòü Y � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â Rn. Òîãäà ìíîæåñòâî Y ′ =

{x ∈ O∗
K | l(x) ∈ Y } êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Y îãðàíè÷åíî, âûïîëíåíî |σi(x)| ≤ A äëÿ âñåõ i =
1, . . . , r+s, x ∈ Y ′ è ïîäõîäÿùåé êîíñòàíòûA. Îòñþäà ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå
ìíîãî÷ëåíû îò σi(x) ïî ìîäóëþ òàêæå îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé êîíñòàíòîé A′. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 5 ãë. I ýòè ìíîãî÷ëåíû � öåëûå ÷èñëà. Îòñþäà åñòü ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ charxK/Q(t) ýëåìåíòîâ x ∈ Y ′. Çíà÷èò, è êîðíåé ìèíèìàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ mx

K/Q(t), x ∈ Y ′, òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî. □

31
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü µK = ker l. Òîãäà µK � êîíå÷íàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà,
ñîñòîÿùàÿ â òî÷íîñòè èç âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû, ëåæàùèõ â K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì Y = {0} â ëåììå 2, òîãäà ãðóïïà µk êîíå÷íà. Èç-
âåñòíî, ÷òî êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà K∗ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Ïóñòü εt � êîðåíü ñòå-
ïåíè t èç åäèíèöû, ëåæàùèé â K. Òîãäà |σi(εt)|t = |σi(εt)t| = 1. Îòñþäà |σi(εt)| = 1
è l(εt) = 0. □

Òåîðåìà 1 (Äèðèõëå). Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, òîãäà O∗
K
∼=

Zr+s−1 × µK .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 èìååì, ÷òî l(O∗

K) � äèñêðåòíàÿ ïîäãðóïïà Rr+s.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ãë. III çàêëþ÷àåì, ÷òî l(O∗

K) � ñâîáîäíûé Z-ìîäóëü ðàíãà t ≤
r + s, îòñþäà è ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìàõ O∗

K
∼= Zt × µK . Îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

t = r+s−1. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 4 ãë. I è ëåììó 1, âûïèñûâàåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x ∈ O∗

K ðàâåíñòâî

±1 = NK/Q(x) =

(
r∏

i=1

σi(x)

)
·

(
r+s∏

j=r+1

σj(x)σj(x)

)
.

Áåðÿ ìîäóëè è ëîãàðèôìèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî l(O∗
K) ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè

U =

{
(y1, . . . , yr+s) ∈ Rr+s |

r∑
i=1

yi + 2
r+s∑

j=r+1

yj = 0

}
.

Äîêàæåì, ÷òî t ≥ r+ s−1, èëè ýêâèâàëåíòíî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôîðìà, çàíóëÿþ-
ùàÿñÿ íà l(O∗

K), çàíóëÿåòñÿ è íà U . Äëÿ ýòîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé ôóíêöèè
f : U → R íàéä¼ì åäèíèöó u ∈ O∗

K òàêóþ, ÷òî f(l(u)) ̸= 0.
Îòîæäåñòâèì òî÷êó (y1, . . . , yr+s) ∈ U ñ òî÷êîé (y1, . . . , yr+s−1) ∈ Rr+s−1. Âûðà-

æàåì f(y1, . . . , yr+s−1) = c1y1 + . . . + cr+s−1yr+s−1 äëÿ íåêîòîðûõ ci ∈ R. Äëÿ íàáîðà
(λ1, . . . , λr+s) ∈ Rr+s

>0 îïðåäåëèì

α =
r∏

i=1

λi

r+s∏
j=r+1

λ2j . (4.1)

Âûáåðåì α òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî α ≥ (2/π)s
√
|disc(OK/Z)|. Äëÿ ìíî-

æåñòâà Bλ = {(y1, . . . , yr, z1, . . . , zs) ∈ Rr × Cs | |yi| ≤ λi, |zj| ≤ λj+r} èìååì

vol(Bλ) =

(
r∏

i=1

2λi

)(
r+s∏

j=r+1

πλ2j

)
= 2rπsα ≥ 2n−s

√
|disc(OK/Z)|.

Ïî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî è ëåììå 3 ãë. III íàéä¼òñÿ (0̸=)xλ∈OK òàêîé, ÷òî σ(xλ)∈Bλ.
Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Bλ âûïîëíåíî |σi(xλ)| ≤ λi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , r + s.

Òàêèì îáðàçîì,

1 ≤ |NK/Q(xλ)| =
n∏

i=1

|σi(xλ)| ≤
r∏

i=1

λi

r+s∏
j=r+1

λ2j = α.



Ãëàâà 4. ÒÅÎÐÅÌÀ ÄÈÐÈÕËÅ Î ÅÄÈÍÈÖÀÕ 33

Îòñþäà

|σi(xλ)| =
|NK/Q(xλ)|∏
j ̸=i

|σj(xλ)|
≥ 1∏

j ̸=i

|σj(xλ)|
≥ λi
α
.

Çíà÷èò, λi/α ≤ |σi(xλ)| ≤ λi, ÷òî ýêâèâàëåíòíî 0 ≤ ln(λi)− ln(|σi(xλ)|) ≤ lnα.
Äëÿ âûáðàííîé ðàíåå ôóíêöèè f îöåíèâàåì∣∣∣∣∣f(l(xλ))−

r+s−1∑
i=1

ci lnλi

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
r+s−1∑
i=1

ci(ln(|σi(xλ)|)− lnλi)

∣∣∣∣∣ ≤
(

r+s−1∑
i=1

|ci|

)
lnα. (4.2)

Âûáåðåì β >

(
r+s−1∑
i=1

|ci|
)
lnα, à äëÿ êàæäîãî h ∈ N>0 âîçüì¼ì λi,h ∈ R>0,

i = 1, r + s− 1, ñîâîêóïíî óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó
r+s−1∑
i=1

ci lnλi,h = 2βh. Äî-

ïîëíèòåëüíî çàäàäèì λr+s,h > 0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (4.1). Îáîçíà÷èì λ(h) =
(λ1,h, . . . , λr+s,h) è xh = x(λ(h)). Ïî (4.2) ïîëó÷àåì |f(l(xh)) − 2βh| < β, òî åñòü
(2h− 1)β < f(l(xh)) < (2h+ 1)β. Ñëåäîâàòåëüíî,

β < f(l(x1)) < 3β < f(l(x2)) < 5β < . . . .

Ýòè íåðàâåíñòâà âëåêóò, ÷òî çíà÷åíèÿ f(l(xh)) ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Íàïîìíèì, ÷òî
N((xh)) ≤ α. Ïî çàìå÷àíèþ â êîíöå ãë. II ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî èäåàëîâ,
÷üÿ ñ÷èòàþùàÿ íîðìà íå ïðåâîñõîäèò α. Çíà÷èò, (xh1) = (xh2) äëÿ íåêîòîðûõ h1 ̸= h2.
Ïîýòîìó

(
x−1
h1
xh2

)
= OK è u = x−1

h1
xh2 ∈ O∗

K . Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî f(l(u)) =
f(l(xh2))− f(l(xh1)) ̸= 0. □

Ñîãëàñíî òåîðåìå Äèðèõëå ëþáîé ýëåìåíò u ∈ O∗
K ïðåäñòàâèì â âèäå u =

ξum1
1 , . . . u

mr+s−1

r+s−1 , ãäå ξ ∈ µK , mi ∈ Z.
Îïðåäåëåíèå 3. Íàáîð åäèíèö u1, . . . ur+s−1 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì îñíîâíûõ

åäèíèö àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ K.

4.2 S-åäèíèöû

Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, α ∈ K∗ è (α) = P a1
1 . . . P ak

k � ðàçëîæå-
íèå ãëàâíîãî äðîáíîãî èäåàëà ïî ñòåïåíÿì ïðîñòûõ èäåàëîâ â OK . Áóäåì îáîçíà÷àòü
ai = ordPi

(α).
Çàôèêñèðóåì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî S ïðîñòûõ èäåàëîâ è îïðåäåëèì êîëüöî

OK(S) =
⋂
P ̸∈S

(OK)P = {α ∈ K∗ | ordP (α) ≥ 0 äëÿ P ̸∈ S} ∪ {0}.

Îïðåäåëåíèå 4. Ãðóïïîé S-åäèíèö íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî OK(S)
∗ = {α ∈

OK(S) | ordP (α) = 0, P ̸∈ S}.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, S � êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî ïðîñòûõ èäåàëîâ â OK . Òîãäà ãðóïïà S-åäèíèö ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííîé
ãðóïïîé ðàíãà r + s+ |S| − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = {P1, . . . , Pt}. Çàäàäèì ãîìîìîðôèçì φ : OK(S)
∗ →

Zt ïî ôîðìóëå
φ(u) = (ordP1(u), . . . , ordPt(u)).

Èìååì ker(φ) = O∗
K

∼= Zr+s−1 × µK . Ïîêàæåì, ÷òî Im (φ) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Zt

ðàíãà t. Ïî îïðåäåëåíèþ è òåîðåìå 3 ãë. III âûïîëíåíî P hK
i = (πi), ãäå πi ∈ OK . Ïðè

ýòîì φ(πi) = (0, . . . , 0, hK
i
, . . . , 0). ßñíî, ÷òî ýëåìåíòû φ(π1), . . . , φ(πt) ïîðîæäàþò

â Zt ïîäãðóïïó ðàíãà t. □
Ïðèìåð. Ïóñòü K = Q, à S = {(2), (3), (5)}, òîãäà OK(S)

∗ = {±2k3l5m | k, l,m ∈
Z}, å¼ ðàíã ðàâåí 1 + 0 + 3− 1 = 3.

4.3 Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà ÷èñëà êëàññîâ

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå, u1, . . . ur+s−1 � ìíî-
æåñòâî îñíîâíûõ åäèíèö K. Òîãäà RK = | det((ln |σi(uj)|)r+s−1

i,j=1 )| íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿ-
òîðîì K.

Ðåãóëÿòîð ïîëÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà ìíîæåñòâà îñíîâíûõ åäèíèö.
Ïóñòü R = Q[

√
d], ãäå d ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ. Ïðè d > 1 èìååì RK = | ln(|u|)|,

ãäå u � îñíîâíàÿ åäèíèöà ïîëÿ K. Ïðè d < 0 èìååì RK = 1.
Îïðåäåëåíèå 6. ÏóñòüK � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå. Äåäåêèíäîâîé äçåòà-

ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ðÿä ζK(z) =
∑

I◁OK

1

N(I)z
, Re z > 1.

Ïðè K = Q ïîëó÷àåì äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà ζ(z) =
∑
n≥1

1

nz
, Re z > 1. Ðÿä ζK(z)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â îáëàñòè Re z > 1. Êàê è äëÿ äçåòà-ôóíêöèè
Ðèìàíà, ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ζK(z) ñ åäèíñòâåííûì ïðîñòûì ïî-
ëþñîì â òî÷êå z = 1 íà ïîëóïðîñêîñòü Re z > 1− δK äëÿ íåêîòîðîãî δK > 0.

Ïðèâåä¼ì áåç äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò, ñâÿçûâàþùèé â åäèíîé
ôîðìóëå äçåòà-ôóíêöèþ Äåäåêèíäà, ÷èñëî êëàññîâ ïîëÿ, ðåãóëÿòîð ïîëÿ, äèñêðè-
ìèíàíò ïîëÿ è êîëè÷åñòâî êîðíåé èç åäèíèöû, ïðèíàäëåæàùèõ äàííîìó ïîëþ.

Òåîðåìà 3. ÏóñòüK � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëå ñ r âåùåñòâåííûìè è s êîì-
ïëåêñíûìè âëîæåíèÿìè â C. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

Resz=1ζK(z) =
2r(2π)sRKhK

|µK |
√
|disc(OK/Z)|

. (4.3)

Äëÿ K = Q ïîëó÷àåì Resz=1ζ(z) =
21(2π)0 · 1 · 1

2 · 11/2
= 1.

Â çàâèñèìîñòè îò ïîëÿ K ôîðìóëà (4.3) ïðèìåíÿåòñÿ êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ hK ,
òàê è äëÿ âû÷èñëåíèÿ RK .
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Êðóãîâûå ïîëÿ

Â ïîñëåäíåé ãëàâå ìû ñïåðâà èçó÷èì äëÿ êðóãîâûõ ïîëåé êîëüöî öåëûõ, ðàç-
âåòâëÿåìîñòü ïðîñòûõ èäåàëîâ è ãðóïïó åäèíèö. Ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû, ìû ïðèâåä¼ì äàííîå Êóììåðîì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåðìà äëÿ ðåãóëÿðíûõ
ïðîñòûõ. Îòìåòèì, ÷òî êðóãîâûå ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà � Âåáåðà ëþáîå êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå K ïîëÿ Q ñ àáåëåâîé
ãðóïïîé Ãàëóà ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîäõîäÿùåãî êðóãîâîãî ïîëÿ.

5.1 Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû

Îïðåäåëåíèå 1. Êðóãîâûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ ïîëå Q[ζ], ãäå ζ � ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû.

Íàïîìíèì, ÷òî êîðåíü ζ ñòåïåíè n èç åäèíèöû íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì, åñëè
ζd ̸= 1 äëÿ âñåõ d = 1, . . . , n − 1. Ïóñòü ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç
åäèíèöû. Òîãäà ζm ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ñòåïåíè n èç åäèíèöû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (m,n) = 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí Φn(t) ∈ Q[t] ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ
ñòåïåíè n èç åäèíèöû íàçûâàåòñÿ êðóãîâûì ìíîãî÷ëåíîì.

Ìíîãî÷ëåí Φn(t) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ è Φn(t) =∏
m≤n, (m,n)=1

(t − ζm), ãäå ζ � êàêîé-òî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû.

Ïîñêîëüêó êàæäûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì
ñòåïåíè d èç åäèíèöû äëÿ åäèíñòâåííîãî d, ïîëó÷àåì

tn − 1 =
∏
d|n

Φd(t). (5.1)

Èìååì [Q[ζ]:Q]=φ(n), ãäåφ(n)� ôóíêöèÿÝéëåðà. Èçâåñòíî, ÷òîGal(Q[ζ]/Q)∼=Z∗
n.

Ïóñòü p � ïðîñòîå, òîãäà ñîãëàñíî (5.1) âûïîëíåíî tp − 1 = Φ1(t)Φp(t) = (t −
1)Φp(t). Îòñþäà Φp(t) =

tp − 1

t− 1
= tp−1 + tp−2 + . . .+ 1. Ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé âåðñèè

ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà, ïðèìåí¼ííîé ê (5.1), âûâîäèì Φn(t) =
∏
d|n
(td−1)µ(n/d).

Â ÷àñòíîñòè, Φpk(t) =
tp

k − 1

tpk−1 − 1
= Φp(t

pk−1
).

35
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5.2 Êîëüöà öåëûõ êðóãîâîãî ïîëÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü p � ïðîñòîå, n = pr, ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç
åäèíèöû,K = Q[ζ]. Ïîëîæèì P = (1−ζ). Òîãäà P � ïðîñòîé èäåàë âOK è pOK = P e,
ãäå e = [K : Q] = φ(n). Áîëåå òîãî, NK/Q(1− ζ) = p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ζ ′ � åù¼ îäèí ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç
åäèíèöû. Ïîñêîëüêó ζ ′ = ζs è ζ = (ζ ′)t äëÿ íåêîòîðûõ s, t, íå äåëÿùèõñÿ íà p, òî
Q[ζ] = Q[ζ ′] è Z[ζ] = Z[ζ ′]. Äàëåå,

1− ζ ′

1− ζ
=

1− ζs

1− ζ
= 1 + ζ + . . .+ ζs−1 ∈ Z[ζ],

1− ζ

1− ζ ′
= 1 + ζ ′ + . . .+ (ζ ′)t−1 ∈ Z[ζ].

Çíà÷èò, 1−ζ′

1−ζ
, 1−ζ
1−ζ′

∈ Z[ζ]∗ ⊆ O∗
K . Ðàñïèøåì

p = Φpr(1) =
∏

|ζ′|=pr

(1− ζ ′) =
∏

|ζ′|=pr

1− ζ ′

1− ζ
(1− ζ) = u(1− ζ)e,

ãäå u ∈ O∗
K . Ñëåäîâàòåëüíî, pOK = (1− ζ)e = P e. Ïî òåîðåìå 5 ãë. II èìååì e = efg,

çíà÷èò, f = g = 1 è pOK = P e åñòü ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå èäåàëû, òî åñòü P ïðîñò.
Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ãë. I ñ÷èòàåì NK/Q(1− ζ) =

∏
(j,pr)=1

(1− ζj) = Φpr(1) = p. □

Ëåììà 2. Ïóñòü p � ïðîñòîå, n = pr > 2, ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n
èç åäèíèöû, K = Q[ζ]. Òîãäà D(1, ζ, . . . , ζe−1) = (−1)e/2pm, ãäå e = [K : Q] = φ(n),
m = pr−1(pr − r − 1). Òåì ñàìûì â K ðàçâåòâëÿåòñÿ òîëüêî ïðîñòîé èäåàë (p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ 6 ãë. I èìååì D(1, ζ, . . . , ζe−1) = ±NK/Q(Φ
′
n(ζ)).

Èç ðàâåíñòâà Φpk(t) =
tp

k − 1

tpk−1 − 1
âû÷èñëÿåì Φ′

n(ζ) =
pr

ζ(ζpr−1 − 1)
. Çíà÷èò,

pre = NK/Q(p
r) = NK/Q(ζ(ζ

pr−1 − 1)Φ′
n(ζ)) = NK/Q(ζ)NK/Q(ζ

pr−1 − 1)NK/Q(Φ
′
n(ζ)).

Íàõîäèì NK/Q(ζ) = (−1)e ïî ñâîáîäíîìó êîýôôèöèåíòó ìíîãî÷ëåíà Φn(t) =

mζ
K/Q(t). Ïî ñëåäñòâèþ 1 ãë. III âûïîëíåíî sgn(D(1, ζ, . . . , ζe−1)) = (−1)e/2. Äëÿ çà-

âåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû óñòàíîâèì ðàâåíñòâî NK/Q(1−ζp
s
) = pp

s
èíäóêöèåé

ïî 0 ≤ s ≤ r−1. Ñëó÷àé s = 0 ñëåäóåò èç ëåììû 1. Ïîñêîëüêó ζp
s
åñòü ïåðâîîáðàçíûé

êîðåíü ñòåïåíè pr−s èç åäèíèöû, åù¼ ðàç ïðèìåíÿåì ëåììó 1: NQ[ζps ]/Q(1− ζp
s
) = p.

Ïî ñëåäñòâèþ 3 ãë. I äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ M = Q[ζp
s
] ðàñïèñûâàåì

NK/Q(1− ζp
s

) = NM/Q(NK/M(1− ζp
s

)) = NM/Q(1− ζp
s

)[K:M ] = pp
s

.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 6 ãë. II â K ðàçâåòâëÿåòñÿ òîëüêî ïðîñòîé èäåàë (p). □
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n>2 èç åäèíèöû,K = Q[ζ].
à) Òîãäà OK = Z[ζ] è ïîýòîìó 1, ζ, . . . , ζφ(n)−1 � öåëûé áàçèñ OK .
á) Èäåàë (p) äëÿ íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî p ðàçâåòâëÿåòñÿ â OK òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà p |n. Èäåàë (2) ðàçâåòâëÿåòñÿ â OK òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 4 |n. Äëÿ
ïðîñòîãî p |n âûïîëíåíî pOK = (R1 . . . Rs)

φ(pr), ãäå n = prm è (p,m) = 1, à R1, . . . , Rs

� ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå èäåàëû â OK .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ äåëèòåëåé n. Åñëè n = pr, ãäå p � ïðîñòîå, òî á) ñëåäóåò ïî ëåììå 2.
Óñòàíîâèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå OK = Z[ζ]. Ïî ïðåäëîæåíèþ 8 ãë. I âûïîëíåíî dOK ⊂
Z[ζ], ãäå d = D(1, ζ, . . . , ζφ(n)−1) = ±pm ïî ëåììå 2. Òåì ñàìûì pmOK ⊆ Z[ζ] ⊆ OK .
Ïî ëåììå 1 èìååì [OK/(1− ζ) : Zp] = 1, îáîçíà÷èì π = 1− ζ. Òîãäà OK = Z+ πOK

è ïîýòîìó OK = Z[ζ] + πOK . Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî, óìíîæåííîå íà π, ïîëó÷àåì

OK = Z[ζ] + πOK = Z[ζ] + (1− ζ)Z[ζ] + π2OK = Z[ζ] + π2OK .

Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ïîëó÷èì OK = Z[ζ] + πkOK äëÿ ëþáîãî k ≥ 1. Áåð¼ì
k = mφ(n) è çàêëþ÷àåì, ÷òî OK = Z[ζ].

Ïî óïð. 2à) ñåìèíàðà �12, åñëè (p) ðàçâåòâëÿåòñÿ â OK , òî p |n. Ïóñòü n = prm,
ãäå (p,m) = 1, r ≥ 1 è m > 1. Ïîñêîëüêó ζm � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè pr,
à ζp

r
� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè m, òî Q[ζ] = Q[ζm]Q[ζp

r
], Çàïèøåì áàøíþ

ïîëåé è ïîÿñíèì íåèçáåæíûé âèä ðàçëîæåíèÿ pOK íà ïðîñòûå èäåàëû:

Q[ζ]

Q[ζm] Q[ζp
r
]

Q

(POK)
φ(pr) =

s∏
i=1

QiOK

Pφ(pr)
s∏

i=1

Qi

(p)

Ïî ëåììå 1 èìååì pOQ[ζm] = Pφ(pr), ãäå P = (1 − ζpr). Òàê êàê p íå ðàçâåòâëÿåò-
ñÿ â êîëüöå OQ[ζp

r
], çíà÷èò, pOQ[ζp

r
] = Q1 . . . Qs äëÿ íåêîòîðîãî s ≥ 1. Ïîñêîëüêó

ïðè ðàçëîæåíèè êàæäîãî èäåàëà QiOK ïîëó÷àåì φ(pr)-þ ñòåïåíü êàêîãî-òî èäåàëà,
à [Q[ζn] : Q[ζp

r
]] = φ(pr), òî èç-çà ôóíäàìåíòàëüíîãî òîæäåñòâà (òåîðåìà 5 ãë. II)

ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïîëó÷àåì, ÷òî QiOK = R
φ(pr)
i , ãäå Ri ïðîñò â OK .

Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ OQ[ζpr ] = Z[ζpr ]. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî
OK = Z[ζm, ζpr ] = Z[ζ]. Ýòî ñëåäóåò èç ëåììû 3 (ñì. íèæå), ïîñêîëüêó
(disc(O[ζpr ]/Z), disc(O[ζm]/Z)) = 1 ïî ëåììå 2 è óïð. 2à) ñåìèíàðà �12. □

Ëåììà 3. Ïóñòü K è L � êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ Q è [KL : Q] = [K : Q] · [L : Q].
Îáîçíà÷èì d = (disc(OK/Z), disc(OL/Z)). Òîãäà OKL ⊆ 1

d
OKOL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α1, . . . , αm è β1, . . . , βn � öåëûå áàçèñû OK è OL ñî-
îòâåòñòâåííî. Òîãäà αiβj � áàçèñ OKL íàä Q. Ïîýòîìó ëþáîé ýëåìåíò γ ∈ OKL

ïðåäñòàâèì â âèäå

γ =
∑
i,j

aij
r
αiβj, aij, r ∈ Z. (5.2)

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì, ÷òî r íå èìååò ñî âñåì íàáîðîì aij îáùèõ äåëèòåëåé. Ïîêàæåì,
÷òî d äåëèòñÿ íà r.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå âëîæåíèå σ : K → C åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ
äî âëîæåíèÿ σ : KL → C, îñòàâëÿþùåãî L íåïîäâèæíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
K = Q[α], òîãäà KL = L[α]. Óñëîâèå ëåììû âëå÷¼ò, ÷òî mα

Q(t) = mα
L(t). Çíà÷èò,

íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûé L-ãîìîìîðôèçì L[α] → C, îòïðàâëÿþùèé α â σ(α).



Ãëàâà 5. ÊÐÓÃÎÂÛÅ ÏÎËß 38

Ïðèìåíèì σ ê (5.2): σ(γ) =
∑
i

σ(αi)xi, ãäå xi =
∑
j

aij
r
βj. Äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ

âëîæåíèé σ1, . . . , σm ïîëÿ K â C ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà xi:∑
i

σk(αi)xi = σk(γ), k = 1, . . . ,m.

Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà xi = Di/ det(σj(αq)). Ïóñòü dK = disc(OK/Z). Òîãäà ïî ëåììå 8
ãë. I âûïîëíåíî dKxi = Di det(σj(αq)). Â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì
ïðîèçâåäåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ öåëûõ ÷èñåë, ïîýòîìó è dKxi ∈ AZ. Ïîñêîëüêó dKxi =∑
j

dKaij
r
βj è β1, . . . , βn � öåëûé áàçèñ OL, ñëåäîâàòåëüíî, dKaij/r ∈ Z. Îòñþäà r | dK .

Àíàëîãè÷íî r | dL è r | (dK , dL) = d. □

5.3 Åäèíèöû êðóãîâûõ ïîëåé

Ïóñòü n ≥ 3 è ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû. Îïðåäåëèì
ïîëå Q[ζ]+ = Q[ζ + 1/ζ] ⊂ R. Ïðè ýòîì [Q[ζ] : Q[ζ]+] = 2, òàê êàê mζ

Q[ζ]+(t) =

t2 − (ζ + 1/ζ)t+ 1. Çíà÷èò, Q[ζ] = Q[ζ]+ + ζQ[ζ]+.
Ïðåäëîæåíèå 1 (Êðîíåêåð, 1857). Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå, n = pr, ζ �

ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû,K = Q[ζ]. Òîãäà ëþáàÿ åäèíèöà u ∈ O∗
K

ïðåäñòàâèìà â âèäå u = ζmv äëÿ íåêîòîðûõ m ∈ Z è v ∈ O∗
Q[ζ]+ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì α = u/ū, ïîñêîëüêó u, ū ∈ O∗
K , òî è α ∈ O∗

K .
Áîëåå òîãî, ïðè ëþáîì âëîæåíèè σ : Q[ζ] → C âûïîëíåíî |σ(α)| = 1. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî ôàêòà, ÷òî σ(x̄) = σ(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ K. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå, ïîëàãàÿ,
÷òî σ(ζ) = ζk. Ñïåðâà îòìåòèì, ÷òî σ îñòàâëÿåò ïîäïîëå Q[ζ]+ íåïîäâèæíûì, ïî-
ñêîëüêó σ(ζ+1/ζ) = ζk+1/ζk ∈ Q[ζ]+. Òåïåðü ïðåäñòàâèì x = a+ζb äëÿ a, b ∈ Q[ζ]+.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, σ(a+ ζb) = σ(a) + σ(ζ−1)σ(b) = σ(a) + ζ−kσ(b). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
σ(a+ ζb) = σ(a) + σ(ζ)σ(b) = σ(a) + ζ−kσ(b).

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ëîãàðèôìè÷åñêîãî âëîæåíèÿ l(x) èç ãë. IV ïîëó÷àåì, ÷òî
α ∈ ker(l) = µ(K). Ïîêàæåì, ÷òî µ(K) = {±ζa | a = 0, . . . , n − 1}. Ïóñòü ζq �
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè q, ëåæàùèé â µ(K). Òàêîå q íàéä¼òñÿ,
ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ(n) ðàñò¼ò ñ ðîñòîì n. Èç ðàâåíñòâà ζqζn = ζ[q,n] âûâîäèì, ÷òî
[q, n] = q, òî åñòü q = ns äëÿ íåêîòîðîãî s. Òàê êàê q ≥ n, òî Q[ζq] = Q[ζn], è ïîýòîìó
φ(q) = φ(ns) = φ(n). Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Ýéëåðà èìååì φ(ns) ≥ φ(n)φ(s). Çíà÷èò,
φ(s) ≤ 1 è s = 1 èëè s = 2. Ïîñêîëüêó n íå÷¼òíî, òî s = 2 è q = 2n.

Òàêèì îáðàçîì, α = ±ζa. Ïîêàæåì, ÷òî â òî÷íîñòè α = ζa. Ïî òåîðåìå 1 ìîæåì
çàïèñàòü u = b0 + b1ζ + . . .+ bφ(n)−1ζ

φ(n)−1, ãäå bi ∈ Z. Òîãäà

u ≡(1−ζ) b0 + b1 + . . .+ bφ(n)−1 ≡(1−ζ) b0 + b11/ζ + . . .+ bφ(n)−11/ζ
φ(n)−1 ≡(1−ζ) ū.

Åñëè α = −ζa, òî ū ≡(1−ζ) u ≡(1−ζ) −ζaū ≡(1−ζ) −ū. Ñëåäîâàòåëüíî, 1 − ζ | 2ū â Z[ζ],
ò. å. (1− ζ) ëåæèò íàä (2). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê (1− ζ)∩Z = (p), à p > 2.

Çíà÷èò, α = ζa. Òàê êàê n = pr íå÷¼òíî, íàéä¼òñÿ r ∈ N òàêîå, ÷òî 2r ≡n a.
Çàïèøåì ζ = u/ū = ζ2r èëè u = ζ2rū. Ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàçëîæåíèå u = ζrv, ãäå
v = ζ−ru. Ïðè ýòîì v̄ = ζrū = v. Ïóñòü v = a + ζb äëÿ a, b ∈ Q[ζ]+. Òîãäà óñëîâèå
v̄ = v âëå÷¼ò, ÷òî a+ ζb = a+ b/ζ èëè (ζ2 − 1)b = 0. Îòñþäà b = 0 è v ∈ Q[ζ]+. □
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5.4 Òåîðåìà Ôåðìà

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
ñòåïåíè p èç åäèíèöû, K = Q[ζ]. ×èñëî p íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè p ̸ |hK .

Äëÿ ïðîñòûõ p âûïîëíåíî hQ[ζ] = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≤ 19.
Ãèïîòåçà (Çèãåëü, 1964). Àñèìïòîòè÷åñêè äîëÿ ðåãóëÿðíûõ ïðîñòûõ ñðåäè âñåõ

ïðîñòûõ ÷èñåë ñîñòàâëÿåò 1/
√
e ≈ 60, 65%.

Êðèòåðèé Êóììåðà ãëàñèò, ÷òî íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî p ðåãóëÿðíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ÷èñëèòåëè âñåõ ÷èñåë Áåðíóëëè B2, B4, . . . , Bp−3 íå äåëÿòñÿ íà p.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà Áåðíóëëè çàäàþòñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä
t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
.

Äîêàæåì òåîðåìó Ôåðìà äëÿ ðåãóëÿðíûõ ïðîñòûõ ñòåïåíåé p â òàê íàçûâàåìîì
ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà p âçàèìíî ïðîñòî ñ êàæäûì èç èñêîìûõ ÷èñåë x, y è z.

Òåîðåìà 2 (Êóììåð, 1847). Ïóñòü p � ðåãóëÿðíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà íå ñó-
ùåñòâóåò öåëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

xp + yp = zp (5.3)

òàêèõ, ÷òî (p, xyz) = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè íåîáõîäèìîñòè äåëÿ íà îáùèé äåëèòåëü, ìîæåì ñ÷èòàòü,

÷òî x, y, z ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 3. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà t âûïîëíåíî t3 ≡9

0,±1, ïîëó÷àåì, ÷òî x3 + y3 ≡9 0,±2. Îòñþäà óðàâíåíèå (5.3) äëÿ p = 3 íå èìååò
ðåøåíèé, ïîñêîëüêó (3, z) = 1 ïî óñëîâèþ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî p ≥ 5. Ïóñòü ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè p èç åäèíèöû,

K = Q[ζ]. Òîãäà tp − 1 =
p−1∏
i=0

(t − ζ i), îòêóäà ïðè çàìåíå t = −x/y è äîìíîæåíèè íà

−yp ïîëó÷àåì

xp + yp =

p−1∏
i=0

(x+ ζ iy) = zp. (5.4)

Ëåììà 4. Èäåàëû (x+ ζ iy) â OK ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì, êàê è âûøå, P = (1−ζ). Îòìåòèì, ÷òî P = (1−ζ)

äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , p−1, òàê êàê 1−ζ i = ui(1−ζ) äëÿ íåêîòîðîé åäèíèöû ui ∈ O∗
K .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q � ïðîñòîé èäåàë OK , äåëÿùèé (x + ζ iy) è (x + ζjy) äëÿ
1 ≤ i < j ≤ p − 1. Òîãäà Q | ((x + ζ iy) − (x + ζjy)) = (ζ iy(1 − ζj−i)) = P (y). Çíà÷èò,
Q |P èëè Q | (y). Àíàëîãè÷íî Q | (ζj(x + ζ iy) − ζ i(x + ζjy)) = (ζ ix(1 − ζj−i)) = P (x)
è Q |P èëè Q | (x). Ïîñêîëüêó (x, y) = 1, èäåàëû (x) è (y) âçàèìíî ïðîñòû. Îòñþäà
P = Q. Ñëåäîâàòåëüíî, x + y ≡ x + ζ iy ≡P 0. Òàê êàê P ∩ Z = (p), âûâîäèì, ÷òî
p |x+y. Òîãäà ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà z ≡p z

p = xp+yp ≡p x+y ≡p 0, ïðîòèâîðå÷èå
ñ òåì, ÷òî (p, z) = 1. □

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé ëåììå, ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â êîëüöå OK

ñðàâíèìîñòü a ≡pOK
b çíà÷èòåëüíî ñèëüíåå, ÷åì a ≡P b, ïîñêîëüêó ïî ëåììå 1

âûïîëíåíî pOK = P p−1. Åñëè âûøå ìû ïîêàçûâàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ OK

íàéä¼òñÿ b ∈ Z òàêîé, ÷òî a ≡P b, òî ïî ìîäóëþ pOK ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.
Òåì íå ìåíåå, äîêàæåì ýòó ýêâèâàëåíòíîñòü äëÿ p-õ ñòåïåíåé ýëåìåíòîâ OK .
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Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî a ∈ OK íàéä¼òñÿ b ∈ Z òàêîé, ÷òî ap ≡pOK
b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = b0 + b1ζ + . . .+ bp−2ζ
p−2, òîãäà

ap ≡pOK
bp0 + (b1ζ)

p + . . .+ (bp−2ζ
p−2)p ≡pOK

bp0 + bp1 + . . .+ bpp−2.

Çäåñü âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî pOK = (1−ζ)p−1, çíà÷èò, 0 ≡pOK
(1−ζ)p ≡pOK

1−ζp.
Îñòà¼òñÿ çàäàòü b = bp0 + bp1 + . . .+ bpp−2. □

Ëåììà 6. Ïóñòü a = b0+b1ζ+. . .+bp−1ζ
p−1 ∈ OK , bj ∈ Z è îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ

bi ðàâåí 0. Åñëè a ∈ nOK äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n, òîãäà n | bj äëÿ âñåõ j = 0, . . . , p−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü bi = 0, òîãäà 1, ζ, . . . , ζ̂ i, . . . , ζp−1 � öåëûé áàçèñ OK .
Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ðàâåíñòâà 1 + ζ + . . . + ζp−1 = 0. Òîãäà a = nd, ãäå

d =
p−1∑
j=0

cjζ
j, cj ∈ Z è ci = 0. Èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ïîëó÷àåì, ÷òî

n | bj. □
Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2. Ïî ôîðìóëå (5.4) èìååì (z)p = (x+y)(x+

ζy) . . . (x + ζp−1y). Â ñèëó ëåììû 4 è èç-çà îäíîçíà÷íîãî ðàçëîæåíèÿ èäåàëà â OK

â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ ïîëó÷àåì, ÷òî (x+ ζ iy) = Qp
i , ãäå Qi ◁OK . Â ãðóïïå

êëàññîâ Cl(OK) âûïîëíåíî Q
p
i = (x+ ζ iy) = 1̄. Ïî óñëîâèþ p ̸ |hK , çíà÷èò, Q̄i = 1̄,

òî Qi = (αi) äëÿ íåêîòîðîãî αi ∈ OK . Îáîçíà÷èì α := α1.
Èìååì x + ζy = uαp, ãäå u ∈ O∗

K . Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ïðåäñòàâëÿåì u = ζrv
äëÿ íåêîòîðîé åäèíèöû v ∈ O∗

Q[ζ]+ . Ïî ëåììå 5 æå íàéä¼ì b ∈ Z, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñðàâíåíèþ αp ≡pOK

b. Òîãäà âûâîäèì

x+ ζy = uαp ≡pOK
ζrvb, x+ y/ζ = x+ ζy ≡pOK

ζ−rvb,

÷òî âëå÷¼ò ðàâåíñòâî ζ−r(x+ζy) ≡pOK
ζr(x+y/ζ). Â èòîãå âûïèñûâàåì ñîîòíîøåíèå

x+ ζy − ζ2rx− ζ2r−1y ≡pOK
0. (5.5)

Åñëè 1, ζ, ζ2r−1, ζ2r ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî ïî ëåììå 6 p äåëèò è x, è y, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Îñòà¼òñÿ òðè ñëó÷àÿ:
1) 1 = ζ2r. Òîãäà ïî (5.5) èìååì ζy−ζ2r−1y ≡pOK

0. Ïî ëåììå 6 p | y, ïðîòèâîðå÷èå.
2) ζ = ζ2r−1. Ñîãëàñíî (5.5) âûïîëíåíî x−ζ2x ≡pOK

0, òî åñòü p |x, ïðîòèâîðå÷èå.
3) 1 = ζ2r−1. Òîãäà ζ = ζ2r è (5.5) ïðèíèìàåò âèä (x−y)(1−ζ) ≡pOK

0. Ïî ëåììå 6
p | (x − y). Ïîêàæåì, ÷òî ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà ìîãëè ñ÷èòàòü, ÷òî
p ̸ | (x−y). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà x, y, z óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèÿì x ≡p y ≡p −z,
òîãäà ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà xp + yp ≡p −2z ≡p z. Çíà÷èò, p | 3z, ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè x ̸≡p y, ìû ïîêàçàëè òðåáóåìîå. Åñëè x ̸≡p −z, òîãäà ñîâåðøèì çàìåíó y = −z
è z = −y è îïÿòü æå ïîëó÷èì èñêîìîå óñëîâèå. □

Òåïåðü ïåðåéä¼ì êî âòîðîìó ñëó÷àþ òåîðåìû Ôåðìà, êîãäà p |xyz. Ìîæåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî òîëüêî îäíî èç ÷èñåë x, y, z äåëèòñÿ íà p. Ìû ïðèâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû Ôåðìà â ýòîì ñëó÷àå, îïèðàþùååñÿ íà ëåììó Êóììåðà. Ýòîò âàæíûé âñïî-
ìîãàòåëüíûé ôàêò ìû ïðèâîäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 7. Ïóñòü u ∈ O∗
K è íàéä¼òñÿ b ∈ Z òàêîé, ÷òî u ≡pOK

b. Òîãäà u = vp äëÿ
íåêîòîðîé åäèíèöû v ∈ O∗

K .
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Òåîðåìà 3 (Êóììåð, 1847). Ïóñòü p � ðåãóëÿðíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ó óðàâ-
íåíèÿ (5.3) íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ öåëûõ ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó p íå÷¼òíîå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì,
÷òî p | z, òî åñòü z = pkz0, ãäå (p, z0) = 1. Ïî ëåììå 1 p = u′(1− ζ)p−1 äëÿ íåêîòîðîé
åäèíèöû u′ ∈ O∗

K . Òîãäà
xp + yp = u(1− ζ)pmzp0 , (5.6)

ãäå m = k(p − 1) ≥ 1. Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèå âèäà (5.6) íåâîçìîæíî íè äëÿ
êàêèõ x, y, z0 ∈ OK òàêèõ, ÷òî (x), (y), (z0) âçàèìíî ïðîñòû ñ P , u ∈ O∗

K è m ≥ 1.
Ïóñòü, îò ïðîòèâíîãî, íàøëèñü x, y, z0, u,m, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì (5.6) è óäî-

âëåòâîðÿþùèå óêàçàííûì óñëîâèÿì. Ñðåäè âñåõ òàêèõ íàáîðîâ âûáåðåì òàêîé, ÷òî
m ìèíèìàëüíî.

Çàïèøåì
p−1∏
i=0

(x+ ζ iy) = P pm(z0)
p. (5.7)

Èç-çà îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ èäåàëîâ â OK íà ïðîñòûå çàêëþ÷àåì, ÷òî îäèí
èç èäåàëîâ (x + ζqy) äåëèòñÿ íà P . Ïîñêîëüêó x + ζjy ≡P x + ζqy äëÿ ëþáûõ j,
ïîëó÷àåì, ÷òî âñå èäåàëû (x+ζjy) äåëÿòñÿ íà P . Ïðè ýòîì, åñëè (x+ζ iy) ≡P 2 (x+ζjy),
òî ζ iy(1− ζj−i) ≡P 2 0. Ïîñëåäíåå ñðàâíåíèå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî èäåàëû (y) è P

âçàèìíî ïðîñòû. Îòñþäà ÷èñëà
x+ ζjy

1− ζ
, j = 0, . . . , p − 1, ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî

ìîäóëþ P . Ïî ëåììå 1 âûïîëíåíî N(P ) = |OK/P | = p, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ÷èñëà
çàäàþò âñå ôàêòîð-êëàññûOK/P . Â ÷àñòíîñòè, (x+ζjy)/(1−ζ) ∈ P äëÿ íåêîòîðîãî j.
Çàìåíÿÿ y íà ζjy, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî x + y ∈ P 2. Òàêèì îáðàçîì, x + ζjy ∈ P \ P 2

äëÿ j = 1, . . . , p− 1. Áîëåå òîãî, ëåâàÿ ÷àñòü (5.7) äåëèòñÿ íà P p+1, çíà÷èò, m ≥ 2.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç J íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü èäåàëîâ (x) è (y). Ïîñêîëüêó (x)

è (y) âçàèìíî ïðîñòû ñ P , òî è P ̸ | J . Îòñþäà íàéäóòñÿ òàêèå èäåàëû Q0, . . . , Qp−1

â OK , ÷òî

(x+ y) = P p(m−1)+1JQ0, (x+ ζjy) = PJQj, j = 1, . . . , p− 1.

Ïîêàæåì, ÷òî èäåàëû Q0, . . . , Qp−1 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Åñëè I äåëèò Qi è Qj

ïðè i < j, òî (x+ζ iy) è (x+ζjy) äåëÿòñÿ íà PJI. Òîãäà y(1−ζj−i), x(1−ζj−i) ∈ PJI,
÷òî âëå÷¼ò, ÷òî x, y ∈ JI. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì èäåàëà J .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (5.7), èçâëåêàåì ðàâåíñòâî èäåàëîâ
JpP pmQ0 . . . Qp−1 = P pm(z0)

p. Èäåàëû Q0, . . . , Qp−1 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó
Qi = Rp

i äëÿ íåêîòîðûõ èäåàëîâ Ri â OK . Èç ïðåäñòàâëåíèé (x+ y) = P p(m−1)+1JRp
0

è (x+ ζjy) = PJRp
j , j = 1, . . . , p− 1, âûâîäèì ðàâåíñòâî äðîáíûõ èäåàëîâ

(x+ ζjy)P p(m−1) = (x+ y)(RjR
−1
0 )p, j = 1, . . . , p− 1. (5.8)

Çíà÷èò, èäåàëû (RjR
−1
0 )p ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè äðîáíûìè èäåàëàìè. Êàê è âûøå,

â ñèëó p ̸ |hK , çàêëþ÷àåì, ÷òî Rj/R0 = (αj/βj) äëÿ íåêîòîðûõ αj, βj ∈ OK . Èäåàëû
Rj è R0 âçàèìíî ïðîñòû ñ P , ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî αj, βj ̸∈ P .

Ïåðåïèøåì (5.8) â âèäå

(x+ ζjy)(1− ζ)p(m−1) = uj(x+ y)(αj/βj)
p, j = 1, . . . , p− 1, (5.9)
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ãäå uj ∈ O∗
K . Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (x+ζy)(1+ζ)−(x+ζ2y) = ζ(x+y), âû÷èòàåì (5.9)

ïðè j = 2 èç (5.9) ïðè j = 1, óìíîæåííîãî íà 1 + ζ. Ïîëó÷àåì

u1(1 + ζ)(x+ y)(α1/β1)
p − u2(x+ y)(α2/β2)

p = ζ(x+ y)(1− ζ)p(m−1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(α1β2)
p − u2

u1(1 + ζ)
(α2β1)

p =
ζ

u1(1 + ζ)
(1− ζ)p(m−1)(β1β2)

p.

Èìååì 1 + ζ = (1 − ζ2)/(1 − ζ) ∈ O∗
K . Îáîçíà÷àåì α = α1β2, β = α2β1 è γ = β1β2.

Òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåì â âèäå

αp + εβp = ε′(1− ζ)p(m−1)γp, (5.10)

ãäå ε, ε′ ∈ O∗
K , à α, β, γ ∈ OK \ P .

Ïîñêîëüêó m ≥ 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî p(m− 1) ≥ p, îòñþäà αp + εβp ≡pOK
0. Òàê êàê

(β) è P âçàèìíî ïðîñòû, òî ïî ëåììå 3 ãë. II íàéä¼òñÿ ýëåìåíò β′, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñðàâíåíèþ ββ′ ≡pOK

1. Îòñþäà è ïî ëåììå 5 âûïîëíåíî ε ≡pOK
(−αβ′)p ≡pOK

c äëÿ
íåêîòîðîãî c ∈ Z. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 7, ïîëó÷àåì, ÷òî ε = ηp äëÿ íåêîòîðîé η ∈ O∗

K .
Òîãäà (5.10) ïðèíèìàåò âèä αp + (ηβ)p = ε′(1 − ζ)p(m−1)γp, ñîâïàäàþùèé ñ (5.6),

íî óæå âîâëåêàþùèé ìåíüøåå çíà÷åíèå m′ = m− 1 ≥ 1. Ïðîòèâîðå÷èå. □

5.5 Óðàâíåíèå Ðàìàíóäæàíà � Íàãåëÿ

×èñëîì Ìåðñåííà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âèäà 2n − 1, ãäå n ≥ 1. Íàéäåíî ìíîãî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà âèäà 2p− 1, ãäå p ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì. Ýéëåð äîêà-
çàë, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ÷¼òíîå ñîâåðøåííîå ÷èñëî (òàêîå n, ÷òî ñóììà âñåõ äåëèòåëåé
÷èñëà n ðàâíà 2n) èìååò âèä 2p−1(2p − 1), ãäå 2p − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: îïèñàòü âñå ÷èñëà Ìåðñåííà, êîòîðûå îäíîâðå-
ìåííî ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëüíûìè, òî åñòü èìåþò âèä y(y+1)

2
. Ðàâåíñòâî 2m − 1 = y(y+1)

2

ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: 2m+3 − 8 = 4y2 + 4 èëè 2m+3 − 7 = (2y + 1)2. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïðèõîäèì ê äèîôàíòîâó óðàâíåíèþ

2n = x2 + 7. (5.11)

Â 1913 ãîäó Ñ. Ðàìàíóäæàí âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî óðàâíåíèå (5.11) ïðè
n, x ≥ 1 èìååò ïÿòü ðåøåíèé: (n, x) ∈ {(3, 1), (4, 3), (5, 5), (7, 11), (15, 181)}.

Òåîðåìà 4 (Íàãåëü, 1948). Óðàâíåíèå (5.11) èìååò ðîâíî ïÿòü ïåðå÷èñëåííûõ
âûøå ðåøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n ÷¼òíî, òî åñòü n = 2m. Òîãäà 7 = 22m − x2 = (2m −
x)(2m+x). Îòñþäà 7 = 2m+x è 1 = 2m−x. Òåì ñàìûì íàõîäèì ðåøåíèå (n, x) = (4, 3).

Ïóñòü n íå÷¼òíî. Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëîâîå ïîëåK = Q[
√
−7]. Â êîëü-

öå öåëûõ OK ðàçëàãàåì 2n = (x+
√
−7)(x−

√
−7). Òàê êàê 2n ÷¼òíî, çíà÷èò, x íå÷¼òíî

è x±
√
−7

2
∈ OK . Îáîçíà÷èì m = n− 2 ≥ 1. Òîãäà

2m =

(
1 +

√
−7

2

)m(
1−

√
−7

2

)m

=

(
x+

√
−7

2

)(
x−

√
−7

2

)
.
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Ïî çàäà÷å 9 ñåìèíàðà �10 êîëüöî OK ôàêòîðèàëüíî. Ïîñêîëüêó NK/Q(
1±

√
−7

2
) = 2,

ýëåìåíòû 1±
√
−7

2
íåïðèâîäèìû è ïîýòîìó ïðîñòû. Ïðè ýòîì îíè âçàèìíî ïðîñòû,

òàê êàê èõ ñóììà ðàâíà 1. Ïîêàæåì, ÷òî x±
√
−7

2
âçàèìíî ïðîñòû. Îáîçíà÷èì d =

(x+
√
−7

2
, x−

√
−7

2
). Òîãäà d |

√
−7. Îòñþäà NK/Q(d) äåëèò è 2m, è 7, çíà÷èò, NK/Q(d) =

±1.
Òàê êàê O∗

K = {±1} (çàäà÷à 2 ñåìèíàðà �11), âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
x+

√
−7

2
= ±

(
1 + ε

√
−7

2

)m

,
x−

√
−7

2
= ±

(
1− ε

√
−7

2

)m

,

ãäå ε ∈ {±1}. Ïðè âñåõ âàðèàíòàõ âåðíî, ÷òî(
1 +

√
−7

2

)m

−
(
1−

√
−7

2

)m

= ±
√
−7. (5.12)

Åñëè m = 1, òî ïîëó÷àåì ðåøåíèå (n, x) = (3, 1).
Ïóñòü m > 1. Ïîêàæåì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (5.12) äîëæåí áûòü çíàê ìèíóñ. Îò

ïðîòèâíîãî, çàïèøåì a = 1+
√
−7

2
, b = 1−

√
−7

2
è am − bm = a− b. Âûâîäèì

a2 = (1− b)2 = 1− 2b+ b2 = 1− (ab)b+ b2 = 1 + b2(1− a) ≡b2OK
1.

Çíà÷èò, a− b = am − bm ≡b2OK
a (m íå÷¼òíî) è b ∈ b2OK , ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòà¼òñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé am − bm = b− a, òî åñòü

−
√
−7 =

(
1 +

√
−7

2

)m

−
(
1−

√
−7

2

)m

=
2
√
−7

2m
(C1

m+C
3
m(

√
−7)2+. . .+Cm

m(
√
−7)m−1).

Îòñþäà −2m−1 ≡7 m. Òàê êàê m íå÷¼òíî, ïîëó÷àåì òðè âàðèàíòà: m ≡6 1, 3, 5.
Ïðåäûäóùåå ñðàâíåíèå âìåñòå ñ òåì ôàêòîì, ÷òî 26 ≡7 1, âëå÷¼ò, ÷òî m ≡7 6, 3, 5
ñîîòâåòñòâåííî. Èòîãî m ≡42 3, 5, 13. Äëÿ m = 3, 5, 13 íàõîäèì ðåøåíèÿ (n, x) =
(5, 5), (7, 11), (15, 181).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêàæåì, ÷òî íåò äâóõ ðàçëè÷íûõ ðå-
øåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ m1 < m2, òàêèõ, ÷òî m1 ≡42 m2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l ≥ 1
ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü 7, êîòîðàÿ äåëèò m2 −m1.

Çàïèøåì

am2 = am1am2−m1 = am1

(
1

2

)m2−m1

(1 +
√
−7)m2−m1 . (5.13)

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñðàâíåíèÿ(
1

2

)m2−m1

=

[(
1

2

)6
]m2−m1

6

≡7l+1 1, (1 +
√
−7)m2−m1 ≡7l+1 1 + (m2 −m1)

√
−7.

Ïîñêîëüêó am1 ≡7
1+m1

√
−7

2m1
, ïîäñòàíîâêà òð¼õ âûïèñàííûõ ñðàâíåíèé â (5.13) è èõ

àíàëîãîâ äëÿ b âëåêóò

am2 ≡7l+1 am1 +
(m2 −m1)

√
−7

2m1
, bm2 ≡7l+1 bm1 − (m2 −m1)

√
−7

2m1
.

×èñëà m1,m2 çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè am2 − bm2 = am1 − bm1 = −
√
−7, òîãäà ðàçíîñòü

ïðåäûäóùèõ âûðàæåíèé äà¼ò (m2−m1)
√
−7 ≡7l+1OK

0 è îêîí÷àòåëüíî 7l+1 |m2−m1,
ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì l. □
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