
ÇÀÄÀÍÈÅ 11
Òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ àëãåáð,
Òåîðåìà Âåääåðáåðíà-Ìàëüöåâà

Ïóñòü A è B � àëãåáðû íàä ïîëåì F . Ðàññìîòðèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå A ⊗F B ïðî-
ñòðàíñòâ A è B íàä ïîëåì F . Îïðåäåëèì íà ïðîñòðàíñòâå A⊗F B óìíîæåíèå, ïîëàãàÿ

(
∑
i

ai ⊗ bi)(
∑
j

cj ⊗ dj) =
∑
ij

(aicj ⊗ bidj) äëÿ âñåõ ai, cj ∈ A, bi, dj ∈ B.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî A⊗F B, ñ îïðåäåëåííûì òàêèì îáðàçîì óìíîæåíèåì, ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü 1A è 1B � åäèíèöû àëãåáð A è B, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà A ⊗ 1B è 1A ⊗ B � ïîäàëãåáðû â A ⊗F B, ïðè÷åì A èçîìîðôíà A ⊗ 1B, à B
èçîìîðôíà 1A ⊗B.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü A� êîíå÷íîìåðíàÿ öåíòðàëüíàÿ ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä F (ò.å. Z(A) = F1)
àëãåáðà è K � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå F . Äîêàçàòü, ÷òî A ⊗F K � öåíòðàëüíàÿ
ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä K.

ÏóñòüM,U � ïðàâûå A-ìîäóëè. Åñëè çàäàí A-ãîìîìîðôèçì ϕ ìîäóëÿ U íàM , òî ìîäóëü
U íàçûâàþò ðàñøèðåíèåìM . ßäðî ϕ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ðàñøèðåíèÿ. Ðàñøèðåíèå ϕ : U 7→M
íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿåìûì, åñëè ÿäðî ãîìîìîðôèçìà ϕ âûäåëÿåòñÿ â A-ìîäóëå U ïðÿìûì
ñëàãàåìûì.

Çàäà÷à 4. Äîêàçàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå ϕ : U 7→ M ìîäóëÿ M ñ ÿäðîì N ðàñùåïëÿåìî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé A-ãîìîìîðôèçì ψ ìîäóëÿ M â ìîäóëü U , ÷òî
ϕψ = 1.

Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ (A,A)-áèìîäóëåì, åñëè M � îäíîâðåìåííî ïðàâûé è ëåâûé
A-ìîäóëü, ïðè÷åì (am)b = a(mb) äëÿ âñåõ a, b ∈ A è m ∈M .

Ïóñòü M,U � ëåâûå A-ìîäóëè è T � ïðîñòðàíñòâî âñåõ F -ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç M
â U . Åñëè ϕ ∈ T , òî ïîëîæèì

(ϕa)m = ϕ(am) è (aϕ)m = aϕ(m) äëÿ âñåõ m ∈M,a ∈ A.

Çàäà÷à 5. Ïðîâåðèòü, ÷òî àëãåáðà A îïðåäåëÿåò íà T ñòðóêòóðó (A,A)-áèìîäóëÿ.
Ïóñòü ϕ : U 7→ M � ïðîèçâîëüíîå ðàñøèðåíèå ìîäóëÿ M ñ ÿäðîì N , ψ � F -ëèíåéíîå

îòîáðàæåíèå èç M â U òàêîå, ÷òî ϕψ = 1 è T � ïðîñòðàíñòâî âñåõ F -ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
èç M â N . Îïðåäåëèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : A 7→ T , ïîëàãàÿ

f(a)m = ψ(am)− aψ(m), äëÿ âñåõ m ∈M,a ∈ A.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî f � F -ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, f(a)m ∈ N è f(ab) = af(b)+f(a)b.
Îòîáðàæåíèå f èç çàäà÷è 6 íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû A â (A,A)-

áèìîäóëü T . Äëÿ êàæäîãî t ∈ T ìîæíî îïðåäåëèòü F -ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ft : A 7→ T ,
ïîëàãàÿ ft(a) = at− ta.

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî ft � F -ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì (òàêèå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè).


