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Постановка задачи RO||Rmax

J = {J1, . . . , Jn} — работы
M = {M1, . . .Mm} — машины
O = {Oij |i = 1,m, j = 1, n} — операции
P = {pij}i=1,...,m,j=1,...,n — матрица
длительностей операций

G = 〈V ,E 〉 — транспортная сеть
dist(υl , υr ) — расстояние между
вершинами υl , υr

∀j = 1, n ∃!t | Jj ∈ Jt

∀t |Jt | > 1

Целевая функция

Rmax(S) = max
i=1,...,m

Ri → min
S

база υ0

υ1 υ2

υ3 υ4
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Постановка задачи RO2| rankP=1,G=K2|Rmax

RO2||Rmax
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Постановка задачи RO2| rankP=1,G=K2|Rmax

RO2||Rmax

RO2|prpt|Rmax
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Постановка задачи RO2| rankP=1,G=K2|Rmax

RO2||Rmax

RO2|prpt|Rmax

RO2|j-prpt|Rmax RO2|m-prpt|Rmax
p1j = p2j = pj

p1j = p1,

p2j = p2
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Обозначения

• li =

n
∑

j=1

pij — нагрузка машины Mi

• l1 > l2

• dj =

2
∑

i=1

pij = (k + 1)pj — длина работы Jj

• dmax = max
j

dj — максимальная длина работы

• T ∗ — оптимум задачи коммивояжера на графе G

• R(I ) = max
{

l1 + T ∗,max
υ

[dmax(υ) + 2dist(υ0, υ)]
}

— стандартная нижняя оценка
длины расписания

• Пример задачи RO2||Rmax называется нормальным, если длина оптимального
расписания для него совпадает со стандартной нижней оценкой.

9 / 21



Известные результаты

• O||Cmax — NP-трудна в сильном смысле даже для случая, когда длительности
операций целые и не превосходят 2.

Williamson D.P., Hall L.A., Hoogeveen J.A., Hurkens C.A.J., Lenstra J.K., Sevast’janov

S.V., Shmoys D.B., 1997

• O2||Cmax — полиномиально разрешима. Длина оптимального расписания совпадает
со стандартной нижней оценкой.

Gonzalez T., Sahni S., 1976

• O3|j-prpt|Cmax — NP-трудна.

Liu C., Bulfin R., 1987

• RO2|G = K2|Rmax — NP-трудна.

Averbakh I., Berman O., Chernykh I., 2006

• RO2|j-prop,G = K2|Rmax — NP-трудна, длина оптимального расписания лежит в
интервале [R̄ , 7

6
R̄]

Pyatkin A., Chernykh I., 2022
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Цель

Определить, при каких значениях коэффициента пропорциональности

k можно гарантировать нормальность примера для задачи

RO2| rankP=1,G=K2|Rmax.
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RO2| rankP=1,G=K2|Rmax

база

υ0 υ1
τ

J0 J1, J2

J0 =

(

ka

a

)

, J1 =

(

kb

b

)

, J2 =

(

kc

c

)

, b > c

• l1 = k(a+ b + c)

• l2 = a+ b + c

• T ∗ = 2τ

• R̄ = max{l1 + 2τ, (1 + k)a, (1 + k)b + 2τ}
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Нормальность примера при k > Φ

Лемма 1

Для любого примера задачи RO2| rankP=1,G=K2|Rmax с коэффициентом
пропорциональности k > Φ существует допустимое расписание длины R̄ .

s f

ka kb kc

ab c
τ

τ

τ

τ

s f

ka kbkc

ab c
τ

τ

τ

τ
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Нормальность примера при k > Φ

Лемма 1

Для любого примера задачи RO2| rankP=1,G=K2|Rmax с коэффициентом
пропорциональности k > Φ существует допустимое расписание длины R̄ .

Φ — золотое сечение.
Φ2 − Φ = 1
Φ ≈ 1.618
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Контрпример при 1 6 k < Φ

Лемма 2

Для любого коэффициента пропорциональности 1 6 k < Φ для задачи
RO2| rankP=1,G=K2|Rmax существует пример, для которого длина любого допустимого

расписания R∗(I ) > 4k2+3k
5k2+2k−1

R̄(I ) > R̄(I ).
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Контрпример при 1 6 k < Φ

Лемма 2

Для любого коэффициента пропорциональности 1 6 k < Φ для задачи
RO2| rankP=1,G=K2|Rmax существует пример, для которого длина любого допустимого

расписания R∗(I ) > 4k2+3k
5k2+2k−1

R̄(I ) > R̄(I ).

a = k ,

b = c = k + 1,
2τ = 2k2 − 1.
l = 3 + 2k
R̄ = kl + 2τ = 5k2 + 2k − 1
R∗

max = 4k2 + 3k

M1

M2

t

ka
τ

kb kc
τ

τ
b c

τ
a

R∗

max
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Kритичность контрпримера при 1 6 k < Φ

Лемма 3

Для любого примера задачи RO2| rankP=1,G=K2|Rmax с коэффициентом
пропорциональности 1 6 k < Φ существует допустимое расписание, длина которого не
превосходит 4k2+3k

5k2+2k−1
R̄ .

s f

ka kb kc

ab c
τ

τ

τ

τ

s f

ka kbkc

ab c
τ

τ

τ

τ

s f

ka kbkc

ab c
τ

τ

τ

τ τ τ
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Зависимость границы локализации оптимумов от k

Теорема

Для задачи RO2| rankP=1,G=K2|Rmax точная верхняя оценка на величину
R∗

max(I )

R̄(I )
в

зависимости от коэффициента пропорциональности k > 1 выглядит следующим образом

α(k) =

{

4k2+3k
5k2+2k−1

, 1 6 k < Φ

1, Φ 6 k
(1)

Более того, для любого примера I данной задачи расписание длины R∗(I ) 6 α(k)R̄(I )
можно построить за линейное время.
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Зависимость границы локализации оптимумов от k
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