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Ôëàòòåð

"Ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ ñêîðîñòíûõ ñàìîë¼òîâ

â àâèàöèè åäâà ëè íå âñåõ ïåðåäîâûõ ñòðàí ìèðà ïðîêàòèëàñü âîëíà

òàèíñòâåííûõ, íåîáúÿñíèìûõ êàòàñòðîô. Ñëó÷àéíûå ñâèäåòåëè,

íàáëþäàâøèå ýòè êàòàñòðîôû ñ çåìëè, âèäåëè âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïî÷òè

îäèíàêîâóþ êàðòèíó: ñàìîë¼ò ëåòåë ñîâåðøåííî íîðìàëüíî, íè÷òî â

åãî ïîâåäåíèè íå âíóøàëî íè ìàëåéøèõ îïàñåíèé, êàê âäðóã âíåçàïíî

êàêàÿ-òî íåâåäîìàÿ ñèëà, áóäòî âçðûâîì, ðàçðóøàëà ìàøèíó � è

âîò óæå ïàäàþò íà çåìëþ èçóðîäîâàííûå îáëîìêè: êðûëüÿ, îïåðåíèå,

ôþçåëÿæ. . . Âñå î÷åâèäöû, íå ñãîâàðèâàÿñü ìåæäó ñîáîé, ïðèìåíÿëè

âûðàæåíèå ¾âçðûâ¿, òàê êàê íå ïðåäñòàâëÿëè ñåáå äðóãèõ âîçìîæíûõ

ïðè÷èí ñòîëü ìîëíèåíîñíîãî è ïîëíîãî ðàçðóøåíèÿ. Îäíàêî

îñìîòð óïàâøèõ îáëîìêîâ íå ïîäòâåðæäàë ýòîé âåðñèè: íèêàêèõ

ñëåäîâ âçðûâà � êîïîòè èëè îæîãîâ � íà íèõ íå îêàçûâàëîñü."

Ý.À.Áèáåðäîðô, À.Ñ.Ðóäîìåòîâà (ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ÍÃÓ) 23 íîÿáðÿ 2024 ã 2 / 24



Ôëàòòåð � ýòî äèíàìè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü óïðóãîé êîíñòðóêöèè â
ïîòîêå ñðåäû

Àýðîóïðóãîñòü � îáëàñòü ìåõàíèêè, â êîòîðîé èçó÷àþòñÿ ÿâëåíèÿ, îáóñëîâëåííûå

âçàèìîäåéñòâèåì óïðóãèõ òåë è îáòåêàþùåãî èõ ïîòîêà ãàçà èëè æèäêîñòè.

Ôëàòòåð ïîðîæäàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì â êîíñòðóêöèè óïðóãèõ, èíåðöèîííûõ è

àýðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë.
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Ðàçðóøåíèå Òàêîìñêîãî ìîñòà

Ìîñò Òàêîìà-Íýððîóç (ÑØÀ, øòàò Âàøèíãòîí), 7 íîÿáðÿ 1940 ãîäà.
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Îñíîâíûå òèïû ôëàòòåðà

Êëàññè÷åñêèé

Õàðàêòåðíûå ïðèìåðû - êîëåáàíèå êðûëüåâ è îïåðåíüÿ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ

Ñðûâíîé

Õàðàêòåðíûå ïðèìåðû - âèñÿ÷èå ìîñòû, âûñîêèå çàâîäñêèå òðóáû

Ïàíåëüíûé

Êîëåáàíèÿ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ îáøèâêè (ïëàñòèíû, ïîëîãèå îáîëî÷êè)

ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïàíåëüíîãî ôëàòòåðà

Ïóñòü ïëàñòèíà ïîñòîÿííîé òîëùèíû h èç ìàòåðèàëà ïëîòíîñòè ρ, çàíèìàþùàÿ â
ïëîñêîñòè xy îáëàñòü G ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé Ã îáòåêàåòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû

ïîòîêîì ãàçà ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè v⃗ = (vx , vy ) = (v cos θ, v sin θ).

Óðàâíåíèå â îáåçðàçìåðåííîé ôîðìå äëÿ âîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíû u(t, x , y)
èìååò âèä

D∆2u + γv⃗∇u + γ
∂u

∂t
+ ρh

∂2u

∂t2
= 0. (1)

Çäåñü ∆2 � áèãàðìîíè÷åñêèé îïåðàòîð, D = Eh3

12(1−ν2)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü,

E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû ãàçà.

Èëüþøèí À.À., Êèéêî È.À. Íîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ôëàòòåðå ïîëîãîé îáîëî÷êè. ÏÌÌ. 1994.

Ò. 58, âûï. 3, C. 167-171.
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Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (1) â âèäå u(t, x , y) = φ(x , y)eωt .

Âîçìóùåííîå äâèæåíèå ïëàñòèíû áóäåò óñòîé÷èâûì, åñëè Re(ω) < 0, è íåóñòîé÷èâûì,
åñëè Re(ω) > 0. Óñëîâèå Re(ω) = 0 òàêèì îáðàçîì áóäåò îïðåäåëÿòü êðèòè÷åñêèå

ïàðàìåòðû ïîòîêà ãàçà èëè ïëàñòèíû.

Äëÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû φ(x , y) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

D∆2φ+ γv⃗∇φ+ (γω + ρhω2)φ = 0, (2)

êîòîðîå âìåñòå ñ ïîäõîäÿùèìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå

M1(φ) = 0, M2(φ) = 0, x , y ∈ Ã (3)

ñîñòàâëÿåò çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
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Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîé ïîëîñû

Ðàññìîòðèì ïëàñòèíó â âèäå óïðóãîé áåñêîíå÷íîé ïîëîñû.

Ïóñòü â ïëîñêîñòè xy îíà çàíèìàåò îáëàñòü G : {|x | <∞, 0 ≤ y ≤ 1}.

Ðåøåíèå (2), îãðàíè÷åííîå íà áåñêîíå÷íîñòè, áóäåì èñêàòü â âèäå â âèäå

φ(x , y) = ψ(y)e−iαx , ãäå α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Òîãäà äëÿ ψ(y) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

D

(
d4ψ

dy4
− 2α2

d2ψ

dy2
+ α4ψ

)
+ γvy

dψ

dy
− iαγvxψ = (γω + ρhω2)ψ. (4)
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Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ áåñêîíå÷íîé ïîëîñû

Ïîñòàâèì äâå êðàåâûå çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì òèïàì çàêðåïëåíèÿ êðîìîê

ïîëîñû ïðè y = 0 è y = 1.

Øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå

y = 0 : ψ = 0,
d2ψ

dy2
= 0,

y = 1 : ψ = 0,
d2ψ

dy2
= 0.

(5)

Æåñòêîå çàêðåïëåííèå

y = 0 : ψ = 0,
dψ

dy
= 0,

y = 1 : ψ = 0,
dψ

dy
= 0.

(6)
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Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðîâåäåì äèñêðåòèçàöèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ

îïåðàòîðîâ ñ ó÷åòîì çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Â èòîãå ïîëó÷èì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ω

(C + (γω + ρhω2)I )ψ = 0, (7)

ãäå

C = D[D4 − 2α2D2 + α4I ] + γvyD1 − iαγvx I .
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Äèñêðåòèçàöèÿ äèôô.îïåðàòîðà ïðè æåñòêîì çàêðåïëåíèè

Àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ â òî÷êàõ Ãàóññà-Ëîáàòòî

yj = cos
jπ

N
, j = 0, . . . ,N,

à ìàòðèöû D1, D2 è D4 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðè÷íûå êîëëîêàöèîííûå ïðîèçâîäíûå

ïåðâîãî, âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, ó÷èòûâàþùèå îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Äèðèõëå è

Íåéìàíà.

Îòìåòèì, ÷òî â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ, à òàêæå â òåñòàõ íà îñíîâå çàäà÷è

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïðèìåíåíèå äàííîé àïïðîêñèìàöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íåáîëüøèì ìîäóëåì.

Trefethen L.N. Spectral Methods in MATLAB. SIAM. Philadelphia, 2000. P. 163.
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Äèñêðåòèçàöèÿ äèôô.îïåðàòîðà ïðè øàðíèðîì çàêðåïëåíèè

D1 =


u1 c21 · · · cN1
c12 u2 · · · cN2
...

...
. . .

...

c1N c2N · · · uN

 , D2 =


v1 b21 · · · bN1
b12 v2 · · · bN2
...

...
. . .

...

b1N b2N · · · vN

 , D4 = D2
2 ,

ãäå

yj =
jπ

N + 1
, uj =

π

2
ctg yj , vj = −(N + 1)2π2

3
− π2

6
+

π2

2 sin2 yj
, j = 1, ...,N,

cij = (−1)i+j−1 π sin yi
cos yj − cos yi

, bij = (−1)i+j−1 2π2 sin yj sin yi
(cos yj − cos yi )2

, i , j = 1, ...,N, i ̸= j .

Á.Â. Ñåìèñàëîâ. Íåëîêàëüíûé àëãîðèòì ïîèñêà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è åãî ïðèëîæåíèÿ.

ÆÂÌèÌÔ. 2014. Ò. 54, � 7, Ñ. 1111-1135.
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Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè äèñêðåòèçàöèè äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ

∆n = |λn(C)−λn|
|λn| ïîãðåøíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äèñêðåòèçîâàííîãî îïåðàòîðà â

ñðàâíåíèè ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà, íàéäåííûìè â ÿâíîì

âèäå ïî ôîðìóëå

λn = (α2 + n2π2)2D − iαγvx .

â ñëó÷àå ïðîäîëüíîãî îáòåêàíèÿ (ò.å. ïðè v⃗ = (vx , 0)) ïîëîñû è ñâÿçàííûå ñ ÷àñòîòîé ω
ñîîòíîøåíèåì γω + ρhω2 = −λ)

Àëãàçèí Ñ.Ä., Êèéêî È.À. Ôëàòòåð ïëàñòèí è îáîëî÷åê. Ìîñêâà: Íàóêà, 2006.
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Ëèíåéíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ω

Ïî èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è î ôëàòòåðå íàñ èíòåðåñóåò ðàñïîëîæåíèå ÷àñòîò ω
îòíîñèòåëüíî ìíèìîé îñè.

Êâàäðàòè÷íóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (7) ìîæíî ïðèâåñòè ê ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ω
çàäà÷å

(A− ωB)φ = 0 (8)

ñ ìàòðèöàìè óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè

A =

(
C γI
0 I

)
, B =

(
0 −ρhI
I 0

)
.

Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ωj ó çàäà÷ (7) è (8) ñîâïàäàþò, à

ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò âèä

ψj è φj =

(
ψj

ωjψj

)
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ìåòîä äèõîòîìèè ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà

Èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ñïåêòðå ìàòðè÷íîãî ïó÷êà A− ωB ÿâëÿþòñÿ

H =

∮
γ
(ωB − A)−1T (ω̄B∗ − A∗)−1d |λ| è P =

1

2πi

∮
γ
(ωB − A)−1Bdλ,

ãäå T = T ∗ > 0 ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðè÷íàÿ íîðìèðîâêà.

∥H∥ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàññòîÿíèå îò ñïåêòðà äî êðèâîé γ.
P � ïðîåêòîð íà ïðàâîå ïðèâîäÿùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ïó÷êà A− ωB , ñîîòâåòñòâóþùåå
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì âíóòðè êîíòóðà γ.
tr P ðàâåí ÷èñëó òàêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ê ìàòðè÷íîìó ïó÷êó A− ωB ïðèìåíèì àëãîðèòì äèõîòîìèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ω
ìíèìîé îñüþ, îñíîâàííûé íà äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ïåðåâîäÿùåì ìíèìóþ îñü â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü.

Ãîäóíîâ Ñ.Ê. Ñîâðåìåííûå àñïåêòû ëèíåéíîé àëãåáðû. Íîâîñèáèðñê: Íàó÷íàÿ êíèãà, 1997. C. 388.

Áèáåðäîðô Ý.À., Ðóäîìåòîâa À.Ñ., Âàí Ëè, ÆóìàáàåâÀ.Ä. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ñïåêòðà

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé è çàäà÷à î ôëàòòåðå áåñêîíå÷íîé ïîëîñû. ÆÂÌèÌÔ, 2024, òîì 64, N 8,
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Cïåêòðàëüíûå ïîðòðåòû â ñëó÷àå øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ è
ïðîäîëüíîãî îáòåêàíèÿ ïðè α = 1

Äëÿ âåðõèõ ãðàôèêîâ ñêîðîñòü ôèêñèðîâàíà vx = 0.1606. N = 10.
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Íåéòðàëüíûå êðèâûå äëÿ ðàçíûõ óãëîâ îáòåêàíèÿ

Ñëåâà � øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå, ñïðàâà � æåñòêîå çàêðåïëåíèå; N = 40.
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Ôóíêöèÿ tr(I − P) îò α, v = |v⃗ |, åå ïðîåêöèÿ è íåéòðàëüíàÿ êðèâàÿ tr(I − P) = 0.

Âåðõíèé ðÿä � øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå ïðè θ = π/100, íèæíèé ðÿä � æåñòêîå çàêðåïëåíèå
ïðè θ = π/4; N = 40.
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Cîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñâóþùèå ωi â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè

Ñëåâà � øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå, ñïðàâà � æåñòêîå çàêðåïëåíèå
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Âåðõíèé ãðàôèê � øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå, íèæíèé � æåñòêîå çàêðåïëåíèå
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Ïîâåäåíèå ôóíêöèè Reψ1(y) sinαx ïðè α = 1, 5, |v |= 0, 3
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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