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Ìåòîäû èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îñòàþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ýô-
ôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèõ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòèêè, ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìåõàíèêè è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Íàëè÷èå áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà òàáëèö è ñïðàâî÷íèêîâ ïî èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì çíà÷è-
òåëüíî óïðîùàåò ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷. Â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ, åñëè ôóíêöèÿ, ïðîîáðàç êîòîðîé íóæíî âû÷èñëèòü, îòñóòñòâóåò
â ñîâðåìåííûõ òàáëèöàõ è ñïðàâî÷íèêàõ ïî èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì,
ðàçðåøèòü ïðîáëåìó â òåðìèíàõ èçâåñòíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò òåîðåìà î âû-
÷åòàõ è èñïîëüçîâàíèå äðóãèõ âàæíûõ òåîðåì òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî.

Ïðè ðåøåíèè îïåðàöèîííûìè ìåòîäàìè çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Â äàííîì äîêëàäå ðàñ-
ñìîòðèì îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ôóíêöèè, âîçíèêàþùåé ïðè ðå-
øåíèè êðàåâîé çàäà÷è â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè 1.

1Ðåìèçîâà Î.È., Ñîñíèí Ì.Ë. Îïåðàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Ãðèíà äëÿ
ìàëûõ âðåìåí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà // Âåñòíèê ÌÈÕÒ. 2011. Ò. 6, � 3. Ñ. 116�119.
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Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Êàê èçâåñòíî, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè f(t)
äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé t ôóíêöèþ f̄(s) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé s ñ ïîìî-
ùüþ èíòåãðàëà 2,3,4

f̄(s) =

∞∫
0

e−stf(t)dt. (1)

Åñëè ôóíêöèÿ f(t) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà ïðè t > 0, f(t) ≡ 0 ïðè t < 0,
èìååò îãðàíè÷åííóþ ñòåïåíü ðîñòà, òî åñòü, ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå A è σ, ÷òî äëÿ âñåõ t > 0

|f(t)| 6 Aeσt, (2)

òî èíòåãðàë (1) ñõîäèòñÿ â îáëàñòè Re s > σ, ïðè÷åì â îáëàñòè Re s > σ0 > σ
ýòîò èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

2Äèòêèí Â.À., Ïðóäíèêîâ À.Ï. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïåðàöèîííîå
èñ÷èñëåíèå. Ì.: Ôèçìàòëèò. 1961.

3Ñâåøíèêîâ À.Ã., Òèõîíîâ À.Í. Òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Ì.:
Íàóêà. 1967.

4Ä¼÷ Ã. Ðóêîâîäñòâî ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è
Z-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ì.: Íàóêà. 1971.
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Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Êëàññ ôóíêöèé f(t), äîïóñêàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ìîæåò áûòü
ðàñøèðåí. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ t > 0 è ñóùåñòâóåò òàêîå
êîìïëåêñíîå ÷èñëî s0, ÷òî ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

∞∫
0

e−s0tf(t)dt < M. (3)

Òîãäà äëÿ âñåõ s, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Re s > Re s0, ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
(1).
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Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ôóíêöèÿ f̄(s), îïðåäåëåííàÿ ÷åðåç ôóíêöèþ f(t) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
(1), íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèåì Ëàïëàñàôóíêöèè f(t). Ôóíêöèÿ f(t) íàçûâàåòñÿ
îðèãèíàëîìôóíêöèè f̄(s). Ñâÿçü ôóíêöèé f(t) è f̄(s) ñèìâîëè÷åñêè îáîçíà÷àþò
ñëåäóþùèì îáðàçîì

f(t) : f̄(s) èëè f̄(s) : f(t).

Åñëè èçâåñòíî èçîáðàæåíèå f̄(s), òî ôîðìóëà îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-
ïëàñà

f(t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

estf̄(s)ds, γ > σ, (4)

îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f(t) â òî÷êàõ åå íåïðåðûâíîñòè. Ôîðìóëà (4) íàçûâàåòñÿ
ôîðìóëîé Ìåëëèíà.
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Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1. Èçîáðàæåíèå ïðîèçâîäíîé. Åñëè ôóíêöèÿ f ′(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ è f(t) : f̄(s), òî

f ′(t) : sf̄(s)− f(0). (5)

2. Èçîáðàæåíèå ñâåðòêè. Åñëè f1(t) : f̄1(s), f2(t) : f̄2(s), òî

f1(t) ∗ f2(t) =

t∫
0

f1(τ)f2(t− τ)dτ : f̄1(s)f̄2(s). (6)

3. Èçîáðàæåíèå èíòåãðàëà ñ âåñîâîé ôóíêöèåé. Åñëè f(t) : f̄(s), òî

∞∫
0

f(τ)χ(τ, t)dτ :
1
√
s
f̄(
√
s), χ(τ, t) =

1
√
πt
e−

τ2

4t . (7)
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Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Èçîáðàæåíèÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé. Èçâåñòíî, ÷òî 5

χ(α, t) :
1
√
s
e−α
√
s, α > 0. (8)

Ïóñòü

Erfc(x) =
2
√
π

∞∫
x

e−τ
2
dτ (9)

� èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè 5,6. Ñïðàâåäëèâî èçîáðàæåíèå 5

1
√
πt
− αeα

2tErfc(α
√
t) :

1
√
s+ α

. (10)

5Áåéòìåí Ã., Ýðäåéè À. Òàáëèöû èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ò. 1. Ì.: Íàóêà,
1969. 344 ñ.

6Ëåáåäåâ Í.Í. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963. 358 ñ.
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Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü

Ln(t) =
et

n!

dn

dtn

(
tne−t

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (11)

� ïîëèíîìû Ëàãåððà 7,8. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà 9,10

eαtLn(βt) :
(s− β − α)n

(s− α)n+1
, Re s > α. (12)

7Áåéòìåí Ã., Ýðäåéè À. Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè. Ôóíêöèè Áåññåëÿ,
ôóíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà, îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ì.: Íàóêà, 1966.

8Ëåáåäåâ Í.Í. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1963. 358 ñ.
9Äèòêèí Â.À., Ïðóäíèêîâ À.Ï. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïåðàöèîííîå

èñ÷èñëåíèå. Ì.: Ôèçìàòëèò. 1961.
10Áåéòìåí Ã., Ýðäåéè À. Òàáëèöû èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ò. 1. Ì.: Íàóêà,

1969. 344 ñ.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü a, b > 0, l > 0. Îáîçíà÷èì E(a, b, l; t) ≡ E(t), Ē(a, b, l; s) ≡ Ē(s).
Ðàññìîòðèì êîíòóðíûé èíòåãðàë

E(t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

etsĒ(s) ds, γ > 0, (13)

ãäå

Ē(s) =

√
s

(s+ ab) th
√
sl + (a+ b)

√
s
. (14)
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Âû÷èñëèì èíòåãðàë (13). Äëÿ ýòîãî èññëåäóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ

Ē(s) =

√
s

(s+ ab) th
√
sl + (a+ b)

√
s
. (14)

Êàê èçâåñòíî, ðàçëîæåíèå ôóíêöèè z th z â ñòåïåííîé ðÿä ïðè |z| < π/2 èìååò
âèä

z th z = z2 −
z4

3
+

2z6

15
− . . . (15)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ (14) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé îò s, ïîëþ-
ñû åå � êîðíè óðàâíåíèÿ

th
√
sl = −

a+ b

s+ ab

√
s. (16)

Èçâåñòíî 11, ÷òî óðàâíåíèå (16) èìååò òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, ïðè÷åì
âñå êîðíè � ïðîñòûå è îíè ðàñïîëîæåíû âäîëü îñè Re s < 0. Îáîçíà÷èì s = −λ2.
Òîãäà óðàâíåíèå (16) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ctg λl =
λ2 − ab
(a+ b)λ

. (17)

11Êàðëîó Ã., Åãåð Ä. Òåïëîïðîâîäíîñòü òâåðäûõ òåë. Ì.: Íàóêà. 1964.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ôóíêöèÿ y1(λ) = ctg λl ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé, óáû-
âàþùåé íà êàæäîì èíòåðâàëå (πn/l, π(n + 1)/l), n ∈ Z. Ôóíêöèÿ y2(λ) =
(λ − ab/λ)/(a + b) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ñ âåðòèêàëüíîé
àñèìïòîòîé λ = 0 è íàêëîííîé àñèìïòîòîé y = λ/(a+ b).

Ðèñ. 1
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Èç ðèñ. 1 âèäíî, óðàâíåíèå (17) èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî
ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó è ðàâíûõ ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ êîðíåé λ, ïðè-
÷åì êàæäûé ïîñëåäóþùèé êîðåíü áîëüøå ïðåäûäóùåãî

λ0 < λ1 < λ2 < ... < λn < ...

Òàê êàê sn = −λ2n, òî ðàññìîòðèì òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîðíåé λn.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ E(t) ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫
C

etsĒ(s) ds, (18)

ïî êîíòóðó C, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 2 è ñîñòîÿùåìó èç îòðåçêà AB, ïàðàë-
ëåëüíîãî ìíèìîé îñè, è ëåâîé ïîëóîêðóæíîñòè CR ðàäèóñà R.

Ðèñ. 2
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Âûáåðåì ðàäèóñ ïîëóîêðóæíîñòè R = n2π2/l2, åñëè a + b 6= 0 è R = (n +
1/2)2π2/l2, åñëè a+ b = 0. Â ýòîì ñëó÷àå íè îäèí èç ïîëþñîâ íå áóäåò ëåæàòü
íà CR. Ïðè n → ∞ èíòåãðàë ïî îòðåçêó AB ïåðåéäåò â èñêîìûé èíòåãðàë
(13), à èíòåãðàë ïî ïîëóîêðóæíîñòè CR ñîãëàñíî ëåììå Æîðäàíà è â ñèëó
ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ lim

|s|→+∞

√
sĒ(s) = 1, s ∈ CR, îáðàòèòñÿ â íóëü. Ïî

òåîðåìå î âû÷åòàõ 12 ïîëó÷àåì

E(t) =
∞∑
n=0

Res
s=sn

[
etsĒ(s)

]
. (19)

12Äèòêèí Â.À., Ïðóäíèêîâ À.Ï. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïåðàöèîííîå
èñ÷èñëåíèå. Ì.: Ôèçìàòëèò. 1961.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü
Φ(s) = ch

√
sl, (20)

Ψ(s) =

(√
s+

ab
√
s

)
sh
√
sl + (a+ b) ch

√
sl. (21)

Òîãäà ôóíêöèþ Ē(s) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ îáîáùåííûõ
ïîëèíîìîâ Φ1(s) = sΦ(s) è Ψ1(s) = sΨ(s), s 6= 0,

Ē(s) =
Φ1(s)

Ψ1(s)
. (22)

Èçâåñòíî, ÷òî 13

lim
s→sn

Φ1(s)

Ψ′1(s)
= lim
s→sn

Φ(s)

Ψ′(s)
, (23)

ãäå sn � êîðíè óðàâíåíèÿ Ψ(s) = 0.

13Ëûêîâ À.Â. Òåîðèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà. 1967.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Âû÷åòû ôóíêöèè etsĒ(s) ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå 14,15

Res
s=sn

[
etsĒ(s)

]
=

Φ(sn)

Ψ′(sn)
esnt. (24)

Íàéäåì Ψ′(sn), ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî sn � êîðíè óðàâíåíèÿ (16). Èç (21)
èìååì

Ψ′(s) = ch
√
sl

[
l(s+ ab)

2s
+
l(a+ b)

2
√
s

th
√
sl +

s− ab
2s
√
s

th
√
sl

]
. (25)

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî th
√
sl âûðàæåíèå (16), ìîæåì çàïèñàòü

Ψ′(s) = ch
√
sl
l(a2 − s)(b2 − s) + (a+ b)(ab− s)

2s(s+ ab)
. (26)

14Äèòêèí Â.À., Ïðóäíèêîâ À.Ï. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è îïåðàöèîííîå
èñ÷èñëåíèå. Ì.: Ôèçìàòëèò. 1961.
15Ä¼÷ Ã. Ðóêîâîäñòâî ê ïðàêòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è

Z-ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ì.: Íàóêà. 1971.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òàê êàê sn = −λ2n, ãäå λn � êîðíè óðàâíåíèÿ (17), òî

cn = lim
s→sn

Φ(s)

Ψ′(s)
=

2λ2n
(
λ2n − ab

)
l (λ2n + a2) (λ2n + b2) + (a+ b) (λ2n + ab)

. (27)

Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè Ē(s) íàõîäèì â
ôîðìå

E(t) =
∞∑
n=0

cne
−λ2

nt, t > 0, (28)

ãäå êîýôôèöèåíòû cn îïðåäåëÿþòñÿ èç (27).
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà(
λ2n + a2

) (
λ2n + b2

)
=
(
λ2n − ab

)2
+ (a+ b)2λ2n, (29)

(a+ b)λn =
(
λ2n − ab

)
tg λnl, (30)

êîýôôèöèåíòû cn ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

cn =
2λ3n cos2 λnl

lλn (λ2n − ab) + (λ2n + ab) sinλnl cosλnl
. (31)
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïîëó÷èì äðóãóþ ôîðìó çàïèñè ôóíêöèè E(t). Îáîçíà÷èâ p =
√
s è âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì

(
p2 + ab

)
sh pl + (a+ b) p ch pl =

(p+ a)(p+ b)

2
epl
(

1−
(p− a)(p− b)
(p+ a)(p+ b)

e−2pl

)
,

(32)
à òàêæå ïðåäñòàâëåíèåì

1

1− q
=
∞∑
n=0

qn, |q| < 1, (33)

çàïèøåì ôóíêöèþ (14) â âèäå

Ē(s) = 2p ch pl

∞∑
n=0

(p− a)n(p− b)n

(p+ a)n+1(p+ b)n+1
e−(2ln+l)p. (34)
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü

T̄n(s) =
2 ch pl

p
e−(2ln+l)p, (35)

f̄n(h, s) =
(p− h)n

p (p+ h)n+1
, Ēn(h, s) = sf̄n(h, s). (36)

Òîãäà ôóíêöèÿ (34) ïðèìåò âèä

Ē(s) =
∞∑
n=0

T̄n(s)Ēn(a, s)Ēn(b, s). (37)

Ôóíêöèþ T̄n(s) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

T̄n(s) =
1
√
s
e−2ln

√
s +

1
√
s
e−(2ln+2l)

√
s. (38)

20 / 27



Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò

T̄n(s) : Tn(t) = χ(2ln, t) + χ(2ln+ 2l, t) . (39)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëàìè (7) è (12), ïîëó÷àåì, ÷òî

f̄n(h, s) :

∞∫
0

e−hτLn (2hτ)χ(τ, t) dτ. (40)

Ñâîéñòâî (5) ïîçâîëÿåò íàì çàïèñàòü

Ēn(h, s) : En(h, t) =

∞∫
0

e−hτLn (2hτ)χ′t(τ, t) dτ.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê ðàâåíñòâó (37) ñâîéñòâî (6), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

E(t) =
∞∑
n=0

Tn(t) ∗ En(a, t) ∗ En(b, t) . (41)
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü a, b > 0, l > 0. Òîãäà îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè

Ē(s) =

√
s

(s+ ab) th
√
sl + (a+ b)

√
s

(42)

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìàõ

E(t) =
∞∑
n=0

cne
−λ2

nt, (43)

ãäå

cn =
2λ2n

(
λ2n − ab

)
l (λ2n + a2) (λ2n + b2) + (a+ b) (λ2n + ab)

, (44)

λn � ïîëîæèòåëüíûå êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

ctg λl = (λ− ab/λ)/(a+ b), (45)
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

è

E(t) =
∞∑
n=0

Tn(t) ∗ En(a, t) ∗ En(b, t) , (46)

ãäå

Tn(t) = χ(2ln, t) + χ(2ln+ 2l, t) , χ(τ, t) =
1
√
πt
e−

τ2

4t , (47)

En(h, t) =

∞∫
0

e−hτLn (2hτ)χ′t(τ, t) dτ, Ln(τ) =
eτ

n!

dn

dτn

(
τne−τ

)
. (48)
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×àñòíûå ñëó÷àè

Åñëè îäèí èç ïàðàìåòðîâ a èëè b ðàâåí íóëþ, à äðóãîé îòëè÷åí îò íóëÿ,
íàïðèìåð, a = 0, b 6= 0, òî λn áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

ctg λl = λ/b, (49)

à êîýôôèöèåíòû cn ïðèìóò áîëåå ïðîñòîé âèä

cn =
2λ2n

l (λ2n + b2) + b
. (50)

Ïðè a = 0, b 6= 0 èç (37) ïîëó÷àåì

Ē(0, b, l; s) =
∞∑
n=0

T̄n(s)Ēn(b, s), (51)

îòêóäà

E(0, b, l; t) =
∞∑
n=0

Tn(t) ∗ En(b, t) . (52)
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×àñòíûå ñëó÷àè

Åñëè a = b = 0, òî λn = πn/l, cn = 2/l è ôóíêöèÿ (28) çàïèøåòñÿ â âèäå

E(0, 0, l; t) =
2

l

∞∑
n=0

e−(πnl )2t, t > 0. (53)

Ïðè b = 0 èç (51) íàõîäèì

E(0, 0, l; t) =
∞∑
n=0

Tn(t) =
∞∑
n=0

[χ(2ln, t) + χ(2ln+ 2l, t)] . (54)

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

2

l

∞∑
n=0

e−(πnl )2t =
1
√
πt

∞∑
n=0

[
e−

l2n2

t + e−
l2(n+1)2

t

]
, t > 0. (55)
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×àñòíûå ñëó÷àè

Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé l =∞. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (14) ïðèíè-
ìàåò âèä

Ē(a, b,∞; s) =

√
s(√

s+ a
) (√

s+ b
) =

a

a− b
1

√
s+ a

−
b

a− b
1

√
s+ b

. (56)

Èç ôîðìóëû (10) íàõîäèì

E(a, b,∞; t) =
aV (a, t)− bV (b, t)

a− b
, V (x, t) =

1
√
πt
− xex

2tErfc(x
√
t). (57)

Åñëè a = b, òî èç (57) ñëåäóåò

E(a, a,∞; t) = 2
(
a2t+ 1

)
V (a, t)−

1
√
πt
. (58)
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