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Введение

В диссертации изучаются интегрируемые гамильтоновы системы,

связанные с натуральной механической системой и магнитным гео-

дезическим потоком на двумерном торе, а также с субримановым

распределением Гурса в Rn.

При исследовании многих задач классической механики возника-

ют системы дифференциальных уравнений, которые в подходящих

координатах можно записать в следующем виде

ẋi = {xi, H}, ṗi = {pi, H}, i = 1, . . . , n. (1)

Здесь H : T ∗Mn → R — некоторая функция, определенная на ко-

касательном расслоении, которая называется функцией Гамильтона

(гамильтонианом),Mn — гладкое многообразие, являющееся конфи-

гурационным пространством рассматриваемой динамической систе-

мы, а {·, ·} — скобка Пуассона, которая в канонических координатах

имеет следующий вид:

{F,H} =
n∑
i=1

(
∂F

∂xi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂xi

)
.
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Системы вида (1) называются гамильтоновыми. Функция F :

T ∗Mn → R называется первым интегралом гамильтоновой систе-

мы (1), если выполнено Ḟ = {F,H} = 0.

Гамильтонова система (1) называется интегрируемой по Ли-

увиллю (или вполне интегрируемой), если она обладает полным

набором n первых интегралов F1 = H, F2, . . . , Fn, функционально

независимых почти всюду и находящихся попарно в инволюции, то

есть {Fi, Fj} = 0 для всех i, j = 1, . . . , n.

Натуральным механическим системам отвечают гамильтоновы

системы (1) с гамильтонианом вида

H = T (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) + V (x1, . . . , xn),

где T — кинетическая энергия (квадратичная форма по импульсам),

V — потенциал. Рассмотрим гамильтонову систему на двумерном

торе

ẋ = ∂H
∂p1
, ẏ = ∂H

∂p2
, ṗ1 = −∂H

∂x , ṗ2 = −∂H
∂y , H = p21+p22

2 + V (x, y), (2)

где V — периодическая функция на плоскости R2 с некоторой ре-

шеткой периодов Λ ⊂ R2. Известны следующие случаи наличия до-

полнительного интеграла (см., например, [1]):

1) Если V (x, y) = V (αx + βy), где α, β ∈ R, то существует поли-

номиальный интеграл вида F1 = αp2 − βp1.

2) Если V (x, y) = V1(α1x + β1y) + V2(α2x + β2y), где αi, βi ∈ R

— некоторые константы, согласованные с решеткой периодов Λ, то
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существует полиномиальный интеграл вида F2 = (d1+d2)p
2
1+4p1p2−

(d1 + d2)p
2
2 + 2(d1 − d2)(V1 + V2), di = αi/βi.

Следуя [2], полиномиальные интегралы минимальной степени,

независимые от интеграла энергии, будем называть неприводимы-

ми. Согласно известной гипотезе, высказанной В.В. Козловым (см.

[3]), максимальная степень неприводимого интеграла гамильтоновой

системы (2) не превосходит 2. В полном объеме эта гипотеза до сих

пор не доказана.

М.Л. Бялый [4] доказал, что в случае решетки Λ = Z2

V (x, y) = V (x+ 1, y) = V (x, y + 1),

если у гамильтоновой системы (2) (с гладким V ) существует допол-

нительный интеграл третьей степени по импульсам, то существует

интеграл первой степени. В.В. Козлов и Н.В. Денисова [5] обобщили

этот результат на произвольную решетку Λ.

В [5] также показано, что интеграл четвертой степени сводится

к интегралам меньшей степени всегда за исключением, быть может,

случая, когда потенциал V имеет вид

V (x, y) = V1(x) + V2(x+ y) + V3(y) + V4(y − x). (3)

А именно, в [5] не было установлено, может ли гамильтонова систе-

ма (2) с потенциалом (3) иметь неприводимый интеграл четвертой

степени. Исследованию этого случая посвящена глава 1.
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Разложим Vk(z), k = 1, . . . , 4 в ряд Фурье

Vk(z) =
+∞∑

n=−∞
vnke

2πinz,

здесь k, n — индексы (n — не степень) в vnk . Из вещественности Vk

следует, что vnk = v−nk .

Справедлива

Лемма 1 ([1*]). Если гамильтонова система (2) с периодическим

потенциалом (3) имеет полиномиальный по импульсам интеграл

четвертой степени, то каждая из функций Vk содержит беско-

нечно много ненулевых коэффициентов Фурье в своем разложении.

Основной результат главы 1 заключается в следующем.

Теорема 1.1 ([1*]). Пусть vnk быстро убывают с ростом |n| (как

коэффициенты Фурье достаточно гладкой функции). Тогда при усло-

виях леммы 1 имеют место равенства |vn1 | = |vn3 |, |vn2 | = |vn4 |.

Теорема 1.1 была получена совместно с Д.Н. Александровым.

Теорема 1.1 была независимо доказана Н.В. Денисовой, В.В. Коз-

ловым и Д.В. Трещевым в [6]. Более того, в [6] доказано, что если

гамильтонова система (2) с периодическим потенциалом (3) облада-

ет первым интегралом 4 степени, то существует интеграл 2 степени,

независимый от интеграла энергии.

Вопрос о существовании неприводимого первого интеграла более

высокой степени у системы (2) остается открытым. В [7] показано,
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что если гамильтонова система (2) имеет интеграл пятой степени

и потенциал V аналитичен, то существует интеграл первой степе-

ни (этот результат доказан для произвольной решетки периодов за

исключением одного специального типа).

Отметим, что В.В. Козлов и Д.В. Трещев ([8]) доказали, что если

гамильтонова система интегрируема и потенциал V является триго-

нометрическим полиномом, то дополнительный интеграл высокой

степени по импульсам сводится к интегралу первой или второй сте-

пени.

Глава 2 посвящена изучению магнитного геодезического потока

на двумерном торе. Напомним сначала некоторые результаты, ко-

торые относятся к геодезическому потоку в отсутствии магнитного

поля, а затем сопоставим их с результатами, касающимися геодези-

ческого потока в магнитном поле.

По сравнению с натуральными механическими системами, геоде-

зический поток на поверхности является более общим (и намного

более сложным) объектом. Геодезический поток задается системой

уравнений

ẋ = ∂H
∂p1
, ẏ = ∂H

∂p2
, ṗ1 = −∂H

∂x , ṗ2 = −∂H
∂y , H = 1

2g
ijpipj, (4)

где gij — тензор, обратный к метрическому тензору gij на поверхно-

сти. Связь между натуральными механическими системами и гео-

дезическими потоками дает хорошо известный принцип Мопертюи
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(см., например, [3]). Вопрос об интегрируемости геодезических по-

токов по Лиувиллю является очень интересным и сложным.

Напомним теорему В.В. Козлова, которая отражает топологиче-

ские препятствия к полной интегрируемости.

Теорема 1.2 ([9]). Предположим, что на замкнутой ориентируе-

мой поверхности M задана вещественно-аналитическая метрика.

Если род поверхностиM отличен от 0 или 1 (то естьM не гомео-

морфна ни сфере S2, ни тору T2), то система (4) не имеет первого

интеграла, аналитического на T ∗M и независимого от интеграла

энергии.

На двумерном торе существуют два вида римановых метрик, для

которых геодезический поток интегрируем. Если метрика имеет вид

ds2 = Λ(x)(dx2 + dy2)

или

ds2 = (Λ1(x) + Λ2(y))(dx2 + dy2),

то существует полиномиальный по импульсам первый интеграл сте-

пени 1 или 2 (см., например, [3]).

Неизвестно, существуют ли метрики с неприводимыми полино-

миальными интегралами более высоких степеней. Этот вопрос изу-

чался в [2], [8], [10]. Поиск полиномиального первого интеграла гео-

дезического потока на двумерном торе сводится к вопросу о суще-

ствовании периодических решений некоторой квазилинейной систе-
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мы дифференциальных уравнений в частных производных на мет-

рику и коэффициенты этого интеграла вида

A(U)Ux +B(U)Uy = 0. (5)

Оказывается, системы такого вида, отвечающие интегрируемым гео-

дезическим потокам, обладают замечательными свойствами, в част-

ности, они являются полугамильтоновыми (см. [11] - [17]). Полуга-

мильтонову систему можно записать в виде законов сохранения, то

есть существует такая замена переменных UT → (G1(U), . . . , Gn(U)),

что для некоторых F1(U), . . . , Fn(U) верны следующие соотношения

(Gj(U))x + (Fj(U))y = 0, j = 1, . . . , n.

Более того, в гиперболической области, где все собственные числа

λ1, . . . , λn матрицы A−1B или B−1A (в областях, где хотя бы одна

из матриц A,B невырождена) вещественны и попарно различны,

полугамильтонова система обладает инвариантами Римана, то есть

существует такая замена переменных

UT → (r1(U), . . . , rn(U)),

что систему можно записать в виде

(rj)x + λj(r)(rj)y = 0, j = 1, . . . , n.

Перейдем теперь к магнитному геодезическому потоку на дву-

мерном торе, который задается гамильтоновой системой

ẋj = {xj, H}mg, ṗj = {pj, H}mg, j = 1, 2
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в магнитном поле с гамильтонианом H = 1
2g

ijpipj и скобкой Пуассо-

на следующего вида:

{F,H}mg =
2∑
i=1

(
∂F

∂xi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂xi

)
+Ω(x1, x2)

(
∂F

∂p1

∂H

∂p2
− ∂F

∂p2

∂H

∂p1

)
.

Если {F,H}mg = 0, то функция F является первым интегралом

магнитного геодезического потока. Магнитные геодезические пото-

ки (или, эквивалентно, системы с гироскопическими силами) изуча-

лись, например, в [18] – [21].

Магнитный геодезический поток на двумерном торе, вероятно,

вообще не допускает неприводимого первого интеграла степени вы-

ше 1 на всех уровнях энергии. Пример интегрируемого геодезиче-

ского потока с дополнительным интегралом первой степени по им-

пульсам можно найти в [19].

Существование дополнительного первого интеграла магнитного

геодезического потока на двумерном торе (в конформных коорди-

натах) на фиксированном уровне энергии эквивалентно существова-

нию периодических решений квазилинейной системы дифференци-

альных уравнений вида (5), которая, как было доказано М. Бялым

и А.Е. Мироновым ([22]), также является полугамильтоновой.

Напомним, что для полугамильтоновой системы выполняются сле-

дующие соотношения на собственные значения ([12], [13]):

∂rj
∂riλk
λi − λk

= ∂ri
∂rjλk

λj − λk
, i 6= j 6= k 6= i.
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Это означает, что существует такая диагональная метрика

ds2 = H2
1(r)dr2

1 + . . .+H2
n(r)dr2

n,

что её символы Кристоффеля удовлетворяют следующим соотноше-

ниям:

Γkki =
∂riλk
λi − λk

, i 6= k.

Диагональная метрика называется егоровской, если её коэффици-

енты вращения βkl симметричны:

βkl = βlk, βkl =
∂rkHl

Hk
, k 6= l,

или, эквивалентно, существует такая функция a(r), что ∂rka(r) =

H2
k(r). Здесь Hi — коэффициенты Ламе этой метрики, H2

i = gii.

Следуя [17], соответствующие полугамильтоновы системы мы будем

называть егоровскими.

Основной результат главы 2 заключается в следующем. Пред-

положим, что магнитный геодезический поток на двумерном торе

имеет дополнительный первый интеграл произвольной степени N

на фиксированном уровне энергии H = 1
2 . Это эквивалентно нали-

чию периодических решений полугамильтоновой системы вида (5) с

некоторыми матрицами A,B ([22], см. также главу 2). Тогда верна

следующая теорема.

Теорема 2.1 ([2*]). Система (5) является егоровской для любого

N .
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Глава 3 посвящена изучению субриманова геодезического пото-

ка для распределения Гурса в Rn. Распределение Гурса двумерных

плоскостей в Rn (см., например, [23]) задается векторными полями

f1(q) = (1, 0,−x2, . . . ,−xn−1), f2(q) = (0, 1, 0, . . . , 0),

где q = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn. В силу теоремы Рашевского — Чоу

([24]) любые две точки q0, q1 ∈ Rn можно соединить кусочно-гладкой

траекторией системы

q̇ = u1f1(q) + u2f2(q), u ∈ R2, (6)

при этом |q̇| =
√
u2

1 + u2
2.

По теореме Филиппова ([24]) любые две точки q0, q1 ∈ Rn мож-

но соединить траекторией системы (6) минимальной длины, то есть

такой траекторией, на которой достигается минимум следующего

функционала

l =

∫ T

0
|q̇| dt, (7)

где q(0) = q0, q(T ) = q1. Такие траектории называются оптималь-

ными. Легко показать, что задача минимизации функционала (7)

эквивалентна задаче минимизации функционала

J =

∫ T

0

u2
1 + u2

2

2
dt. (8)

Для исследования нормальных оптимальных траекторий в задаче

(6), (8) удобно воспользоваться принципом максимума Понтрягина
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([25]). Согласно этому принципу, оптимальные траектории системы

(6) описываются гамильтоновой системой

ẋi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂xi
, i = 1, . . . , n, (9)

где гамильтониан

H(p, q, u) = 〈p, u1f1 + u2f2〉 −
u2

1 + u2
2

2
(10)

максимизирован по управлению:

H(p(t), q(t), u(t)) = max
ũ∈R2

H(p(t), q(t), ũ).

Принцип максимума Понтрягина не дает описания анормальных

траекторий, но в данной работе мы не будем их исследовать.

Гамильтонова система (9) с гамильтонианом (10) задает субрима-

нов геодезический поток для распределения Гурса. Известно, что он

вполне интегрируем (см., например, [23]).

Теорема 3.1 ([3*]). Гамильтонова система (9), отвечающая зада-

че (6), (8), обладает следующими первыми интегралами:

F1 = H =
1

2
((p1 − x2p3 − . . .− xn−1pn)

2 + p2
2),

F2 = p2 − F3x1 − F4
x2

1

2!
− . . .− Fn

xn−2
1

(n− 2)!
,

F3 = p3 − F4x1 − F5
x2

1

2!
− . . .− Fn

xn−3
1

(n− 3)!
,

. . .

Fn−2 = pn−2 − Fn−1x1 − Fn
x2

1

2!
, Fn−1 = pn−1 − Fnx1, Fn = pn.
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Интегралы Fi, i = 1, ..., n, почти всюду функционально независи-

мы и находятся в инволюции:

{Fk, Fs} =
n∑
i=1

(
∂Fk
∂xi

∂Fs
∂pi
− ∂Fk
∂pi

∂Fs
∂xi

)
= 0.

Следующая теорема дает представление о том, как устроены по-

верхности уровня первых интегралов, приведенных в теореме 3.1.

Введем отображение

ϕ : R2n → Rn, ϕ(x, p) = (F1(x, p), ..., Fn(x, p)).

Теорема 3.2 ([3*]). Если C ∈ Rn — регулярное значение отобра-

жения ϕ, то ϕ−1(C) гомеоморфно либо двум экземплярам Rn, либо

s1 непересекающимся цилиндрам S1 × Rn−1, где 0 ≤ s1 ≤ n− 2.

Если C — критическое значение ϕ, то ϕ−1(C) гомеоморфно либо

Rn, либо объединению Γ1∪ . . .∪Γk, k ≤ n−2. Здесь Γj гомеоморфны

либо Rn−1, либо Rn−1 × γ, где γ — окружность или замкнутая

кривая с s самопересечениями.

Основной результат главы 3 заключается в следующем.

Теорема 3.3 ([3*]). Среди решений системы (9) найдутся такие,

что их проекции на плоскость Ox1x2 образуют замкнутые кривые,

симметричные относительно оси Ox1.

В [26] показано, что решения системы (9) (экстремальные тра-

ектории) при n = 4 (случай распределения Энгеля) находятся в

терминах эллиптических функций. Кроме того, в [26] показано, что
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существуют такие экстремальные траектории, что их проекции на

плоскость Ox1x2 являются замкнутыми кривыми либо без самопе-

ресечений, либо с одним самопересечением. В [23] показано, что в

общем случае экстремальные траектории распределения Гурса вы-

ражаются через гиперэллиптические интегралы.

Диссертация состоит из трех глав.

Глава 1 устроена следующим образом.

В параграфе 1.1 показано, что наличие первого интеграла четвер-

той степени у гамильтоновой системы (2) с потенциалом (3) эквива-

лентно существованию решений некоторого дискретного уравнения

на коэффициенты разложения потенциала в ряд Фурье.

В параграфе 1.2 доказана теорема 1.1.

Глава 2 устроена следующим образом.

В параграфе 2.1 изложены результаты, относящиеся к геодези-

ческому потоку на двумерном торе в отсутствии магнитного поля.

Приведены понятия полугамильтоновой системы и метрики егоров-

ского типа.

Параграф 2.2. посвящен интегрируемому магнитному геодезиче-

скому потоку на двумерном торе на фиксированном уровне энергии.

Доказана теорема 2.1 о егоровости соответствующей полугамильто-

новой системы.

Глава 3 устроена следующим образом.

В параграфе 3.1 формулируется задача оптимального управления
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на группе Гурса. Доказана теорема 3.1, в которой приведены первые

интегралы субриманова геодезического потока для распределения

Гурса.

В параграфе 3.2 доказана теорема 3.2 о строении поверхностей

уровня первых интегралов.

В параграфе 3.3 доказана теорема 3.3 о существовании экстре-

мальных траекторий специального вида.

Полученные результаты опубликованы в 6 научных изданиях [1*]

— [6*], 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК

[1*] — [3*], 3 — в тезисах докладов и материалах конференций [4*]

— [6*]. Все сформулированные результаты являются новыми и по-

лучены при личном участии автора. Результаты глав 2, 3 получены

автором самостоятельно. Результаты главы 1 были получены сов-

местно с Д.Н. Александровым. Вклад авторов в совместную работу

равноправен и неделим.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руко-

водителю А.Е. Миронову за постановку задач, полезные обсуждения

и всестороннюю поддержку, а также д.ф.–м.н. А.А. Аграчеву за по-

становку задачи о субримановом геодезическом потоке для распре-

деления Гурса (глава 3), интерес к работе и полезные обсуждения.
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Глава 1

Натуральная механическая
система на двумерном торе

1.1 Уравнение на коэффициенты разложения в ряд Фурье

потенциала

Рассмотрим гамильтонову систему на двумерном торе

ẋ = ∂H
∂p1
, ẏ = ∂H

∂p2
, ṗ1 = −∂H

∂x , ṗ2 = −∂H
∂y

(11)

с гамильтонианом

H =
p2

1 + p2
2

2
+ V (x, y),

и потенциалом

V (x, y) = V1(x) + V2(x+ y) + V3(y) + V4(y − x). (12)

Разложим Vk(z), k = 1, . . . , 4 в ряд Фурье

Vk(z) =
+∞∑

n=−∞
vnke

2πinz,
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здесь k, n — индексы (n — не степень) в vnk . Из вещественности Vk

следует, что vnk = v−nk .

Имеет место

Лемма 2 ([1*]). Если существует полиномиальный интеграл чет-

вертой степени по импульсам и при этом не существует ин-

тегралов меньшей степени, то коэффициенты vki удовлетворяют

уравнению

(m+ n)(mvn2v
m−n
3 − nv−m+n

1 vm2 )−

(m− n)(nvm+n
1 vm4 +mvm+n

3 v−n4 ) = 0, (13)

где m,n ∈ Z.

Таким образом, вопрос о существовании полиномиального инте-

грала четвертой степени по импульсам сводится к существованию

решений дискретного уравнения (13).

Докажем лемму 2. В [5] доказано, если V имеет вид (12), то ин-

теграл четвертой степени, не зависящий от H, приводится к виду

F̃ =
p4

1 + p4
2

4
+ F2 + F0,

где F0 и F2 — полиномы нулевой и второй степеней соответственно.

Мы будем работать с дополнительным интегралом в более удобном

для нас виде

F = H2 − F̃ =
p2

1p
2
2

2
+ f0p

2
1 + f1p1p2 + f2p

2
2 + f.
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Условие {H,F} = 0 эквивалентно системе дифференциальных

уравнений

f0x = 0, (14)

f0y + f1x = Vy = V ′2(x+ y) + V ′3(y) + V ′4(y − x), (15)

f1y + f2x = Vx = V ′1(x) + V ′2(x+ y)− V ′4(y − x), (16)

f2y = 0, (17)

−fx + 2f0Vx + f1Vy = 0,

−fy + f1Vx + 2f2Vy = 0.

Из уравнений (14) и (17) следует, что f0 = f0(y) и f2 = f2(x) соот-

ветственно. Из уравнений (15) и (16) получаем

f0 = V3(y) + d0,

f1 = V2(x+ y)− V4(y − x) + d1,

f2 = V1(x) + d2,

где d0, d1, d2 ∈ R. Пусть Ṽ1 = V1 + d2, Ṽ2 = V2 + d, Ṽ3 = V3 + d0, Ṽ4 =

V4 + d− d1. Тогда

f0 = Ṽ3(y), f1 = Ṽ2(x+ y)− Ṽ4(y − x), f2 = Ṽ1(x),

V = Ṽ1 + Ṽ2 + Ṽ3 + Ṽ4.

При этом система {H,F} будет иметь тот же вид, что и прежде, с

заменой Ṽi на Vi. Таким образом, чтобы не вводить новых обозначе-



20

ний, мы можем считать, что

f0 = V3(y),

f1 = V2(x+ y)− V4(y − x),

f2 = V1(x).

Тогда

−fx + 2V3(y)(V ′1(x) + V ′2(x+ y)− V ′4(y − x))

+ (V2(x+ y)− V4(y − x))(V ′2(x+ y) + V ′3(y) + V ′4(y − x)) = 0 (18)

−fy + 2V1(x)(V ′2(x+ y) + V ′3(y) + V ′4(y − x))

+ (V2(x+ y)− V4(y − x))(V ′1(x) + V ′2(x+ y)− V ′4(y − x)) = 0. (19)

Из уравнений (18) и (19) получаем

−f + 2V3(y)(V1(x) + V2(x+ y) + V4(y − x)) + 1
2(V2(x+ y)− V4(y − x))2

+
∫

(V2(x+ y)− V4(y − x))V ′3(y)dx+ F (y) = 0,

−f + 2V1(x)(V2(x+ y) + V3(y) + V4(y − x)) + 1
2(V2(x+ y)− V4(y − x))2

+
∫

(V2(x+ y)− V4(y − x))V ′1(x)dy +G(x) = 0,

где F (y) и G(x) — некоторые функции. Следовательно,

2(V3(y)−V1(x))(V2(x+y)+V4(y−x))+V ′3(y)

∫
(V2(x+y)−V4(y−x))dx

−V ′1(x)

∫
(V2(x+ y)− V4(y − x))dy + F (y)−G(x) = 0. (20)

Найдем коэффициент при e2πi(nx+my) в равенстве (20) для n 6=

0,m 6= 0:

2vm−n3 e2πi(m−n)yvn2 e
2πin(x+y) + 2vm+n

3 e2πi(m+n)yv−n4 e−2πin(y−x)
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−2v−m+n
1 e2πi(−m+n)xvm2 e

2πim(x+y) − 2vm+n
1 e2πi(m+n)xvm4 e

2πim(y−x)

+2πi(m− n)vm−n3 e2πi(m−n)y

∫
vn2 e

2πin(x+y)dx

−2πi(m+ n)vm+n
3 e2πi(m+n)y

∫
v−n4 e−2πin(y−x)dx

−2πi(−m+ n)v−m+n
1 e2πi(−m+n)x

∫
vm2 e

2πim(x+y)dy

+2πi(m+ n)vm+n
1 e2πi(m+n)x

∫
vm4 e

2πim(y−x)dy =

= [2vm−n3 vn2 + 2vm+n
3 v−n4 − 2v−m+n

1 vm2 − 2vm+n
1 vm4

+2πi(m− n)vm−n3

1

2πin
vn2 − 2πi(m+ n)vm+n

3

1

2πin
v−n4

−2πi(−m+n)v−m+n
1

1

2πim
vm2 + 2πi(m+n)vm+n

1

1

2πim
vm4 ]e2πi(nx+my) =

2mn(vn2v
m−n
3 +vm+n

3 v−n4 −v−m+n
1 vm4 )+(m−n)(mvn2v

m−n
3 +nv−m+n

1 vm2 )

+(m+ n)(nvm+n
1 vm4 −mvm+n

3 v−n4 ) = 0

Таким образом, мы получаем уравнение

(m+n)(mvn2v
m−n
3 −nv−m+n

1 vm2 )−(m−n)(nvm+n
1 vm4 +mvm+n

3 v−n4 ) = 0.

Покажем, что при n = 0 или m = 0 последнее равенство также

выполняется. В этих случаях оно переходит в v0
2 = v0

4. Если n 6= 0,

а m = 0, то из (18) следует

(v0
2 − v0

4) · 2πinvn3 = 0.

Если m 6= 0, а n = 0, то из (19) следует

(v0
2 − v0

4) · 2πinvn1 = 0.
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Отсюда следует, что либо V1 = 0 и V3 = 0 (в этом случае существует

интеграл второй степени), либо V1 6= 0, V3 6= 0 и v0
2 = v0

4.

Итак, уравнение (13) выполнено для любых целых m и n. Лемма

2 доказана.

1.2 Основные результаты

Верна

Лемма 1 ([1*]). Если гамильтонова система (11) с периодическим

потенциалом (12) имеет полиномиальный по импульсам интеграл

четвертой степени, то каждая из функций Vi содержит беско-

нечно много ненулевых коэффициентов Фурье в своем разложении.

Пусть m 6= n, m 6= −n, m 6= 0 и n 6= 0. Иначе уравнение (13) вы-

рождается, и эти случаи были разобраны в доказательстве предыду-

щей леммы. Поделим уравнение (13) наmn(m−n)(m+n). Получим(
vn2
n

)(
vm−n3

m− n

)
+

(
v−m+n

1

−m+ n

)(
vm2
m

)
−(

vm+n
1

m+ n

)(
vm4
m

)
+

(
vm+n

3

m+ n

)(
v−n4

−n

)
= 0.

Пусть uki = vki
k , тогда уравнение (13) примет вид

un2u
m−n
3 + u−m+n

1 um2 − um+n
1 um4 + um+n

3 u−n4 = 0. (21)

Заметим, что

umi =
vmi
m

=
v−mi
m

= −u−mi ,
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т.е.

umi = −u−mi .

Для доказательства леммы 1 нам понадобится следующая лемма.

Лемма 3. Если функция V1 тождественно равна нулю, то инте-

грал F сводится к интегралам меньшей степени.

Докажем лемму 3. Предположим, что V1 ≡ 0. Тогда (21) прини-

мает вид

un2u
m−n
3 + um+n

3 u−n4 = 0.

Отметим, что V2, V3, V4 не могут быть константами, так как в про-

тивном случае интеграл F сводится к интегралам меньшей степени.

Рассмотрим сначала случай, когда V3 содержит бесконечное чис-

ло ненулевых слагаемых в разложении Фурье. Фиксируем n > 0

такое, что un2 6= 0, тогда

um−n3 = −um+n
3

u−n4

un2
.

В силу того, что V3 содержит бесконечное число слагаемых в раз-

ложении Фурье, существует m такое, что um−n3 6= 0. Если |u
−n
4

un2
| > 1,

то при m < 0 среди коэффициентов |um3 | содержится расходящая-

ся геометрическая прогрессия, следовательно, ряд для V3 расходит-

ся. Аналогично, если |u
−n
4

un2
| < 1, то при m > 0 среди коэффициен-

тов |um3 | содержится расходящаяся геометрическая прогрессия. Если

|u
−n
4

un2
| = 1, то ряд для V3 также расходится.
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Теперь рассмотрим случай, когда

V3(z) =
k∑

n=−k
vn3 e

2πinz. (22)

Покажем, что и V2, и V4 должны содержать бесконечно много нену-

левых слагаемых в разложениях. Отметим, что V2 и V4 не могут

одновременно содержать конечное число слагаемых в разложениях,

иначе по теореме Козлова–Трещева [8] интеграл F сводится к ин-

тегралу меньшей степени. Если V4(z) =
∑+∞

n=−∞ v
n
4 e

2πinz, а V2(z) =∑l
n=−l v

n
2 e

2πinz, то существует достаточно большое n такое, что un2 =

0, а un4 6= 0, откуда следует, что vm+n
3 = 0 для всех m, то есть V3 ≡ 0,

что невозможно. Второй случай, когда V4(z) =
∑l

n=−l v
n
4 e

2πinz, а

V2(z) =
∑+∞

n=−∞ v
n
2 e

2πinz, рассматривается аналогично. Таким обра-

зом предположим, что V2 и V4 содержат бесконечное число ненуле-

вых слагаемых в разложениях Фурье. Фиксируем m − n = s так,

чтобы us3 6= 0. Тогда в силу того, что V3 содержит конечное чис-

ло слагаемых в разложении (22), существует n0 > 0 такое, что для

любого n > n0 u
m+n
3 = 0. Следовательно, un2 = 0 при всех n > n0.

Получаем противоречие.

Лемма 3 доказана.

Таким образом, мы можем считать, что V1 не равняется тожде-

ственно нулю.

Докажем лемму 1. Предположим, что V2 имеет конечное число
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слагаемых в разложении в ряд Фурье, т.е.

V2(z) =
k∑

n=−k
vn2 e

2πinz.

Случай, когда V4 имеет конечное число слагаемых, аналогичен это-

му; случай, когда либо V1, либо V3 имеют конечное число слагаемых,

также сводится к этому случаю, если в плоскости x, y сделать пово-

рот на угол π
4 .

Пусть для начала V4 содержит бесконечно много ненулевых сла-

гаемых в разложении в ряд Фурье. Случай конечного их числа разо-

бран ниже.

Зафиксируем m+n > 0 так, чтобы um+n
1 6= 0. В силу того, что V2

содержит конечное число ненулевых слагаемых в разложении Фу-

рье, а V4 — бесконечное, существует достаточно большое m такое,

что um4 6= 0, а um2 = un2 = 0. Тогда (22) принимает вид

um4 = u−n4

um+n
3

um+n
1

.

Среди коэффициентов us4 содержится расходящаяся геометрическая

прогрессия со знаменателем q = um+n
3

um+n
1

.

Если |u
m+n
3

um+n
1
| < 1, то при положительных n ряд V4(z) =

∑+∞
n=−∞ v

n
4 e

2πinz

сходится, а при отрицательных расходится. Наоборот, если |u
m+n
1

um+n
3
| <

1, то при положительных n ряд расходится, а при отрицательных

сходится.

Следовательно, V4 может содержать только конечное число сла-



26

гаемых

V4(z) =
l∑

n=−l
vn4 e

2πinz.

По теореме Козлова-Трещёва либо V1, либо V3, либо и V1, и V3 со-

держат бесконечно много ненулевых слагаемых в разложении.

Рассмотрим случай, когда V3 содержит бесконечное число слага-

емых

V3(z) =
+∞∑

n=−∞
vn3 e

2πinz.

Случай, когда V1 содержит бесконечное число слагаемых, аналоги-

чен этому. Выберем такое n, что u−n4 6= 0. Далее, возьмем достаточно

большое m такое, что um+n
3 6= 0, um2 = um4 = 0. Тогда (21) эквива-

лентно

um+n
3 = −um−n3

un2
u−n4

.

Мы получили, что среди коэффициентов um+n
3 имеется геометриче-

ская прогрессия, что невозможно (см. выше).

Лемма 1 доказана.

Перейдем к основному утверждению главы 1. Справедлива сле-

дующая

Теорема 1.1 ([1*]). Пусть vni быстро убывают с ростом |n| (как

коэффициенты Фурье достаточно гладкой функции). Тогда при усло-

виях леммы 1 имеют место равенства |vn1 | = |vn3 |, |vn2 | = |vn4 |.

Докажем теорему 1.1.
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Случаи, когда n = ±m, а также когда одно из этих двух чи-

сел равно нулю, как уже было показано выше, ведут к следующим

равенствам:

v0
1 = u0

3, v
0
2 = u0

4,

которые, очевидно, удовлетворяют условиям теоремы 1.1.

Вновь рассмотрим уравнение (21). Подставим в него вместо (m,n)

следующие значения:

(m,n), (−m,n), (n,m), (−n,m).

Получим следующую систему уравнений

un2u
m−n
3 + u−m+n

1 um2 − um+n
1 um4 + um+n

3 u−n4 = 0,

un2u
−(m+n)
3 + um+n

1 u−m2 − u−m+n
1 u−m4 + u−m+n

3 u−n4 = 0,

um2 u
−m+n
3 + um−n1 un2 − um+n

1 un4 + um+n
3 u−m4 = 0,

um2 u
−(m+n)
3 + um+n

1 u−n2 − um−n1 u−n4 + um−n3 u−m4 = 0.

Далее положим

ujk = ajk + ibjk,

где ajk, b
j
k — вещественные числа, и перейдем к рассмотрению ве-

щественной системы уравнений на ajk и bjk. Тогда из umi = −u−mi

следует, что

a−jk = −ajk, b
−j
k = bjk.
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Имеем

an2a
m−n
3 − bn2bm−n3 − am−n1 am2 − bm−n1 bm2 −

− am+n
1 am4 + bm+n

1 bm4 − am+n
3 an4 − bm+n

3 bn4 = 0,

an2b
m−n
3 + am−n3 bn2 − am−n1 bm2 + am2 b

m−n
1 −

− am+n
1 bm4 − am4 bm+n

1 + am+n
3 bn4 − an4bm+n

3 = 0,

−an2am+n
3 − bn2bm+n

3 − am+n
1 am2 − bm+n

1 bm2 −

− am−n1 am4 + bm−n1 bm4 + am−n3 an4 − bm−n3 bn4 = 0,

an2b
m+n
3 − am+n

3 bn2 + am+n
1 bm2 − am2 bm+n

1 +

+ am−n1 bm4 + am4 b
m−n
1 − am−n3 bn4 − an4bm−n3 = 0, (23)

−am2 am−n3 − bm2 bm−n3 + am−n1 an2 − bm−n1 bn2−

− am+n
1 an4 + bm+n

1 bn4 − am+n
3 am4 − bm+n

3 bm4 = 0,

am2 b
m−n
3 − am−n3 bm2 + am−n1 bn2 + an2b

m−n
1 −

− am+n
1 bn4 − an4bm+n

1 + am+n
3 bm4 − am4 bm+n

3 = 0,

−am2 am+n
3 − bm2 bm+n

3 − am+n
1 an2 − bm+n

1 bn2+

+ am−n1 an4 + bm−n1 bn4 − am−n3 am4 − bm−n3 bm4 = 0,

am2 b
m+n
3 − am+n

3 bm2 + am+n
1 bn2 − an2bm+n

1 −

− am−n1 bn4 + an4b
m−n
1 + am−n3 bm4 − am4 bm−n3 = 0.

Эту систему запишем в виде

A1q1(m,n) = 0,
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где

A1 =



−am4 bm4 −am2 −bm2 −an4 −bn4 an2 −bn2

−bm4 −am4 −bm2 am2 bn4 −an4 bn2 an2

−am2 −bm2 −am4 bm4 −an2 −bn2 an4 −bn4

bm2 −am2 bm4 am4 −bn2 an2 −bn4 −an4

−an4 bn4 an2 −bn2 −am4 −bm4 −am2 −bm2

−bn4 −an4 bn2 an2 bm4 −am4 −bm2 am2

−an2 −bn2 an4 bn4 −am2 −bm2 −am4 −bm4

bn2 −an2 −bn4 an4 −bm2 am2 bm4 −am4



,

q1(m,n) = (am+n
1 , bm+n

1 , am−n1 , bm−n1 , am+n
3 , bm+n

3 , am−n3 , bm−n3 )>.

Рассмотрим q1 6= 0. Тогда эта система имеет ненулевое решение,

если

detA1 = 0.

Вычислив определитель и упростив его, получим

((am2 )2 + (bm2 )2 − (am4 )2 − (bm4 )2 − (an2)2 − (bn2)2 + (an4)2 + (bn4)2)4 = 0,

что эквивалентно

|um2 |2 − |um4 |2 = |un2 |2 − |un4 |2.

Таким образом:

|vm2 |2 − |vm4 |2

m2
=
|vn2 |2 − |vn4 |2

n2
.
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Фиксируемm. Тогда по лемме 1 найдется последовательность n1, n2, ..., ns, ...

такая, что q1(m,ns) 6= 0. Левая часть последнего равенства остается

постоянной, а правая стремится к нулю при s → +∞, так как |vns2 |

и |vns4 | стремятся к нулю. Следовательно,

|vm2 | = |vm4 |

для всех m. Аналогично систему (23) можно записать в виде

A2q2(m,n) = 0,

где

A2 =



am−n3 −bm−n3 −am−n1 −bm−n1 −am+n
3 −bm+n

3 −am+n
1 bm+n

1

bm−n3 am−n3 bm−n1 −am−n1 −bm+n
3 am+n

3 −bm+n
1 −am+n

1

−am+n
3 −bm+n

3 −am+n
1 −bm+n

1 am−n3 −bm−n3 −am−n1 bm−n1

bm+n
3 −am+n

3 −bm+n
1 am+n

1 −bm−n3 −am−n3 bm−n1 am−n1

am−n1 −bm−n1 −am−n3 −bm−n3 −am+n
1 bm+n

1 −am+n
3 −bm+n

3

bm−n1 am−n1 bm−n3 −am−n3 −bm+n
1 −am+n

1 −bm+n
3 am+n

3

−am+n
1 −bm+n

1 −am+n
3 −bm+n

3 am−n1 bm−n1 −am−n3 −bm−n3

−bm+n
1 am+n

1 bm+n
3 −am+n

3 bm−n1 −am−n1 −bm−n3 am−n3



,

q2(m,n) = (an2 , b
n
2 , a

m
2 , b

m
2 , a

n
4 , b

n
4 , a

m
4 , b

m
4 )>.

Аналогичными рассуждениями получаем равенство

|vm1 | = |vm3 |

для всех m. Теорема 1.1 доказана.
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Отметим, что в сингулярном случае гамильтонова система (2) с

потенциалом (3) может иметь несводимый интеграл четвертой сте-

пени. Пусть, например,

V =
a+ b sinx

cos2 x
+ cos(x+ y) +

c+ d sin y

cos2 y
− cos(y − x),

a, b, c, d ∈ R, тогда существует дополнительный интеграл вида

F =
p2

1p
2
2

2
+
c+ d sin y

cos2 y
p2

1+(cos(y+x)+cos(y−x))p1p2+
a+ b sinx

cos2 x
p2

2+f

(см. [27]). Другие примеры можно найти в [28].
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Глава 2

Магнитный геодезический поток на
двумерном торе

2.1 Геодезические потоки и полугамильтоновы системы

Если геодезический поток интегрируем по Лиувиллю, то на торе

можно ввести глобальные полугеодезические координаты (t, x) ([11]),

такие, что

ds2 = g2(t, x)dt2 + dx2, H =
1

2

(
p2

1

g2
+ p2

2

)
.

Первый интеграл имеет вид

F =
a0

gn
pn1 +

a1

gn−1
pn−1

1 p2 + . . .

+
an−2

g2
p2

1p
n−2
2 +

an−1

g
p1p

n−1
2 + anp

n
2 , ak = ak(t, x).

Условие Ḟ = {F,H} = 0 эквивалентно квазилинейной системе
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дифференциальных уравнений в частных производных

Ut + A(U)Ux = 0 (24)

на коэффициенты F с некоторой матрицейA. Здесь U = (a0, . . . , an−1)
T ,

an−1 = g, an = 1. Система (24) является полугамильтоновой (см.

[11]).

В [15] изучался вопрос существования дополнительного первого

интеграла геодезического потока на двумерном торе, полиномиаль-

ного по импульсам, произвольной степени в изотермических коор-

динатах, ds2 = Λ(x, y)(dx2 +dy2). Существование первого интеграла

вида

F = a0p
n
1 + a1p

n−1
1 p2 + . . .+ anp

n
2 , ak = ak(x, y),

с учетом теоремы Колокольцова (см. [10])

an = c1 + an−2 − an−4 + . . . , an−1 = c2 + an−3 − an−5 + . . . ,

(здесь c1, c2 — некоторые константы), ведет к квазилинейной системе

дифференциальных уравнений в частных производных вида

A(U)Ux +B(U)Uy = 0, (25)

где U = (a0, . . . , an−2,Λ)T . Система (25) также является полугамиль-

тоновой (в тех областях, где A или B невырождена) (см. [15]).

Согласно теореме М.В. Павлова и С.П. Царева (см. [17]), если

система нераспадающаяся (∂riλk 6= 0, i 6= k), то её егоровость эк-

вивалентна наличию у нее двух законов сохранения специального
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вида:

Fx +Gy = 0, Fy +Hx = 0.

В [15] эти законы найдены в явном виде для системы (25).

2.2 Геодезический поток в магнитном поле

Рассмотрим гамильтонову систему

ẋj = {xj, H}mg, ṗj = {pj, H}mg, j = 1, 2 (26)

на двумерном торе в магнитном поле с гамильтонианомH = 1
2g

ijpipj

и скобкой Пуассона следующего вида:

{F,H}mg =
2∑
i=1

(
∂F

∂xi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂xi

)
+Ω(x1, x2)

(
∂F

∂p1

∂H

∂p2
− ∂F

∂p2

∂H

∂p1

)
.

Известен лишь один пример магнитного геодезического потока

на двумерном торе, интегрируемого на всех уровнях энергии с нену-

левым магнитным полем (см., например, [19]).

Пример. Пусть метрика имеет вид

ds2 = Λ(y)(dx2 + dy2),

магнитное поле

w = −u′(y)dx ∧ dy.

Тогда существует линейный по импульсам первый интеграл

F = p1 + u(y).
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Перейдем к исследованию вопроса об интегрируемости геодези-

ческого потока в магнитном поле на фиксированном уровне энергии.

Выберем конформные координаты (x, y), в которых ds2 = Λ(x, y)(dx2+

dy2), H = p21+p22
2Λ . Зафиксируем уровень энергии H = 1

2 . Тогда можно

параметризовать импульсы следующим образом:

p1 =
√

Λ cosϕ, p2 =
√

Λ sinϕ.

Уравнения (26) примут вид

ẋ =
cosϕ√

Λ
, ẏ =

sinϕ√
Λ
, ϕ̇ =

Λy

2Λ
√

Λ
cosϕ− Λx

2Λ
√

Λ
sinϕ− Ω

Λ
.

Следуя [22], будем искать первый интеграл F в виде

F (x, y, ϕ) =
k=N∑
k=−N

ak(x, y)eikϕ. (27)

Здесь ak = uk + ivk, a−k = āk. Условие Ḟ = 0 эквивалентно следую-

щему уравнению

Fx cosϕ+ Fy sinϕ+ Fϕ

(
Λy

2Λ
cosϕ− Λx

2Λ
sinϕ− Ω√

Λ

)
= 0. (28)

Подставим (27) в (28) и приравняем к нулю коэффициенты при eikϕ.

Мы получим

Λy

2Λ

i(k − 1)ak−1 + i(k + 1)ak+1

2
− Λx

2Λ

i(k − 1)ak−1 − i(k + 1)ak+1

2i
+

+
(ak−1)x + (ak+1)x

2
+

(ak−1)y − (ak+1)y
2i

− ikΩak√
Λ

= 0, (29)

где k = 0, . . . , N + 1, ak = 0 при k > N.
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После исключения магнитного поля Ω (см. ниже) получаем ква-

зилинейную систему дифференциальных уравнений на aj вида

A(U)Ux +B(U)Uy = 0, (30)

где U = (Λ, u0, . . . , un−1, v1, . . . , vn−1)
T . Мы не будем её выписывать

явно ввиду громоздкости. В [22] показано, что она является полуга-

мильтоновой для любого N. Там же доказано, что в случае N = 2, 3

система (30) является егоровской. Мы обобщили этот результат на

случай произвольного N. Справедлива

Теорема 2.1 ([2*]). Система (30) является егоровской для любого

N.

Докажем теорему 2.1. Полагая k = N + 1 в (29), получаем соот-

ношение

(aNΛ−
N
2 )x − i(aNΛ−

N
2 )y = 0,

из которого следует, что можно положить aN = Λ
N
2 (см. [22]).

Положим k = N в (29) и рассмотрим действительную и мнимую

части полученного уравнения. Отсюда найдем выражение для маг-

нитного поля

Ω =
(N − 1)(ΛyuN−1 − ΛxvN−1) + 2Λ((vN−1)x − (uN−1)y)

4NΛ
N+1
2

, (31)

а также следующее соотношение:

2Λ((uN−1)x + (vN−1)y) = (N − 1)(vN−1Λy + uN−1Λx). (32)
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Сделаем замены следующего вида:

fk = ukΛ
−k2 , gk = vkΛ

−k2 , k = 0, . . . , N − 1.

Тогда соотношения на коэффициенты ak заметно упростятся. Из

(31), (32) следует

Ω =
(gN−1)x − (fN−1)y

2N
,

(fN−1)x + (gN−1)y = 0. (33)

Полагая k = N − 1 в (29), получаем уравнения:

(N − 1)fN−1((gN−1)x − (fN−1)y) +N((fN−2)y − (gN−2)x −NΛy) = 0,

(N − 1)gN−1((gN−1)x − (fN−1)y) +N((fN−2)x + (gN−2)y +NΛx) = 0,

которым, с учетом (33), можно придать следующий вид:

Rx +

(
N − 1

2
(g2
N−1 − f 2

N−1)−N 2Λ +NfN−2

)
y

= 0,

Ry +

(
N − 1

2
(f 2
N−1 − g2

N−1)−N 2Λ−NfN−2

)
x

= 0,

где

R = (N − 1)fN−1gN−1 −NgN−2.

Тем самым мы показали, что система (30) действительно является

системой егоровского типа. Теорема 2.1 доказана.
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Глава 3

Субриманов геодезический поток для
распределения Гурса

3.1 Задача оптимального управления на группе Гурса

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления:

q̇ = u1f1(q) + u2f2(q), u ∈ R2, (34)

где f1(q) = (1, 0,−x2, . . . ,−xn−1), f2(q) = (0, 1, 0, . . . , 0) — вектор-

ные поля, q = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, с граничными условиями: q(0) =

q0, q(T ) = q1. Мы минимизируем функционал:

J =

∫ T

0

u2
1 + u2

2

2
dt. (35)

Рассматриваемая задача оптимального управления (34), (35) играет

важную роль в робототехнике — в частности, она описывает движе-

ние машины с прицепами на плоскости ([29]).
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Векторные поля f1(q), f2(q) порождают n-мерную нильпотент-

ную алгебру Ли со следующими коммутационными соотношениями:

[f1, fk−1] = fk, 3 ≤ k ≤ n, [f1, fn] = [fi, fj] = 0, 2 ≤ i, j ≤ n.

Эта алгебра Ли называется алгеброй Гурса, а отвечающая ей группа

Ли на Rn называется группой Гурса. При этом f1(q), ..., fn(q) явля-

ются левоинвариантными векторными полями.

В силу принципа максимума Понтрягина ([25]), нормальные оп-

тимальные траектории в задаче (34), (35) описываются уравнениями

Гамильтона

ẋi =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂xi
, i = 1, . . . , n, (36)

с гамильтонианом

H(p, q, u) = 〈p, u1f1 + u2f2〉 −
u2

1 + u2
2

2
, (37)

причем

H(p(t), q(t), u(t)) = max
ũ∈R2

H(p(t), q(t), ũ). (38)

Анормальные траектории мы не исследуем.

Известно, что система (36) интегрируема по Лиувиллю (см., на-

пример, [23]).

Теорема 3.1 ([3*]). Гамильтонова система (36), отвечающая за-

даче (34), (35), обладает следующими первыми интегралами:

F1 = H =
1

2
((p1 − x2p3 − . . .− xn−1pn)

2 + p2
2),
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F2 = p2 − F3x1 − F4
x2

1

2!
− . . .− Fn

xn−2
1

(n− 2)!
,

F3 = p3 − F4x1 − F5
x2

1

2!
− . . .− Fn

xn−3
1

(n− 3)!
,

. . .

Fn−2 = pn−2 − Fn−1x1 − Fn
x2

1

2!
, Fn−1 = pn−1 − Fnx1, Fn = pn.

Интегралы Fi, i = 1, ..., n, почти всюду функционально независи-

мы и находятся в инволюции:

{Fk, Fs} =
n∑
i=1

(
∂Fk
∂xi

∂Fs
∂pi
− ∂Fk
∂pi

∂Fs
∂xi

)
= 0.

Гамильтоновы системы такого вида, отвечающие субримановой

задаче на других группах Ли, изучались, например, в [30] – [32].

Докажем теорему 3.1. Из (38) следует, что Hu1 = Hu2 = 0, то есть

u1 = 〈p, f1〉, u2 = 〈p, f2〉. Поэтому

H(q, p) =
ẋ1

2 + ẋ2
2

2
=
〈p, f1〉2 + 〈p, f2〉2

2
=

1

2
((p1−x2p3−...−xn−1pn)

2+p2
2).

Уравнения (36) имеют вид

ẋ1 = p1 − x2p3 − . . .− xn−1pn, ẋ2 = p2,

ẋ3 = −x2ẋ1, . . . , ẋn = −xn−1ẋ1,

ṗ1 = 0, ṗ2 = p3ẋ1, . . . , ṗn−1 = pnẋ1, ṗn = 0.

Введем вдоль траектории новый параметр s(t) такой, что ṡ = u1,

тогда s(t) = x1(t). Уравнения на импульсы перепишутся в следую-

щем виде:

p′1 = 0, p′2 = p3, . . . , p′n−1 = pn, p′n = 0,
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где p′i = dpi
ds , i = 1, . . . , n. Теперь первые интегралы легко находятся:

Fn = pn, Fn−1 = pn−1 − Fnx1, Fn−2 = pn−2 − Fn−1x1 − Fn
x2

1

2!
,

...

F2 = p2 − F3x1 − F4
x2

1

2!
− ...− Fn

xn−2
1

(n− 2)!
,

F1 = H =
1

2
((p1 − x2p3 − ...− xn−1pn)

2 + p2
2).

Заметим, что Fj = Fj(x1, pj, pj+1, ..., pn), 1 < j < n, поэтому все

Fj почти всюду функционально независимы и находятся попарно в

инволюции. Теорема 3.1 доказана.

3.2 Поверхности уровня первых интегралов

Объясним, как устроены поверхности уровня интегралов Fi. Введем

отображение ϕ : R2n → Rn, ϕ(x, p) = (F1(x, p), ..., Fn(x, p)).

Справедлива

Теорема 3.2 ([3*]). Если C ∈ Rn — регулярное значение отобра-

жения ϕ, то ϕ−1(C) гомеоморфно либо двум экземплярам Rn, либо

s1 непересекающимся цилиндрам S1 × Rn−1, где 0 ≤ s1 ≤ n− 2.

Если C — критическое значение ϕ, то ϕ−1(C) гомеоморфно либо

Rn, либо объединению Γ1∪ . . .∪Γk, k ≤ n−2. Здесь Γj гомеоморфны

либо Rn−1, либо Rn−1 × γ, где γ — окружность или замкнутая

кривая с s самопересечениями (см. ниже).

Докажем теорему 3.2.
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Пусть (x1, ..., xn, P1, ..., Pn) — новые координаты в фазовом про-

странстве, где Pi определяются следующим образом:

P1 = p1 − x2p3 − x3p4 − ...− xn−1pn, Pn = pn,

Pn−1 = pn−1 − Pnx1, Pn−2 = pn−2 − Pn−1x1 − Pn
x2

1

2!
,

. . .

P3 = p3 − P4x1 − P5
x2

1

2!
− ...− Pn

xn−3
1

(n− 3)!
, P2 = p2.

Заметим, что новые координаты не являются каноническим. Урав-

нения (36) в новых координатах имеют вид:

ẋ1 = P1, ẋ2 = P2, ẋ3 = −x2P1, . . . , ẋn = −xn−1P1,

Ṗ1 = −P2

(
P3 + P4x1 + ...+ Pn

xn−3
1

(n− 3)!

)
,

Ṗ2 = P1

(
P3 + P4x1 + ...+ Pn

xn−3
1

(n− 3)!

)
,

Ṗ3 = 0, . . . , Ṗn = 0.

В новых координатах первые интегралы принимают вид:

F1 =
1

2
(P 2

1 +P 2
2 ), F2 = P2−P3x1−...−Pn

xn−2
1

(n− 2)!
, F3 = P3, . . . , Fn = Pn.

Выпишем матрицу Якоби Jn×2n = (∂F∂x ,
∂F
∂P ) отображения ϕ в новых

координатах:
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

0 0 ... 0 0 ... 0 0 0 1

0 0 ... 0 0 ... 0 0 1 0

. . . . . . . . . .

0 0 ... 0 0 0 1 0 ... 0

w0 0 ... 0 0 1 −x1 −x21
2! ... − xn−2

1

(n−2)!

0 0 ... 0 P1 P2 0 0 ... 0


.

Здесь w0 = ∂F2

∂x1
= −

(
P3 + P4x1 + ...+ Pn

xn−3
1

(n−3)!

)
.

Если P1 6= 0, то ранг матрицы максимален и равен n. Ранг Jn×2n

равняется n − 1 только в следующих случаях: P1 = 0, P2 = 0 либо

P1 = w0 = 0, P2 6= 0.

Зафиксируем значения первых интегралов: Fk = Ck, 1 ≤ k ≤ n.

Тогда

P 2
1 + P 2

2 = 2C1, (39)

P2 = C2 + C3x1 + ...+ Cn
xn−2

1

(n− 2)!
, (40)

при этом (x2, . . . , xn) ∈ Rn−1.

Таким образом, поверхности уровней первых интегралов опреде-

ляются пересечением двух цилиндров в R3, заданных уравнениями

(39) и (40).

Рассмотрим сначала случай, когда C3 = . . . = Cn = 0. Тогда

уравнение (40) принимает вид P2 = C2. Из (39) получаем P1 =

±
√

2C1 − C2
2 . Если |C2| <

√
2C1, то ранг отображения ϕ равен n



44

и ϕ−1(C) гомеоморфно двум экземплярам Rn. Если |C2| =
√

2C1, то

ранг ϕ равен n− 1 и ϕ−1(C) гомеоморфно Rn.

Далее предположим, что найдется такое k, 3 ≤ k ≤ n, что

Ck 6= 0. В этом случае пересечение двух цилиндров, заданных в R3

уравнениями (39) и (40), состоит из замкнутых кривых, симметрич-

ных относительно плоскости OP2x1, и точек их касания.

В регулярном случае, когда в пересечении цилиндров лежат s1

непересекающихся кривых, гомеоморфных окружностям, где 1 ≤

s1 ≤ n − 2, поверхности уровня устроены как объединение цилин-

дров S1 × Rn−1. На рис. 1 изображены цилиндры, заданные урав-

нениями (39), (40), которые пересекаются по двум окружностям, то

есть поверхности уровня первых интегралов в этом случае устроены

как объединение двух экземпляров S1 × Rn−1.

Критические уровни первых интегралов отвечают точкам каса-

ния цилиндров, их число не превосходит n−3; в этом случае поверх-

ности устроены как объединение Γ1∪ . . .∪Γs, 1 ≤ s ≤ n− 2, где Γj

гомеоморфны либо Rn−1 (этот случай отвечает изолированной точ-

ке касания цилиндров), либо Rn−1 × γ, где γ — либо окружность,

либо замкнутая кривая с s2 самопересечениями, 1 ≤ s2 ≤ n− 3. На

рис. 2 изображены два цилиндра, которые касаются в изолирован-

ной точке K и пересекаются по двум соприкасающимся в точке L

окружностям, то есть поверхности уровня в этом случае устроены

как Rn−1 ∪ (Rn−1 × γ), где γ – замкнутая кривая с одним самопере-
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сечением. Теорема 3.2 доказана.

-5 0
5

p1

-5

0

5

p2

-2

0

2

x1

Рис. 1: Пересечение цилиндров, отве-
чающее регулярному значению инте-
гралов

Рис. 2: Пересечение цилиндров, отве-
чающее критическому значению инте-
гралов

3.3 Экстремальные траектории

Система (36) допускает траектории, для которых x1(t), x2(t) — пе-

риодические функции, а их проекции на плоскость Ox1x2 — замкну-

тые кривые.

Теорема 3.3 ([3*]). Среди решений системы (36) найдутся такие,

что их проекции на плоскость Ox1x2 образуют замкнутые кривые,

симметричные относительно оси Ox1.

Докажем теорему 3.3. Нас интересуют такие траектории, для ко-

торых x1(t), x2(t) — периодические функции. Если x1(t) — периоди-
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ческая функция (см. ниже), то из уравнений

ẋ1 = P1, P2 = C2 + C3x1 + . . .+ Cn
xn−2

1

(n− 2)!

следует, что P1(t) и P2(t) также являются периодическими. С учетом

ẋ2 = P2, 2H = (ẋ1)
2 + (ẋ2)

2 = 2C1

имеем:

ẋ2 = C2 + C3x1 + ...+ Cn
xn−2

1

(n− 2)!
, (41)

(ẋ1)
2 = 2C1 −

(
C2 + C3x1 + ...+ Cn

xn−2
1

(n− 2)!

)2

. (42)

Введем обозначения

Qn−2(x1) = C2 +C3x1 + ...+Cn
xn−2

1

(n− 2)!
, f(x1) = 2C1−Q2

n−2(x1),

тогда уравнения (41), (42) примут вид:

(ẋ1)
2 = f(x1), ẋ2 = Qn−2(x1). (43)

Пусть αi — вещественные корни уравнения Qn−2(x1) = 0, а βj —

вещественные корни уравнения f(x1) = 0, i = 1, . . . , k, j =

1, . . . , l. Заметим, что

lim
x1→±∞

f(x1) = −∞.

С другой стороны, f(αi) = 2C1 > 0, i = 1, . . . , k. Поэтому каж-

дый корень αi расположен внутри некоторого отрезка [βj, βj+1], на

котором f(x1) ≥ 0 (см. Рис. 3).
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Рис. 3: Пример взаимного располо-
жения корней уравнений f(x1) =

0, Qn−2(x1) = 0

Рис. 4: Проекция траектории, отвеча-
ющей случаю, показанному на Рис. 3,
на плоскость Ox1x2

Любому такому отрезку [βj, βj+1] отвечают периодические реше-

ния x1(t) с некоторым периодом τ. Предположим, что x1(0) = βj.

Тогда x1(
τ
2) = βj+1, x1(τ) = x1(0) = βj. В силу (43) имеем

dx1 =
√
f(x1)dt, dx2 = Qn−2(x1)dt, t ∈ [0,

τ

2
],

dx1 = −
√
f(x1)dt, dx2 = Qn−2(x1)dt, t ∈ [

τ

2
, τ ].

Следовательно,

dx2 = ±Qn−2(x1)√
f(x1)

dx1. (44)

Таким образом, x2(t) — периодическая функция тогда и только то-

гда, когда следующий интеграл обращается в ноль:∫ τ

0
Qn−2(x1)dt =

∫ τ
2

0
Qn−2(x1)dt+

∫ τ

τ
2

Qn−2(x1)dt =

∫ βj+1

βj

Qn−2(x1)√
f(x1)

dx1 +

∫ βj

βj+1

Qn−2(x1)

−
√
f(x1)

dx1 = 2

∫ βj+1

βj

Qn−2(x1)√
f(x1)

dx1 = 0.

Выберем константы C2, . . . , Cn так, чтобы полиномQn−2(x1) имел

вид Qn−2(x1) = x1(x
2
1 − α2

1) . . . (x2
1 − α2

k). Тогда последнее равенство
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автоматически выполнено. Положим x2(x1)|x1=βj = 0. Тогда траек-

тория будет симметричной относительно оси Ox1 в плоскости Ox1x2.

Теорема 3.3 доказана.

В заключении приведем примеры траекторий, отвечающих раз-

личным значениям констант Cj, чьи проекции на плоскость Ox1x2

образуют замкнутые симметричные кривые с различным числом са-

мопересечений (см. Рис. 5 — 8). Они были получены численным ин-

тегрированием уравнения (44).

Рис. 5: Q(x1) = x1, C1 = 1
Рис. 6: Q(x1) = 10x1(x

2
1 −

1), C1 = 15
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Рис. 7: Q(x1) = x1(x
2
1 − 1)(x21 −

4), C1 = 42

Рис. 8: Q(x1) = x1(x
2
1 − 1)(x21 −

4)(x21 − 9), C1 = 40000
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Заключение

В диссертации изучаются интегрируемые гамильтоновы системы,

связанные с натуральной механической системой и магнитным гео-

дезическим потоком на двумерном торе, а также с субримановым

распределением Гурса в Rn. В работе получены следующие основ-

ные результаты.

1) Исследована натуральная механическая система на двумерном

торе с гамильтонианом

H =
p2

1 + p2
2

2
+ V (x, y)

и потенциалом

V (x, y) = V1(x) + V2(x+ y) + V3(y) + V4(y − x).

Найдены необходимые условия на потенциал, при которых она обла-

дает неприводимым первым интегралом 4 степени (в неразделимом

соавторстве с Д.Н. Александровым).

2) Доказано, что квазилинейная система дифференциальных урав-

нений, отвечающая наличию у магнитного геодезического потока на



51

двумерном торе на фиксированном уровне энергии (в конформных

координатах) дополнительного полиномиального первого интегра-

ла, является егоровской системой.

3) Исследовано распределение Гурса в Rn. Выписаны первые ин-

тегралы субриманова геодезического потока для этого распределе-

ния, построены их поверхности уровня. Найдены примеры траекто-

рий, отвечающих движению вдоль "запрещенных" направлений.

Результаты этой работы могут быть использованы при изучении

интегрируемых гамильтоновых систем.
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