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Введение

Диссертация посвящена исследованию алгебро–геометрических

одноточечных коммутирующих разностных операторов ранга 1 и

ранга 2, отвечающих гиперэллиптическим спектральным кривым

произвольного рода. В диссертационной работе в случае опера-

торов ранга 2 получены уравнения, эквивалентные уравнениям

Кричевера–Новикова на дискретную динамику параметров Тюри-

на. С помощью этих уравнений построены примеры операторов, от-

вечающих гиперэллиптическим спектральным кривым произволь-

ного рода. Изучен новый класс операторов, а именно алгебро–

геометрические одноточечные коммутирующие разностные опера-

торы ранга один. В эти операторы оператор сдвига входит только с

положительными степенями. Найдены спектральные данные и при-

меры таких операторов в случае гиперэллиптических спектральных

кривых. Также установлена связь таких операторов с одномерными

конечнозонными операторами Шредингера, в частности, получена
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дискретизация конечнозонных операторов Ламе в случае спектраль-

ной кривой рода 1.

Напомним необходимые нам определения. Пусть Lk, Ls — раз-

ностные операторы порядков k и s

Lk =

N+∑
j=−N−

uj(n)T j, Ls =

M+∑
j=−M−

vj(n)T j, n ∈ Z,

N+ ≥ N− ≥ 0, M+ ≥M− ≥ 0, k = N−+N+, s = M−+M+, T — опе-

ратор сдвига, условие их коммутируемости эквивалентно сложной

системе нелинейных разностных уравнений на их коэффициенты.

Эти уравнения изучаются, начиная с начала 20–го века (см. [1]). Для

коммутирующих разностных операторов справедлив аналог леммы

Бурхналла–Чаунди [2]. А именно, если LkLs = LsLk, то существует

ненулевой полином F (z, w) такой, что F (Lk, Ls) = 0 [3]. Полином F

задает спектральную кривую пары Lk, Ls

Γ = {(z, w) ∈ C2|F (z, w) = 0}.

Спектральная кривая параметризует совместные собственные чис-

ла, если

Lkψ = zψ, Lsψ = wψ,

то (z, w) ∈ Γ. Рангом пары Lk, Ls называется размерность про-

странства совместных собственных функций при фиксированных

собственных числах

l = dim{ψ : Lkψ = zψ, Lsψ = wψ},
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при этом предполагается, что точка (z, w) ∈ Γ находится в общем

положении. Таким образом, спектральная кривая и ранг определя-

ются точно также, как и в случае коммутирующих дифференциаль-

ных операторов. В целом, между теориями коммутирующих диффе-

ренциальных и разностных операторов существует много общего, но

есть и существенные различия, которые мы упомянем ниже.

Коммутирующие разностные и дифференциальные операторы

имеют важные приложения в солитонных уравнениях. В частно-

сти, И.М. Кричевером и С.П. Новиковым [4, 5] открыт замеча-

тельный класс точных решений солитонных уравнений — алгебро–

геометрических решений ранга l > 1. Этот класс выделяется следу-

ющим условием. Совместные собственные функции вспомогатель-

ных коммутирующих обыкновенных дифференциальных операто-

ров или их разностных аналогов образуют векторное расслоение

ранга l над спектральной кривой Γ. В случае спектральной кри-

вой рода g = 1 в [4, 5] найдены решения ранга два уравнения

Кадомцева–Петвиашвили и 2D–цепочки Тоды. Основной трудно-

стью при построении таких решений является задача построения

коммутирующих операторов высокого ранга и их деформаций. Зада-

ча классификации коммутирующих дифференциальных операторов

ранга l > 1 решена в [6], а задача классификация коммутирующих

разностных операторов существенно развита в работах [4, 5, 7]. На-

хождение операторов ранга l > 1 в общем случае является открытой
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проблемой.

Прежде чем продолжить обсуждение разностных операторов,

остановимся на дифференциальных операторах. И.М. Кричевером

и С.П. Новиковым [4], с помощью предложенного ими метода де-

формации параметров Тюрина, найдены операторы ранга два при

g = 1. Эти операторы изучались в [8]–[14] (см. также [15], [16]). При

l = 3, g = 1 операторы найдены О.И. Моховым [17] (см. также [18]).

Операторы ранга l с периодическими коэффициентами изучались

в [19]. В последнее время было получено много интересных резуль-

татов об операторах ранга l > 1 при g > 1 [20]–[36].

Максимальное коммутативное кольцо разностных операторов, со-

держащее Lk и Ls, изоморфно кольцу мероморфных функций на

некоторой алгебраической кривой с полюсами в выделенных точках

q1, . . . , qm (см. [4]). Такие операторы называются m–точечными. От-

метим, что любое кольцо коммутирующих дифференциальных опе-

раторов изоморфно кольцу мероморфных функций на спектраль-

ной кривой с единственным полюсом. В этом заключается одно

из основных отличий коммутирующих дифференциальных и раз-

ностных операторов. Совместные собственные функции (функции

Бейкера–Ахиезера) строятся по спектральным данным. Спектраль-

ные данные для двухточечных разностных коммутирующих опера-

торов ранга 1 найдены И.М. Кричевером [3] (см. также [37]). Соб-

ственные функции таких операторов явно находятся через тэта–
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функции спектральных кривых. Классификация m–точечных опе-

раторов ранга l существенно развита в [4]. В частности, в этой ра-

боте найдены спектральные данные для одноточечных операторов

ранга l > 1. При этом, в случае ранга l > 1 собственные функции

не могут быть найдены явно и нахождение таких операторов — от-

крытая проблема. Одноточечные операторы ранга два, отвечающие

эллиптической спектральной кривой, найдены в [4], операторы с по-

линомиальными коэффициентами среди этих операторов найдены

в [38]. В случае спектральных кривых рода g > 1 и ранга l ранее не

было известно примеров одноточечных коммутирующих разностных

операторов до работы [1*].

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и спис-

ка литературы. Список литературы насчитывает 48 наименований.

Общий объем диссертации составляет 76 страниц.

Основные результаты главы 1 заключаются в следующем.

В настоящей главе рассматриваются алгебро–геометрические

одноточечные коммутирующие разностные операторы ранга два

L4, L4g+2, отвечающие гиперэллиптической спектральной кривой Γ

рода g, заданной уравнением

w2 = Fg(z) = z2g+1 + c2gz
2g + c2g−1z

2g−1 + . . .+ c0, (1)

при этом

L4 =
2∑

i=−2
ui(n)T i, L4g+2 =

2g+1∑
i=−(2g+1)

vi(n)T i, u2 = v2g+1 = 1, (2)
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L4ψ = zψ, L4g+2ψ = wψ, ψ = ψ(n, P ), P = (z, w) ∈ Γ. (3)

Совместные собственные функции L4 и L4g+2 удовлетворяют урав-

нению (см. [4])

ψ(n+ 1, P ) = χ1(n, P )ψ(n− 1, P ) + χ2(n, P )ψ(n, P ), (4)

функции χ1(n, P ) и χ2(n, P ) рациональны на Γ и имеют 2g простых

полюсов, зависящих от n. Функция χ2(n, P ) дополнительно имеет

простой полюс в бесконечно удаленной точке q. Для того, чтобы

найти L4 и L4g+2 достаточно найти χ1 и χ2. Пусть σ — инволюция

на Γ, σ(z, w) = (z,−w). Основные результаты этой главы — тео-

ремы 1.1–1.6.

Теорема 1.1 ([1*]). Если

χ1(n, P ) = χ1(n, σ(P )), (5)

то L4 имеет вид

L4 = (T + Un + VnT
−1)2 +Wn, (6)

при этом

χ1 = −Vn
Qn+1

Qn
, χ2 =

w

Qn
+
Sn
Qn

, (7)

где

Sn(z) = −Unzg + βg−1(n)zg−1 + . . .+ β0(n), Qn = −Sn−1 + Sn
Un−1 + Un

.

Функции Un, Vn,Wn, Sn удовлетворяют уравнению

Fg(z) = S2
n +Qn−1Qn+1Vn +Qn(Qn+2Vn+1+ (8)
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Qn+1(z − U 2
n − Vn − Vn+1 −Wn)).

В теореме 1.1 и далее мы используем обозначение Un, Vn,Wn вме-

сто U(n), V (n),W (n). Замечательно, что уравнение (8) линеаризу-

ется.

Следствие 1.1 ([1*]). Функции Sn(z), Un, Vn,Wn удовлетворяют

уравнению

(Sn − Sn+1)(Un + Un+1)−Qn−1Vn −Qn(z − U 2
n − Vn − Vn+1 −Wn)+

Qn+2(z − U 2
n+1 − Vn+1 − Vn+2 −Wn+1) +Qn+3Vn+2 = 0. (9)

Если Sn(z) удовлетворяет уравнению (9), то Sn(z) удовлетворяет

уравнению (8) для некоторого Fg(z).

В случае эллиптической спектральной кривой уравнение (8) поз-

воляет выразить Un, Vn,Wn через два произвольных функциональ-

ных параметра γn, ϑn.

Следствие 1.2 ([1*]). Оператор

L4 = (T + Un + VnT
−1)2 +Wn,

где

Un = −ϑn + ϑn+1

γn − γn+1
, Wn = −c2 − γn − γn+1, (10)

Vn =
ϑ2n − F1(γn)

(γn − γn−1)(γn − γn+1)
, F1(z) = z3 + c2z

2 + c1z + c0

коммутирует с оператором

L6 = T 3 + (Un + Un+1 + Un+2)T
2+
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(Vn + Vn+1 + Vn+2 +Wn − γn+2 + U 2
n + UnUn+1 + U 2

n+1)T+

(U 3
n + Un−1Vn + Un+1Vn+1 + Un(2(Vn + Vn+1) +Wn)− ϑn − γnUn)+

+Vn(Vn−1 + Vn + Vn+1 +Wn − γn−1 + U 2
n−1 + Un−1Un + U 2

n)T−1+

(Un−2 + Un−1 + Un)Vn−1VnT
−2 + Vn−2Vn−1VnT

−3.

Спектральная кривая пары L4, L6 задается уравнением w2 =

F1(z).

Если в теореме 1.1 положить ϑn = 0, то мы получим оператор

вида

L4 = (T + VnT
−1)2 +Wn.

Верна следующая теорема.

Теорема 1.2 ([1*]). Если

χ1(n, P ) = χ1(n, σ(P )), χ2(n, P ) = −χ2(n, σ(P )), (11)

то L4 имеет вид

L4 = (T + VnT
−1)2 +Wn, (12)

при этом

χ1 = −Vn
Qn+1

Qn
, χ2 =

w

Qn
, (13)

где

Qn(z) = zg + αg−1(n)zg−1 + . . .+ α0(n).

Функции Vn,Wn, Qn удовлетворяют уравнению

Fg(z) = Qn−1Qn+1Vn+Qn(Qn+2Vn+1+Qn+1(z−Vn−Vn+1−Wn)). (14)
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Уравнение (14) линеаризуется. А именно, если в (14) заменить

n на n + 1 и от полученного уравнения отнять (14), то результат

делится на Qn+1(z). В итоге приходим к линейному уравнению на

Qn(z).

Следствие 1.3 ([1*]). Функции Qn(z), Vn,Wn удовлетворяют урав-

нению

Qn−1Vn +Qn(z − Vn − Vn+1 −Wn)−

−Qn+2(z − Vn+1 − Vn+2 −Wn+1)−Qn+3Vn+2 = 0. (15)

Если Qn(z) удовлетворяет уравнению (15), то Qn(z) удовлетворя-

ет уравнению (14) для некоторого Fg(z).

В случае эллиптической спектральной кривой уравнение (14) поз-

воляет выразить Vn,Wn через произвольный функциональный пара-

метр γn.

Следствие 1.4 ([1*]). Оператор

L4 = (T + VnT
−1)2 +Wn,

где

Vn =
F1(γn)

(γn − γn−1)(γn − γn+1)
, Wn = −c2 − γn − γn+1, (16)

F1(z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0

коммутирует с оператором

L6 = T 3 + (Vn + Vn+1 + Vn+2 +Wn − γn+2)T+
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+Vn(Vn−1 + Vn + Vn+1 +Wn − γn−1)T−1 + Vn−2Vn−1VnT
−3.

Спектральная кривая пары L4, L6 задается уравнением w2 =

F1(z).

Теорема 1.2 позволяет эффективно строить примеры коммутиру-

ющих разностных операторов.

Теорема 1.3 ([1*]). Оператор

L4 = (T + (r3n
3 + r2n

2 + r1n+ r0)T
−1)2 + g(g + 1)r3n, r3 6= 0

коммутирует с разностным оператором L4g+2.

Теорема 1.4 ([1*]). Оператор

L4 = (T+(r1a
n+r0)T

−1)2+r1(a
2g+1−ag+1−ag+1)an−g, r1 6= 0, a 6= 0,

где a2g+1−ag+1−ag+1 6= 0, коммутирует с разностным оператором

L4g+2.

Теорема 1.5 ([1*]). Оператор

L4 = (T+(r1 cos(n)+r0)T
−1)2−4r1 sin(

g

2
) sin(

g + 1

2
) cos(n+

1

2
), r1 6= 0

коммутирует с разностным оператором L4g+2.

Рассмотрим следующую систему дифференциально–разностных

уравнений на функции Vn(t),Wn(t)

V̇n = Vn(Wn−1 −Wn + Vn−1 − Vn+1), (17)
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Ẇn = (Wn −Wn−1)Vn + (Wn+1 −Wn)Vn+1, (18)

Из (17), (18) вытекает, что функция ϕn(t), где eϕn(t) = Vn(t) удовле-

творяет уравнению

ϕ̈n = eϕn−2+ϕn−1 − eϕn−1+ϕn − eϕn+ϕn+1 + eϕn+1+ϕn+2.

Также из (17), (18) следует, что

[L4, ∂t − Vn−1VnT−2] = 0, (19)

где

L4 = (T + Vn(t)T
−1)2 +Wn(t).

Предположим, что Vn(t),Wn(t) — решение ранга два системы

(17), (18), т.е. предположим, что дополнительно к (19) выполнено

[L4, L4g+2] = 0. Найдем эволюционное уравнение на полином Qn,

ассоциированный с L4 (см. теорему 1.2).

Теорема 1.6 ([1*]). Предположим, что потенциалы Vn(t),Wn(t)

оператора L4 = (T + Vn(t)T
−1)2 + Wn(t) удовлетворяют системе

(17), (18). Тогда полином

Qn = zg + αg−1(n)zg−1 + . . .+ α0(n),

отвечающий L4, удовлетворяет эволюционному уравнению

Q̇n = Vn(Qn+1 −Qn−1). (20)

Уравнение (20) задает симметрию уравнения (14). При g = 1

функции Vn(t),Wn(t) выражаются через функциональный параметр
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γn(t) по формулам (16). В этом случае система (17), (18) и уравнение

(20) сводится к одному уравнению

γ̇n =
F1(γn)

(γn−1 − γn)(γn − γn+1)
(γn−1 − γn+1),

где F1(z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0 определяет спектральную кривую

пары L4, L4g+2 : w2 = F1(z). Это уравнение является дискретным

аналогом уравнения Кричевера–Новикова

Wt1 =
48F1(

1
2(−c2 −W ))−W 2

xx + 2WxWxxx

8Wx
, (21)

которое возникает в теории решений ранга два уравнения

Кадомцева–Петвиашвили [5]. Уравнение (21) имеет следующие

представление Лакса

[L4, ∂t − A] = 0, (22)

где L4 = (∂2x +V (x, t))2 +W (x, t), A = ∂3x + 3
2V (x, t)∂x + 3

4Vx(x, t) и

V =
−16F1(

1
2 (−c2−W ))−W 2

xx+2WxWxxx

4W 2
x

. Уравнение (22) является аналогом

(19).

Основные результаты главы 2 заключаются в следующем.

В данной главе изучаются алгебро–геометрические одноточечные

коммутирующие разностные операторы ранга 1. Коэффициенты та-

ких операторов зависят от одного функционального параметра, а

операторы сдвига входят в разностные операторы только с поло-

жительными степенями. Мы изучаем эти операторы в случае ги-

перэллиптических спектральных кривых, когда выделенная точка
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совпадает с бесконечно удаленной точкой ветвления. Отметим, что

все другие классы коммутативных колец разностных операторов, ис-

следованные ранее (см. [4], [3], [37]–[38], [1*]), содержат операторы,

в которые оператор сдвига входит как с положительными, так и с

отрицательными степенями.

Рассмотрим следующие спектральные данные

S = {Γ, γ1, . . . , γg, q, k−1, Pn},

где Γ — риманова поверхность рода g, γ = γ1 + · · · + γg — неспе-

циальный дивизор на Γ (γ1, . . . , γg — в общем положении), q ∈ Γ

— выделенная точка, k−1 — локальный параметр около q, Pn ∈ Γ,

n ∈ Z — набор точек в общем положении (т.е. если n > 0, то точ-

ки (P1, . . . , Pn) принадлежат некоторому всюду плотному подмно-

жеству в Γn = Γ× . . .× Γ и аналогично при n < 0).

Теорема 2.1 ([2*]). Существует единственная функция

ψ(n, P ), n ∈ Z, P ∈ Γ, которая обладает следующими свой-

ствами.

1. Дивизор нулей и полюсов ψ имеет вид

γ1(n) + . . .+ γg(n) + P1 + . . .+ Pn − γ1 − . . .− γg − nq,

если n ≥ 0 и имеет вид

γ1(n) + . . .+ γg(n)− P−1 − . . .− Pn − γ1 − . . .− γg − nq,

если n < 0.
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2. В окрестности q функция ψ имеет разложение

ψ = kn +O(kn−1).

3. ψ(0, P ) = 1.

Функцию ψ(n, P ) назовем функцией Бейкера–Ахиезера. Для ме-

роморфной функции f(P ) на Γ с единственным полюсом порядка

m в q с разложением f = km + O(km−1) существует единственный

оператор вида

Lm = Tm + um−1(n)Tm−1 + . . .+ u0(n),

такой, что Lmψ(n, P ) = f(P )ψ(n, P ). Оператор Lm лежит в комму-

тативном кольце разностных операторов, изоморфном кольцу меро-

морфных функций на Γ с полюсом в q.

Замечание 1. Спектральные данные, в которых появляется до-

полнительный набор точек Pn (аналогично нашей конструкции),

рассматривались И.М. Кричевером [39] в случае двумерного дис-

кретного оператора Шредингера.

Отметим, что дивизор γ1(n) + . . . + γg(n) определяется по спек-

тральным данным однозначно. Отметим также, что в частном слу-

чае, когда все точки Pn совпадают, мы получаем двухточечные опе-

раторы И.М. Кричевера [3] ранга один.

Двухточечные операторы ранга один, в которые операторы сдви-

га входят только с отрицательными степенями, рассматривались в

работе [40].
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Рассмотрим гиперэллиптическую спектральную кривую Γ, за-

данную уравнением (1), в качестве выделенной точки выберем q =

∞. Пусть ψ(n, P ) — соответствующая функция Бейкера–Ахиезера.

Тогда существуют коммутирующие операторы L2, L2g+1 такие, что

L2ψ = ((T + Un)
2 +Wn)ψ = zψ, L2g+1ψ = wψ. (23)

Теорема 2.2 ([2*]). Имеет место равенство

L2 − z = (T + Un + Un+1 + χ(n, P ))(T − χ(n, P )),

где

χ =
ψ(n+ 1, P )

ψ(n, P )
=
Sn
Qn

+
w

Qn
, (24)

Sn(z) = −Unzg + δg−1(n)zg−1 + . . .+ δ0(n), Qn = −Sn−1 + Sn
Un−1 + Un

.

Функции Un,Wn, Sn удовлетворяют уравнению

Fg(z) = S2
n + (z − U 2

n −Wn)QnQn+1. (25)

Уравнение (25) так же, как и уравнение (14) может быть линеа-

ризовано.

Следствие 2.1 ([2*]). Функции Sn(z), Un,Wn удовлетворяют урав-

нению

(Sn − Sn+1)(Un + Un+1)− (z − U 2
n −Wn)Qn+

(z − U 2
n+1 −Wn+1)Qn+2 = 0. (26)
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Следствие 2.2 ([2*]). В случае эллиптической спектральной кри-

вой Γ, заданной уравнением

w2 = F1(z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0,

оператор

L2 = (T + Un)
2 +Wn, (27)

где

Un = −µ1
√
F1(γn) + µ2

√
F1(γn+1)

γn − γn+1
, Wn = −c2 − γn − γn+1, (28)

µ1, µ2 = ±1, γn — произвольный функциональный параметр, ком-

мутирует с некоторым оператором L3.

Отметим, что данные операторы могут быть получены из од-

ноточечных операторов Кричевера–Новикова ранга два (см. [4]).

Продемонстрируем это при g = 1. Если в следствии 1.2 возьмем

ϑn = ±
√
F1(γn), то мы получаем операторы из следствии 2.2.

Теорема 2.2 позволяет строить явные примеры.

Теорема 2.3 ([2*]). Оператор

L2 = (T + r1 cos(n))2 +
1

2
r21 sec2(g +

1

2
) sin(g) sin(g + 1) cos(2n),

r1 6= 0 коммутирует с оператором L2g+1 порядка 2g + 1.

Теорема 2.4 ([2*]). Оператор

L2 = (T + α2n
2 + α0)

2 − g(g + 1)α2
2n

2, α2 6= 0

коммутирует с оператором L2g+1 порядка 2g + 1.
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Основные результаты главы 3 заключаются в следующем.

В этой главе мы будем изучать алгебро–геометрические одното-

чечные коммутирующие ε–разностные операторы ранга 1 вида

Lm =
Tmε
εm

+ um−1(x, ε)
Tm−1ε

εm−1
+ . . .+ u0(x, ε),

где Tε — оператор сдвига на ε, Tεϕ(x) = ϕ(x+ ε). Пусть Γ — гипер-

эллиптическая спектральная кривая, удовлетворяющая уравнению

(1) и q =∞. Предположим, что оператор

L2 =
T 2
ε

ε2
+ A(x, ε)

Tε
ε

+B(x, ε)

коммутирует с оператором L2g+1. Аналогами теоремы 2.2 и след-

ствия 2.2 из [2*] являются следующие теорема и следствие.

Теорема 3.1 ([3*]). Имеет место равенство

L2 − z =
(Tε
ε

+ A(x, ε) + χ(x+ ε, ε, z)
)(Tε
ε
− χ(x, ε, z)

)
,

где

χ =
S(x, ε, z)

Q(x, ε, z)
+

w

Q(x, ε, z)
,

S(x, ε, z) = −δg(x, ε)zg + δg−1(x, ε)z
g−1 + . . .+ δ0(x, ε),

A(x, ε) = δg(x, ε) + δg(x+ ε, ε),

Q(x, ε, z) = −S(x− ε, ε, z) + S(x, ε, z)

A(x− ε, ε)
.

Функции A,B, S,Q удовлетворяют уравнению

Fg(z) = S2(x, ε, z) +Q(x, ε, z)Q(x+ ε, ε, z)(z −B(x, ε)). (29)
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Отметим, что уравнение (29) может быть линеаризовано. Функ-

ции A,B, S,Q удовлетворяют уравнению

(S(x, ε, z)− S(x+ ε, ε, z))A(x, ε)−Q(x, ε, z)(z −B(x, ε))+

Q(x+ 2ε, ε, z)(z −B(x+ ε, ε)) = 0. (30)

Если S(x, ε, z) удовлетворяет уравнению (30), то S(x, ε, z) удовле-

творяет уравнению (29) для некоторого Fg(z).

Теорема 3.1 позволяет построить явный пример алгебро–

геометрических коммутирующих одноточечных ε–разностных опе-

раторов в случае эллиптической спектральной кривой.

Следствие 3.1 ([3*]). Оператор

L2 = (
Tε
ε

+ δ1(x, ε))
2 +W (x, ε),

где

δ1(x, ε) = −µ1
√
F1(γ(x, ε)) + µ2

√
F1(γ(x+ ε, ε))

γ̃(x, ε)− γ̃(x+ ε, ε)
,

W (x, ε) = −c2 − γ(x, ε)− γ(x+ ε, ε),

µ1, µ2 = ±1, γ(x, ε) — произвольный функциональный параметр,

коммутирует с оператором

L3 =
T 3
ε

ε3
+
(
δ1(x, ε) + δ1(x+ ε, ε) + δ1(x+ 2ε, ε)

)T 2
ε

ε2
+

(
δ21(x, ε)+δ21(x+ε, ε)+δ1(x, ε)δ1(x+ε, ε)+W (x, ε)−γ(x+2ε, ε)

)Tε
ε

+(
∓
√
F1(γ(x, ε)) + δ1(x, ε)(δ

2
1(x, ε) +W (x, ε)− γ(x, ε))

)
.
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Спектральная кривая пары L2, L3 задается уравнением

w2 = F1(z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0.

При g > 1 решить уравнение (29) очень трудно, более того, даже

нахождение примеров является сложной задачей.

Отметим, что в теории обыкновенных коммутирующих диффе-

ренциальных операторов возникают уравнения аналогичные урав-

нениям (29) и (30). Сделаем сопоставление дискретных уравнений

(29) и (30) с их гладкими аналогами. Напомним сначала некоторые

известные факты об одномерных конечнозонных операторах Шре-

дингера H = ∂2x + u(x). Теория таких операторов тесно связана

с теорией периодических и квазипериодических решений уравнения

Кортевега–де Фриза (см. [41]–[43]). ОператорH коммутирует с неко-

торым дифференциальным оператором M порядка 2g + 1

M = ∂2g+1
x + v2g(x)∂2gx + . . .+ v0(x).

Спектральная кривая Γ пары H, M задается уравнением вида w2 =

Fg(z), при этом для совместной собственной функции ψ(x)

Hψ(x) = zψ(x), Mψ(x) = wψ(x),

имеем (z, w) ∈ Γ. Справедливо разложение (см. [44])

H − z = (∂x + χ0(x))(∂x − χ0(x)),

где

χ0 =
Rx

2R
+
w

R
, R(x, z) = zg + αg−1(x)zg−1 + . . .+ α0(x).
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Полином R удовлетворяет уравнению

Fg(z) = R2(z − u) +
R2
x

4
− RRxx

2
.

Известным примером конечнозонного оператора Шредингера явля-

ется оператор Ламе

∂2x − g(g + 1)℘(x).

где ℘(x) — эллиптическая функция Вейерштрасса, которая удовле-

творяет уравнению (℘′(x))2 = 4℘3(x) + g2℘(x) + g3.

Предположим, что для ε–разностного оператора L2 выполнены

следующие разложения (см. теорему 3.1)

S(x, ε, z) =
R(x, z)

ε
+Q0(x, z) +Q1(x, z)ε+O(ε2),

A(x, ε) = −2

ε
+ u(x)ε+O(ε3), B(x, ε) =

1

ε2
+O(ε2),

тогда

L2 = ∂2x + u(x) +O(ε).

Из (29) вытекает равенство

Fg(z) = R2(z − u) +
R2
x

4
− RRxx

2
+O(ε).

В следствии 3.1 положим функциональный параметр равным

γ(x, ε) = ℘(x− ε),

тогда

L2 =
T 2
ε

ε2
+
(
− 2ζ(ε)− ζ(x− ε) + ζ(x+ ε)

)Tε
ε

+ ℘(ε),
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где ζ(x) — функция Вейерштрасса.

Основной результат этой главы — следующая теорема.

Теорема 3.2 ([3*]). Оператор

L2 =
T 2
ε

ε2
+
(
− 2ζ(ε)− ζ(x− ε) + ζ(x+ ε)

)Tε
ε

+ ℘(ε),

коммутирует с оператором

L3 =
T 3
ε

ε3
+
(
− 3ζ(ε)− ζ(x− ε) + ζ(x+ 2ε)

)T 2
ε

ε2
+(

(ζ(ε) + ζ(x− ε)− ζ(x))(ζ(ε) + ζ(x)− ζ(x+ ε))+

2℘(ε) + ℘(x)
)Tε
ε

+
1

2
℘′(ε).

При этом

L2 = ∂2x − 2℘(x) +O(ε), L3 = ∂3x − 3℘(x)∂x −
3

2
℘′(x) +O(ε).

Отметим, что спектральная кривая пары коммутирующих диф-

ференциальных операторов (т.е. кривая, заданная уравнением w2 =

F1(z))

∂2x − 2℘(x), ∂3x − 3℘(x)∂x −
3

2
℘′(x)

такая же как и для ε–разностных операторов L2, L3. Таким образом,

теорема 3.2 дает замечательную дискретизацию оператора Ламе в

случае спектральной кривой рода 1.

Более того, в работе [3*] мы нашли дискретизацию оператора

Ламе для произвольного рода g. Но, поскольку доказательство до-

статочно длинное, данный результат мы не включили в диссертаци-

онную работу (см. замечание 3.1).
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Отметим, что другая дискретизация оператора Ламе в рамках

двухточечной конструкции рассматривалась в работе [45].

Полученные результаты опубликованы в 7 научных изданиях [1*]

— [7*], 3 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК [1*]

— [3*], 4 — в тезисах докладов и материалах конференций [4*] — [7*].

Все сформулированные результаты являются новыми. Все резуль-

таты были получены совместно с А.Е. Мироновым. Вклад авторов

равноправен и неделим.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руко-

водителю А.Е. Миронову за постановку задач, полезные обсуждения

и всестороннюю поддержку.
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Глава 1

Алгебро–геометрические одното-
чечные коммутирующие разност-
ные операторы ранга 2

1.1 Уравнения Кричевера–Новикова на параметры Тюри-

на

Как уже упоминалось, в случае операторов ранга один в рам-

ках двухточечной конструкции собственные функции находятся яв-

но через тэта–функцию многообразии Якоби спектральной кривой.

Приведем простейший пример. Пусть Γ — эллиптическая кривая

Γ = C/{Z + τZ}, τ ∈ C, Imτ > 0, θ(z) — тэта–функция θ(z) =∑
n∈Z exp(πin2τ + 2πinz). Тогда функция Бейкера–Ахиезера имеет

вид

ψ(n, z) =
θ(z + c+ nh)

θ(z)

(
θ(z − h)

θ(z)

)n
, c, h /∈ {Z + τZ}. (31)
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Для любой мероморфной функции вида λ = θ(z−a1)...(z−ak)
θk(z) , a1 + . . .+

ak = 0 существует единственный оператор

L(λ) = vk(n)T k + . . .+ v0(n)

такой, что

L(λ)ψ = λψ.

Операторы L(λ) и L(µ) коммутируют. Отметим, что функция вида

(31) обобщается на случай главно поляризованных абелевых мно-

гообразий произвольной размерности. Это обобщения позволяет по-

строить коммутирующие разностные операторы от многих дискрет-

ных переменных с матричными коэффициентами (см. [46]).

При l > 1 совместные собственные функции не удается найти.

Это является основной трудностью при построении коммутирующих

операторов высокого ранга. Напомним необходимые нам результаты

из [4]. Одноточечные коммутирующие операторы ранга l имеют вид

L =

Nr+∑
i=−Nr−

ui(n)T i, A =

Mr+∑
i=−Mr−

vi(n)T i,

где l = r+ + r−, (N,M) = 1 [4]. Рассмотрим пространство U(z)

решений уравнения Ly = zy,

dimU(z) = N(r+ + r−).

Из коммутируемости L и A следует, что оператор A определяет ли-

нейный оператор A(z) на пространстве U(z). Выберем базис ϕi(n) в
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пространстве U(z), удовлетворяющий условию нормировки

ϕi(n) = δin, −Nr− ≤ i, n < Nr+.

В базисе ϕi(n) компоненты матрицы A(z) — полиномы по z. В рас-

сматриваемом случае характеристический полином матрицы A(z)

имеет вид

det(w − A(z)) = Rl(w, z).

Полином R определяет спектральную кривую Γ, параметризующую

совместные собственные числа L и A

Lψ = zψ, Aψ = wψ, R(z, w) = 0.

Совместные собственные функции образуют векторное расслоение

ранга l над аффинной частью спектральной кривой. Для каждой

точки P = (z, w) ∈ Γ выберем базис в пространстве совместных

собственных функций, удовлетворяющий требованиям

ψin(P ) = δi,n, −r− ≤ i, n < r+.

В аффинной части спектральной кривой функции ψin(P ) имеют ди-

визор полюсов γ степени lg

γ = γ1 + . . .+ γlg,

не зависящий от n. В точках γi выполнены соотношения

αjsResγsψ
i
n(P ) = αisResγsψ

j
n(P ),
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αis не зависят от n. Набор данных (γ, αs), αs = {αis} называется

параметрами Тюрина. Эти данные определяют оснащенное полу-

стабильное расслоение ранга l степени lg над Γ.

Обозначим через Ψ(n, P ) матрицу Вронского

Ψij(n, P ) = ψin+j(P ), −r− ≤ i, j < r+.

Функция detΨ(n, P ) голоморфна в окрестности бесконечности, ее

дивизор полюсов совпадает с дивизором γ, а дивизор нулей зависит

от n

γ(n) = γ1(n) + . . .+ γlg(n),

при этом γ(0) = γ. Рассмотрим матричную функцию

χ(n, P ) = Ψ(n+ 1, P )Ψ−1(n, P ),

χ(n, P ) =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 . . . 1

χ−r−(n, P ) χ−r−+1(n, P ) χ−r−+2(n, P ) . . . χr+−1(n, P )


.

Ее компоненты в окрестности бесконечности q имеют вид

χi(n, k) = k−1δi,0 − fi(n, k),

где k — локальный параметр около q, fi(n, k) — аналитическая

функция в окрестности q. Справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. (И.М. Кричевер, С.П. Новиков)

Матричная функция χ(n, P ) имеет на Γ простые полюсы в точ-

ках γj(n). Имеют место соотношения на вычеты матричных эле-

ментов

αjsResγs(n)χi(n, P ) = αisResγs(n)χj(n, P ). (32)

Точки γs(n+ 1) являются нулями определителя матрицы χ(n, P ),

т.е.

detχ(n, γs(n+ 1)) = 0. (33)

Вектор αj(n+ 1) удовлетворяет уравнению

αj(n+ 1)χ(n, γj(n+ 1)) = 0. (34)

Уравнения (32)—(34) определяют дискретную динамику парамет-

ров Тюрина. И.М. Кричевер и С.П. Новиков нашли решения урав-

нений (32)—(34) и коммутирующие операторы в случае, когда ранг

равен двум, а спектральная кривая является эллиптической кривой.

В простейшем случае эти операторы имеют вид

L = L2
2 − ℘(γn)− ℘(γn−1),

где L2 — разностный оператор Шредингера

L2 = T + vn + cnT
−1

с коэффициентами

cn =
1

4
(s2n−1 − 1)F (γn, γn−1)F (γn−2, γn−1),
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vn =
1

2
(sn−1F (γn, γn−1)− snF (γn−1, γn)) ,

F (u, v) = ζ(u+ v)− ζ(u− v)− 2ζ(v).

Здесь ℘(u), ζ(u) — функции Вейерштрасса, sn, γn — функциональ-

ные параметры.

1.2 Примеры одноточечных коммутирующих разностных

операторов ранга 2

В данном параграфе приведем доказательства теорем 1.1–1.6.

Доказательство теоремы 1.1.

Пусть Γ — гиперэллиптическая спектральная кривая, заданная

уравнением (1). L4, L4g+2 — операторы вида (2), для которых вы-

полнено (3). Матрица χ(n, P ) = Ψ(n+ 1, P )Ψ−1(n, P ) имеет вид 0 1

χ1(n, P ) χ2(n, P )

 .

Функции χ1 и χ2 имеют следующие разложения в окрестности точки

q =∞ [4]

χ1(n) = b0(n)+b1(n)k+ . . . , χ2(n) =
1

k
+e0(n)+e1(n)k+ . . . , (35)

где k = 1√
z
. Коэффициенты оператора L4 выражаются через

bi(n), ei(n). Справедлива следующая лемма.

Лемма 1.1. Оператор

L4 = T 2 + u1(n)T + u0(n) + u−1(n)T−1 + u−2(n)T−2
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имеет следующие коэффициенты:

u1(n) = −e0(n)− e0(n+ 1),

u0(n) = −b0(n)− b0(n+ 1) + e20(n) + e1(n)− e1(n+ 1),

u−1(n) = −b1(n) + b0(n)

(
e0(n) + e0(n− 1)− b1(n− 1)

b0(n− 1)

)
,

u−2(n) = b0(n)b0(n− 1).

Если b1(n) = 0, то L4 представим в виде

L4 = (T + Un + VnT
−1)2 +Wn,

где

Un = −e0(n), Vn = −b0(n), Wn = −e1(n)− e1(n+ 1).

Доказательство. Пользуясь тождеством (4), выразим ψn+2(P ) и

ψn−2(P ) через ψn−1(P ), ψn(P ), χ1(n, P ) и χ2(n, P ), а именно

ψn+2 = ψn−1χ1(n)χ2(n+ 1) + ψn(χ1(n+ 1) + χ2(n)χ2(n+ 1)),

ψn−2 = −ψn−1
χ2(n− 1)

χ1(n− 1)
+

ψn
χ1(n− 1)

.

Теперь заменим ψn+2 и ψn−2 в равенстве L4ψn = zψn на соответству-

ющие выражения. Получим

P1(n, P )ψn(P ) + P2(n, P )ψn−1(P ) = zψn(P ),

где

P1(n) = χ1(n+ 1) +χ2(n+ 1)χ2(n) +u1(n)χ2(n) +u0(n) +
u−2(n)

χ1(n− 1)
,
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P2(n) = χ2(n+ 1)χ1(n) + u1(n)χ1(n) + u−1(n)− u−2(n)
χ2(n− 1)

χ1(n− 1)
.

Следовательно, имеем тождества

P1 = z =
1

k2
, P2 = 0. (36)

Подставив (35) в (36) получим

P1 −
1

k2
=
e0(n) + e0(n+ 1) + u1(n)

k
+ (b0(n+ 1) + e0(n)e0(n+ 1)+

e1(n) + e1(n+ 1) + u0(n) + e0(n)u1(n) +
u−2(n)

b0(n− 1)

)
+O(k) = 0,

P2 =
b0(n)− u−2(n)

b0(n−1)

k
+ (b1(n) + b0(n)e0(n+ 1) + b0(n)u1(n)+

u−1(n) +
b1(n− 1)u−2(n)

b20(n− 1)
− e0(n− 1)u−2(n)

b0(n− 1)

)
+O(k) = 0.

Отсюда находим коэффициенты оператора L4. Из полученных фор-

мул следует, что если b1(n) = 0, то L4 имеет вид (6). Лемма 1.1

доказана.

Таким образом, если χ1 и χ2 удовлетворяют условию (5), то

b1(n) = 0, следовательно, L4 представим в виде (6).

Операторы L4 − z и L4g+2 − w имеют общий правый делитель

T − χ2(n)− χ1(n)T−1,

L4−z = l1(T−χ2(n)−χ1(n)T−1), L4g+2−z = l2(T−χ2(n)−χ1(n)T−1),

где l1 и l2 — некоторые операторы порядков 2 и 4g.

Предположим, что выполнено условие (5). Тогда

(T+Un+VnT
−1)2+Wn−z = (T+An+BnT

−1)(T−χ2(n)−χ1(n)T−1),
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где

An = Un + Un+1 + χ2(n+ 1), Bn = − Vn−1Vn
χ1(n− 1)

,

при этом χ1 и χ2 удовлетворяют уравнениям

Vn−1Vn + χ1(n− 1)(U 2
n + Vn + Vn+1 − z +

Wn + χ1(n+ 1) + χ2(n)(Un + Un+1 + χ2(n+ 1))) = 0, (37)

(Un−1 + Un)Vnχ1(n− 1)− Vn−1Vnχ2(n− 1) +

χ1(n− 1)χ1(n)(Un + Un+1 + χ2(n+ 1)) = 0. (38)

Имеем равенства

detχ(n, P ) = −χ1(n, P ) = detΨ(n+ 1, P )(detΨ(n, P ))−1.

Степень дивизора нулей γn функции detΨ(n, P ) равна 2g. В силу то,

что функция χ1 инвариантна относительно инволюции σ, дивизор γn

имеет вид

γn = γ1(n) + σγ1(n) + . . .+ γg(n) + σγg(n).

Пусть γi(n) имеет координаты (δi(n), w(δi(n))). Обозначим через Qn

полином степени g по z

Qn = (z − δ1(n)) . . . (z − δg(n)).

Тогда

χ1(n, P ) = b0(n)
Qn+1

Qn
,
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где b0(n) — некоторая функция. В окрестности q имеем разложение

χ1 = b0(n) + b2(n)k2 +O(k4),

По лемме 1.1 Vn = −b0(n). Окончательно получаем

χ1(n, P ) = −Vn
Qn+1

Qn
.

Далее, положим

Sn = −Un(z − ν1(n)) . . . (z − νg(n)),

и пусть Sn и Qn удовлетворяют соотношению

Qn = −Sn−1 + Sn
Un−1 + Un

.

Так как дивизор полюсов χ2(n, P ) равен γn, а в окрестности q имеет

место разложение (35), то

χ2(n, P ) =
w

Qn
+
Sn
Qn

.

При таких χ1 и χ2 уравнение (38) выполнено тождественно, а (37)

сводится к уравнению (8) на Qn, Un, Vn,Wn. Теорема 1.1 доказана.

Несложно проверить, что если χ1 и χ2 имеют вид (7), а Sn удо-

влетворяет уравнению (8), то выполняются уравнения Кричевера–

Новикова (32)—(34).

Доказательство теоремы 1.2.

Пусть Γ — гиперэллиптическая спектральная кривая, заданная

уравнением (1). L4, L4g+2 — операторы вида (2), для которых вы-
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полнено (3). Матрица χ(n, P ) = Ψ(n+ 1, P )Ψ−1(n, P ) имеет вид 0 1

χ1(n, P ) χ2(n, P )

 .

Функции χ1 и χ2 удовлетворяют разложению (35). Коэффициенты

оператора L4 выражаются через bi(n), ei(n). Если в лемме 1.1 допол-

нительно выполнено e0(n) = 0, то L4 имеет вид (12). Таким образом,

если χ1 и χ2 удовлетворяют условию (11), то b1(n) = e0(n) = 0, и

следовательно, L4 представим в виде (12).

Операторы L4− z и L4g+2−w также имеют общий правый дели-

тель

T − χ2(n)− χ1(n)T−1,

L4−z = l1(T−χ2(n)−χ1(n)T−1), L4g+2−z = l2(T−χ2(n)−χ1(n)T−1),

где l1 и l2 — некоторые операторы порядков 2 и 4g.

Предположим, что выполнено условие (11). Тогда

(T + VnT
−1)2 +Wn − z = (T +An +BnT

−1)(T − χ2(n)− χ1(n)T−1),

где

An = χ2(n+ 1), Bn = − Vn−1Vn
χ1(n− 1)

,

при этом χ1 и χ2 удовлетворяют уравнениям

Vn−1Vn + χ1(n− 1)(Vn + Vn+1 − z +

Wn + χ1(n+ 1) + χ2(n)χ2(n+ 1)) = 0, (39)
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− Vn−1Vnχ2(n− 1) + χ1(n− 1)χ1(n)χ2(n+ 1) = 0. (40)

Имеем равенства

detχ(n, P ) = −χ1(n, P ) = detΨ(n+ 1, P )(detΨ(n, P ))−1.

Степень дивизора нулей γn функции detΨ(n, P ) равна 2g. В силу то,

что функция χ1 инвариантна относительно инволюции σ, дивизор γn

имеет вид

γn = γ1(n) + σγ1(n) + . . .+ γg(n) + σγg(n).

Пусть γi(n) имеет координаты (δi(n), w(δi(n))). Обозначим через Qn

полином степени g по z

Qn = (z − δ1(n)) . . . (z − δg(n)).

Тогда

χ1(n, P ) = b0(n)
Qn+1

Qn
,

где b0(n) — некоторая функция. В окрестности q имеем разложение

χ1 = b0(n) + b2(n)k2 +O(k4),

По лемме 1.1 Vn = −b0(n). Окончательно получаем

χ1(n, P ) = −Vn
Qn+1

Qn
.

Так как дивизор полюсов χ2(n, P ) равен γn, а в окрестности q имеет

место разложение (35), то

χ2(n, P ) =
w

Qn
.
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При таких χ1 и χ2 уравнение (40) выполнено тождественно, а (39)

сводится к уравнению (14) на Qn, Vn,Wn. Теорема 1.2 доказана.

Несложно проверить, что если χ1 и χ2 имеют вид (13), а Qn удо-

влетворяет уравнению (14), то выполняются уравнения Кричевера–

Новикова (32)—(34).

Перейдем к доказательству теорем 1.3–1.5.

Нам достаточно доказать, что для потенциалов Vn,Wn, указан-

ных в теоремах 1.3–1.5, найдутся полиномы Qn(z) степени g по z,

которые удовлетворяют уравнению (15).

Доказательство теоремы 1.3.

Пусть

Vn = r3n
3 + r2n

2 + r1n+ r0, Wn = g(g + 1)r3n.

Уравнение (15) принимает вид

Qn−1
(
n3r3 + n2r2 + nr1 + r0

)
+Qn

(
z − 2n3r3 − n2(2r2 + 3r3)−

n(2r1 + 2r2 + 3r3 + g(g + 1)r3)− (2r0 + r1 + r2 + r3)
)
−

Qn+2

(
z − 2n3r3 − n2(2r2 + 9r3)− n(2r1 + 6r2 + 15r3 + g(1 + g)r3)−

(2r0 + 3r1 + 5r2 + 9r3 + g(g + 1)r3)
)
− (41)

Qn+3

(
n3r3+n2(r2+6r3)+n(r1+4r2+12r3)+r0+2r1+4r2+8r3

)
= 0.

Полином Qn(z), удовлетворяющий (41), будем искать в виде поли-

нома степени g по n

Qn = δgn
g + . . .+ δ1n+ δ0, δi = δi(z).
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При подстановке полинома Qn в (41) в левой части получаем поли-

ном степени (g + 3) по n

βg+3(z)ng+3 + βg+2(z)ng+2 + . . .+ β0(z).

Удивительным свойством потенциалов Vn, Wn является то, что на

самом деле

βg = βg+1 = βg+2 = βg+3 = 0

(это проверяется прямыми вычислениями). Из (41) находим βs

βs = r3(2s+1)(g(g+1)−s(s+1))δs+

g∑
m=1

(
(−1)m

(
Cm
s+mr0 − Cm+1

s+mr1 +

Cm+2
s+mr2 − Cm+3

s+mr3
)
+2m (Cm

s+m(2r0 + 3r1 + 5r2 + 9r3 + g(g + 1)r3 − z)+

2Cm+1
s+m(2r1 + 6r2 + 15r3 + g(g + 1)r3) + 4Cm+2

s+m(2r2 + 9r3) + 16Cm+3
s+mr3

)
−

3m
(
Cm
s+m(r0 + 2r1 + 4r2 + 8r3) + 3Cm+1

s+m(r1 + 4r2 + 12r3)+

9Cm+2
s+m(r2 + 6r3) + 27Cm+3

s+mr3
))
δs+m,

где 0 ≤ s < g − 1, Ck
m = m!

k!(m−k) при m ≥ k, Ck
m = 0 при m < k,

δg — некоторая константа и δs = 0, если s > g. Из равенства βs = 0

выражаем δs через δs+1, . . . , δg. В частности,

δg−1 =
δg(2g

2r2 + g(g + 1)r3 + 2z)

2(2g − 1)r3
.

Далее выберем δg таким образом, чтобы Qn(z) принял вид

Qn = zg + αg−1(n)zg−1 + . . .+ α0(n).

Мы показали, что существует Qn, удовлетворяющий (15). Теорема

1.3 доказана.
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В [26] доказано, что оператор

L]4 = (∂2x + r3x
3 + r2x

2 + r1x+ r0)
2 + g(g + 1)r3x

коммутирует с оператором L]4g+2 порядка 4g + 2. Оператор L4 из

теоремы 1.3 является дискретным аналогом оператора L]4. При g =

1 операторы L]4,L
]
6 найдены Дж. Диксмье [15], операторы L]4, L

]
6

задают коммутативную подалгебру в алгебре Вейля.

Доказательство теоремы 1.4.

Пусть

Vn = r1a
n + r0, Wn = (a2g+1 − ag+1 − ag + 1)r1a

n−g.

Тогда (15) принимает вид

Qn−1 (r0 + anr1) +Qn

(
z − 2r0 − an−gr1 − an+g+1r1

)
+

Qn+2

(
2r0 + an+1−gr1 + an+g+2r1 − z

)
−Qn+3

(
r0 + an+2r1

)
= 0. (42)

Будем искать решение уравнения (42) в следующем виде

Qn = Bga
gn +Bg−1a

(g−1)n + . . .+B1a
n +B0, Bi = Bi(z).

Положим для удобства y = an. Тогда Qn = Bgy
g + · · · + B0. При

подстановке Qn в (42) получаем
g∑
s=0

(
Bs

(
a−g−s(ag − as)(ag+s+1 − 1)(a2s+1 − 1)r1y

s+1−

−a−s(a2s − 1)((as − 1)2r0 + asz)ys
))

=

=

g∑
s=1

(
ys
(
Bsa

−s(1− a2s)((as − 1)2r0 + asz)+
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+Bs−1a
1−g−s(ag − as−1)(ag+s − 1)(a2s−1 − 1)r1

))
= 0.

Отсюда получаем

Bs−1 = Bs
a−s(a2s − 1)((as − 1)2r0 + asz)

a1−g−s(ag − as−1)(ag+s − 1)(a2s−1 − 1)r1
, s = 1, . . . , g.

Таким образом, мы нашли полином Qn, удовлетворяющий (15). Тео-

рема 1.4 доказана.

Этот оператор является дискретным аналогом оператора

(∂2x + r1a
x + r0)

2 + g(g + 1)r1a
x

из [29], который коммутирует с оператором порядка 4g + 2.

Доказательство теоремы 1.5.

Пусть

Vn = r1 cos(n) + r0, Wn = −4r1 sin(
g

2
) sin(

g + 1

2
) cos(n+

1

2
).

Уравнение (15) принимает вид

Qn−1
(
r0 + r1 cos(n)

)
+Qn

(
z − 2r0 − 2r1 cos(g +

1

2
) cos(n+

1

2
)
)
−

Qn+2

(
z − 2r0 − 2r1 cos(g +

1

2
) cos(n+

3

2
)
)
−

Qn+3

(
r0 + r1 cos(n+ 2)

)
= 0. (43)

Будем искать решение уравнения (43) в виде

Qn = Ag cos(gn)+Ag−1 cos((g−1)n)+. . .+A1 cos(n)+A0, Ai = Ai(z).

При подстановке Qn в (43) после преобразований получаем
g∑
s=0

As

(
2r1(cos(s+

1

2
)− cos(g +

1

2
)) sin(s+

1

2
) sin((n+ 1)(s+ 1))+
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+2(z − 2r0 + 2r0 cos(s)) sin(s) sin((n+ 1)s)+

+2r1(cos(s− 1

2
)− cos(g +

1

2
)) sin((n+ 1)(s− 1)) sin(s− 1

2
)
)

=

=

g∑
s=2

sin((n+ 1)s)
(
2As−1r1(cos(s− 1

2
)− cos(g +

1

2
)) sin(s− 1

2
)+

+2As(z − 2r0 + 2r0 cos(s)) sin(s) + 2As+1r1(cos(s− 3

2
)−

cos(g +
1

2
) sin(s− 3

2
)
)

+ sin(n+ 1)2
(
2A0r1(cos(

1

2
)−

cos(g +
1

2
)) sin(

1

2
) + A1(z − 2r0 + 2r0 cos(1)) sin(1)

)
= 0,

где As = 0 при s > g. При g = 1 в предыдущей формуле суммиро-

вание по s нужно отбросить. Отсюда получаем

A0 = A1
(z − 2r0 + 2r0 cos(1)) sin(1)

2r1(cos(g + 1
2)− cos(12)) sin(12)

,

As−1 = As
(z − 2r0 + 2r0 cos(s)) sin(s)

r1((cos(g + 1
2)− cos(s− 1

2)) sin(s− 1
2)

+

+As+1

(cos(s− 3
2)− cos(g + 1

2)) sin(s− 3
2)

(cos(g + 1
2)− cos(s− 1

2)) sin(s− 1
2)
, 2 ≤ s ≤ g,

Ag — подходящая константа. Мы нашли Qn, удовлетворяющий урав-

нению (15). Теорема 1.5 доказана.

Этот оператор является аналогом оператора

(∂2x + r1cos(x) + r0)
2 + g(g + 1)r1cos(x)

из работы [28], который коммутирует с оператором порядка 4g + 2.

Приведем несколько примеров операторов L4g+2 из теорем 1.3–1.5

при g = 1, 2.
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Пример 1.1. Введем для удобства обозначение f(n) = r3n
3+r2n

2+

r1n+ r0. Оператор

L4 = (T + f(n)T−1)2 + 2r3n

коммутирует с оператором

L6 = T 3 + 3(f(n) + f ′(n) + f ′′(n) + 4r3)T + 3(f(n) + 3r3n+ r2)T
−1+

(f(n− 2)f ′(n) + 2f ′′(n)− 8r3)(f(n)− f ′(n) + 3r3n− r3 + r2)f(n)T−3,

спектральная кривая задается уравнением

w2 = z3 + (2r2 + 3r3)z
2 + (r1r3 + (r2 + r3)(r2 + 3r3))z+

r3((r2 + r3)(r1 + r2 + r3)− r0r3).

Пример 1.2. При g = 2 положим для простоты формул r1 = r2 =

0, r3 = 1. Оператор

L4 = (T + (n3 + r0)T
−1)2 + 6n,

коммутирует с оператором

L10 = T 5 + 5
(
n3 + 6n2 + 21n+ r0 + 26

)
T 3 + 5

(
2n6 + 12n5 + 60n4 +

4n3(r0 + 40) + 3n2(4r0 + 93) + 3n(11r0 + 90) + 2r20 + 25r0 + 108
)
T+

5(n3 + r0)(2n
6 + 30n4 + 4n3r0 + 69n2 + 21nr0 + 2r20 + 7)T−1+

+5((n− 2)3 + r0)((n− 1)3 + r0)(n
3 + r0)(n

3 − 3n2 + 12n− 10)T−3+

+((n−4)3 +r0)((n−3)3 +r0)((n−2)3 +r0)((n−1)3 +r0)(n
3 +r0)T

−5,
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спектральная кривая задается уравнением

w2 = (z2 + 6z + 12)((z + 3)3 + 27r0).

Пример 1.3. Оператор

L4 = (T + (r1a
n + r0)T

−1)2 + r1(a
3 − a2 − a+ 1)an−1

коммутирует с

L6 = T 3 +
(
r0(a+ 1 + a−1) + r1a

n−1(a4 + a2 + 1)
)
T+

+(a+ 1 + a−1)(r1a
n + r0)(r1a

n+1 − r1an + r1a
n−1 + r0)T

−1+

+(r1a
n + r0)(r1a

n−1 + r0)(r1a
n−2 + r0)T

−3,

спектральная кривая задается уравнением

w2 = z3 +
2r0(a− 1)2

a
z2 +

r20(a− 1)4

a2
z.

Пример 1.4. Оператор

L4 = (T + (r1 cos(n) + r0)T
−1)2 − 4r1 sin(

1

2
) sin(1) cos(n+

1

2
)

коммутирует с

L6 = T 3 + (2 cos(1) + 1)(r1(2 cos(1)− 1) cos(n+ 1) + r0)T+

(2 cos(1) + 1)(r1 cos(n) + r0)(r1(2 cos(1)− 1) cos(n) + r0)T
−1+

(r1 cos(n− 1) + r0)(r1 cos(n− 2) + r0)(r1 cos(n) + r0)T
−3,

спектральная кривая задается уравнением

w2 = z3 − 8r0 sin2(
1

2
)z2 − 8(r21(cos(1) + 1)− 2r20) sin4(

1

2
)z.
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Доказательство теоремы 1.6.

Пользуясь

(∂t − Vn−1VnT−2)ψn = 0,

и равенством (4), выразим ψ̇n−1, ψ̇n, ψ̇n+1, ψn−2, ψn−3 через

ψn−1, ψn, χ1(n), χ2(n)

ψ̇n−1 = Vn−2Vn−1ψn−3, ψ̇n = Vn−1Vnψn−2, ψ̇n+1 = VnVn+1ψn−1,

ψn−2 = −ψn−1
χ2(n− 1)

χ1(n− 1)
+

ψn
χ1(n− 1)

.

ψn−3 = ψn−1
χ1(n− 1) + χ2(n− 2)χ1(n− 1)

χ1(n− 2)χ1(n− 1)
− ψn

χ2(n− 2)

χ1(n− 2)χ1(n− 1)
.

Продифференцируем тождество (4) по t, получим

ψ̇n+1−χ1(n)ψ̇n−1−χ̇1(n)ψn−1−χ2(n)ψ̇n−χ̇2(n)ψn = Anψn+Bnψn−1 = 0,

где

An = Vn−2Vn−1χ1(n)χ2(n−2)−χ1(n−2)(Vn−1Vnχ2(n)+χ1(n−1)χ̇2(n)),

Bn = Vn−2Vn−1χ1(n) (χ1(n− 1) + χ2(n− 2)χ2(n− 1))++Vnχ1(n−2)×

(Vn+1χ1(n− 1) + Vn−1χ2(n− 1)χ2(n))− χ1(n− 2)χ1(n− 1)χ̇1(n).

Следовательно, имеем тождества

An = 0, Bn = 0. (44)

Прямыми вычислениями проверяется, что из (14) и (44) следует,

что Qn удовлетворяет уравнению (20). Теорема 1.6 доказана.
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Глава 2

Алгебро–геометрические одното-
чечные коммутирующие разност-
ные операторы ранга 1

2.1 Основные результаты

В данном параграфе приведем доказательства теорем 2.1.–2.4.

Доказательство теоремы 2.1.

Рассмотрим случай n > 0 (случай n < 0 рассматривается ана-

логично). По теореме Римана–Роха размерность пространства ме-

роморфных функции на Γ с дивизором полюсов γ1 + . . . + γg + nq

равна

l(γ1 + . . .+ γg + nq) = n+ 1.

Требование, что финкция из этого пространства зануляется в точках

P1, . . . , Pn выделяет в нем одномерное подпространство. Условие (2)

дает нам единственную функцию. Теорема 2.1 доказана.
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Покажем, что для любой мероморфной функции f(P ) на Γ с

единственным полюсом порядка m в точке q существует единствен-

ный оператор вида

Lm = Tm + um−1(n)Tm−1 + . . .+ u0(n)

такой, что

Lmψ = f(P )ψ.

Рассмотрим случай n > 0 (случай n < 0 рассматривается аналогич-

но). Заметим, что для любых uj(n) дивизор полюсов функции

ϕn(P ) = Lmψ − f(P )ψ

имеет вид

γ1 + . . .+ γg + (m+ n− 1)q.

При этом функция ϕn(P ) имеет нули в точках P1, . . . , Pn. Следова-

тельно, мы можем выбрать функции um−1(n), . . . , u0(n) так, чтобы

функция ϕn(P ) имела нули в точках P1, . . . , Pn, Pn+1, . . . , Pm+n. То-

гда по теореме Римана–Роха ϕn(P ) = 0. Аналогично для мероморф-

ной функции g(P ) существует оператор Ls такой, что Lsψ = g(P )ψ.

Операторы Lm и Ls коммутируют.

Доказательство теоремы 2.2.

Пусть Γ — гиперэллиптическая спектральная кривая, задан-

ная уравнением (1). Функция ψn(P ) — соответствующая функция
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Бейкера–Ахиезера. L2, L2g+1 — операторы вида

L2 =
2∑
j=0

uj(n)T j, L2g+1 =

2g+1∑
j=0

vj(n)T j, u2(n) = v2g+1(n) = 1,

для которых выполнено (23). Функция ψn(P ) также удовлетворяет

уравнению

χn(P ) =
ψn+1(P )

ψn(P )
,

где χn(P ) — рациональная функция на Γ с 2g + 1 простыми полю-

сами, зависящих от n. Отсюда следует, что функция χn(P ) имеет

следующее разложение в окрестности точки q =∞

χn =
1

k
+ e0(n) + e1(n)k + . . . , (45)

где k = 1√
z
. Коэффициенты оператора L2 выражаются через ei(n).

Справедлива следующая лемма.

Лемма 2.1. Оператор

L2 = T 2 + u1(n)T + u0(n)

имеет следующие коэффициенты:

u1(n) = −e0(n)− e0(n+ 1), u0(n) = e20(n)− e1(n)− e1(n+ 1),

и представим в виде

L2 = (T + Un)
2 +Wn,

где

Un = −e0(n), Wn = −e1(n)− e1(n+ 1).
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Доказательство.Пользуясь тождеством (24), выразим ψn+2(P ) че-

рез ψn(P ), и χ(n, P ), а именно

ψn+2 = ψnχ2(n)χ2(n+ 1).

Теперь заменим ψn+1, ψn+2 в равенстве L2ψn = zψn. Получим

P1(n, P )ψn(P ) = zψn(P ),

где

P1(n) = χ2(n+ 1)χ2(n) + u1(n)χ2(n) + u0(n).

Следовательно, имеем тождество

P1 = z =
1

k2
. (46)

Подставив (45) в (46) получим

P1 −
1

k2
=
e0(n) + e0(n+ 1) + u1(n)

k
+ (e0(n)e0(n+ 1) + e1(n)+

e1(n+ 1) + u0(n) + e0(n)u1(n)) +O(k) = 0.

Отсюда находим коэффициенты оператора L2. Из полученных фор-

мул следует, что L2 имеет вид (27). Лемма 2.1 доказана.

Операторы L2 − z и L2g+1 − w имеют общий правый делитель

T − χn,

L2 − z = l1(T − χn), L2g+1 − w = l2(T − χn),

где l1 и l2 — некоторые операторы порядков 1 и 2g.
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Предположим, что имеет место равенство

(T + Un)
2 +Wn − z = (T + Un + Un+1 + χn+1)(T − χn),

при этом χn удовлетворяет уравнению

− z + U 2
n +Wn + χn(Un + Un+1 + χn+1) = 0. (47)

Обозначим через Qn и Sn соответствующие полиномы степени g по

z

Qn = (z − δ1(n)) . . . (z − δg(n)),

Sn = −Un(z − λ1(n)) . . . (z − λg(n)).

Также предположим, что коэффициенты Qn и Sn связаны соотно-

шением

Qn = −Sn−1 + Sn
Un−1 + Un

.

Тогда χ(n, P ) можно переписать в виде

χ(n, P ) =
w

Qn
+
Sn
Qn

.

В этом случае уравнение (47) сводится к уравнению (25) на

Sn, Un,Wn. Теорема 2.2 доказана.

Доказательство теоремы 2.3.

Пусть

Un = r1cos(n), Wn =
r21 sin(g) sin(g + 1)

2 cos2(g + 1
2)

cos(2n).

Уравнение (26) принимает вид

−1

2
r1(Sn−1 + Sn)(cos(n+ 1) + cos(n+ 2))

(
− 2z + r21(2 cos2(n)+
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sin(g) sin(g + 1)

cos2(g + 1
2)

cos(2n))
)

+ 8r31(Sn − Sn+1) cos3(
1

2
) cos(

1

2
− n)×

cos(
1

2
+n) cos(

3

2
+n)+(Sn+1 +Sn+2)

(
1

2
r1(cos(1−n)+cos(n))

(
−2z+

r21(2 cos2(n+ 1) + cos(2(n+ 1)) sec2(g +
1

2
) sin(g) sin(g + 1))

))
. (48)

Будем искать решение уравнения (48) в виде

Sn = A2g+1 cos((2g + 1)n) + A2g−1 cos((2g − 1)n) + . . .+ A1 cos(n),

где Ai = Ai(z). При подстановке Sn в (48) после преобразований

получаем

Bs = 8r21As−3 cos2(
1

2
)(cos(2g + 1)− cos(3− s)) sin(

3− s
2

)+

As−1

(
− r21 sin(

1− 3s

2
)− 4r21 sin(

5− 3s

2
) + 8z sin(

5− 3s

2
)+

4r21 sin(
1− s

2
) + 8z sin(

3− s
2

) + 4r21 sin(
5− s

2
) + 2r21 sin(

7− s
2

)+

2 sin(1) sin(2g)(−2(2z + r21(−1 + cos(1) + cos(2))) cos(
s

2
) sin(

3

2
)+

2(r21 − 2z)) cos(
3s

2
) sin(

5

2
) + 2 cos(

3

2
)(2z + r21(1 + 3 cos(1)+

cos(2))) sin(
s

2
)− 2(r21 − 2z)) cos(

5

2
) sin(

3s

2
))+

2 cos(1) cos(2g)(2(2z + r21(−1 + cos(1) + cos(2))) cos(
s

2
) sin(

3

2
)−

2(r21 − 2z) cos(
3s

2
) sin(

5

2
)− 2 cos(

3

2
)(2z + r21(1 + 3 cos(1)+

cos(2))) sin(
s

2
) + 2(r21 − 2z) cos(

5

2
) sin(

3s

2
))− 3r21 sin(

1 + s

2
)+

r21 sin(
3(1 + s)

2
)− 2r21 sin(

3 + s

2
)− r21 sin(

5 + s

2
) + 2r21 sin(

1 + 3s

2
)

)
−

As+1

(
2r21 sin(

1− 3s

2
)+r21 sin(

3

2
−3s

2
)−3r21 sin(

1− s
2

)−2r21 sin(
3− s

2
)−
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r21 sin(
5− s

2
)+2 cos(1) cos(2g)(2(2z+r21(−1+cos(1)+cos(2))) cos(

s

2
) sin(

3

2
)−

2(r21 − 2z) cos(
3s

2
) sin(

5

2
) + 2 cos(

3

2
)(2z + r21(1 + 3 cos(1)+

cos(2))) sin(
s

2
)− 2(r21 − 2z) cos(

5

2
) sin(

3s

2
)) + 2 sin(1) sin(2g)(−2(2z+

r21(−1 + cos(1) + cos(2))) cos(
s

2
) sin(

3

2
) + 2(r21−

2z) cos(
3s

2
) sin(

5

2
− 2 cos(

3

2
)(2z + r21(1 + 3 cos(1) + cos(2))) sin(

s

2
+

2(r21 − 2z) cos(
5

2
) sin(

3s

2
)) + 4r21 sin(

1 + s

2
) + 8z sin(

3 + s

2
)+

4r21 sin(
5 + s

2
) + 2r21 sin(

7 + s

2
)− r21 sin(

1 + 3s

2
)− 4r21 sin(

5 + 3s

2
)+

8z sin(
5 + 3s

2
))+8r21As+3 cos2(

1

2
)(− cos(1+2g)+cos(3+s)) sin(

3 + s

2
)

Из равенства Bs = 0 находим Ai. Далее выберем Ag таким образом,

чтобы Sn(z) принял вид

Sn = −Unzg + δg−1(n)zg−1 + . . .+ δ0(n).

Мы нашли Sn, удовлетворяющий уравнению (26). Теорема 2.3 дока-

зана.

Доказательство теоремы 2.4.

Пусть

Un = a2n
2 + a0, Wn = −g(g + 1)a22n

2.

Уравнение (26) принимает вид

(
Sn−1 + Sn

)(
2a0 + a2(5 + 6n+ 2n2)

)(
a22g(1 + g)n2 + z−

(a0 + a2n
2)2
)

+
(
Sn − Sn+1

)(
2a0 + a2 − 2a2n+ 2a2n

2
)(

2a0 + a2+
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2a2n+2a2n
2
)(

2a0+a2(5+6n+2n2)
)
−
(
Sn+1+Sn+2

)(
2a0+a2−2a2n+

2a2n
2
)(
a22g(1 + g)(1 + n)2 − (a0 + a2(1 + n)2)2 + z

)
= 0. (49)

Полином Sn(z), удовлетворяющий (49), будем искать в виде поли-

нома четной степени 2g + 2 по n

Sn = A2g+2n
2g+2 + A2gn

2g + . . .+ A2n
2 + A0, Ai = Ai(z).

При подстановке полинома Sn в (49) в левой части получаем поли-

ном степени (2g + 8) по n

β2g+8(n, z)n
2g+8 + β2g+7(n, z)n

2g+7 + . . .+ β0(n, z).

Прямыми вычислениями проверяется, что

β2g+5 = β2g+6 = β2g+7 = β2g+8 = 0.

Из (49) находим βs

βs = As−3
(
− 2a32(5 + 2g − s)(s− 4)(2g + s− 3)

)
+

As−2
(
a32(−4g(g + 1) + (s− 4)(s− 2))(s− 3)(s+ 1)

)
+

As−1
(1
6
a22(−12a0(6 + s(−29 + 4g(g + 1)− 3(s− 6)s))+

a2(−4g(s− 1)(27 + s(5s− 22))− 4g2(s− 1)(27 + s(5s− 22))+

3(s− 3)(8 + (s− 3)s(8 + (s− 3)s))))− 8a2(s− 3)z
)
+

As

(
− 1

6
(a2(s+ 1)(6a0a2(4g(1 + s)− 8 + 4g2(1 + s)− s(2 + 3(s− 3)s))+

a22(−(s− 2)(−6 + (s− 3)(s− 1)2s) + 2g(6 + s(9 + 4(s− 4)s))+
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2g2(6 + s(9 + 4(s− 4)s))) + 24(s− 2)z)
)
+

2g+5∑
m=1

(
(−1)m

(
Cm
s+m(−(2a0 + 5a2)(a

2
0 − z)) + Cm+1

s+m (6a2(a
2
0 − z))+

+Cm+2
s+m (a2(−6a20 + 5a22g(1 + g) + 2a0a2(−5 + g + g2) + 2z))+

Cm+3
s+m (−6a22(−2a0+a−2g(1+g)))+Cm+4

s+m (a22(−6a0+a2(−5+2g(1+g))))+

Cm+5
s+m (6a32)− Cm+6

s+m (2a32)
)

+
(
Cm
s+m((−2a0 − a2)(a22(4 + g + g2) + 3a20+

10a0a2 + z)) + Cm+1
s+m (−2a2(9a

2
0 + 2a22 + 2a0a2(4 + g + g2)− z))+

Cm+2
s+m (a2(−18a20 + a22(−2 + g + g2)− 2a0a2(19 + g + g2)− 2z))+

Cm+3
s+m (−2a22(18a0+a2g(1+g)))+Cm+4

s+m (−a22(18a0+a2(15+2g(1+g))))−

Cm+5
s+m (18a32)− Cm+6

s+m (6a32)
)

+ 2m
(
Cm
s+m((2a0 + a2)(a

2
0+

2a0a2−a22(−1+g+g2)−z))−Cm+1
s+m (4a2(3a

2
0+a

2
2−2a0a2(−2+g+g2)+z))−

Cm+2
s+m (4a2(6a

2
0+a

2
2g(1+g)−2a0a2(−5+g+g2)−2z))+Cm+3

s+m (−16a22(−6a0+

a2g(1 + g))) + Cm+4
s+m (16a22(6a0 + a2(5− 2g(1 + g))))+

Cm+5
s+m (192a32) + Cm+6

s+m (128a32)
))
As+m,

где 0 ≤ s < 2g + 4, Ck
m = m!

k!(m−k) при m ≥ k, Ck
m = 0 при m < k,

Ag — некоторая константа и As = 0, если s > 2g + 4. Из равенства

βs = 0 найдем Ai. Ag — подходящая константа. Мы показали, что

существует Sn, удовлетворяющий (26). Теорема 2.4 доказана.

Замечание 2. Можно непосредственно проверить, что при g =

1, . . . , 5 оператор

L2 = (T + α2n
2 + α1n+ α0)

2 − g(g + 1)α2n(α2n+ α1), α2 6= 0
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коммутирует с L2g+1. По–видимому, это верно для любого g.

Приведем несколько примеров операторов L2g+1 из теорем 2.3–2.4

при g = 1, 2.

Пример 2.1. При g = 1 оператор

L2 = (T + a2n
2 + a0)

2 − 2a22n
2

коммутирует с оператором L3

L3 = T 3 + (a2(3n
2 + 6n+ 5) + 3a0)T

2+

1

4
(a2(2n

2 + 2n+ 1) + 2a0)(a2(6n
2 + 6n− 1) + 6a0)T+

1

4
(a2(2n

2 − 2n− 1) + 2a0)(a2(n
2 − 1) + a0)(a2(2n

2 + 2n− 1) + 2a0).

Спектральная кривая задается уравнением

w2 =
1

16
(z + a22 − 2a0a2)(4z + a22 − 4a0a2)

2.

Пример 2.2. При g = 2 положим для простоты формул a0 = −a2.

Оператор

L2 = (T + a2(n
2 − 1))2 − 6a22n

2

коммутирует с оператором

L5 = T 5+5a2(n
2+4n+5)T 4+

5

4
a22(8n

4+48n3+108n2+108n+39)T 3+

1

4
a32(40n6 + 240n5 + 240n3 − 125n2 + 460n4 − 90n− 19)T 2+

1

4
a42(20n8+80n7−60n6−460n5−15n4+830n3+17n2−488n+139)T+

1

4
a52(4n

10 − 80n8 + 577n6 − 1804n4 + 2276n2 − 784),
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спектральная кривая задается уравнением

w2 = − 1

16
(4z + 45a22)

2(z + 15a22)(z + 3a22)
2.

Пример 2.3. При g = 1 потенциалы U, W примут вид

Un = r1cos(n), Wn =
r21 sin(1) sin(2)

2 cos2(32)
cos(2n).

Тогда полином

Sn = A3(z) cos(3n) + A1(z) cos(n),

A3(z) =
r31 sin2(12)

(2 cos(1)− 1)3
,

A1(z) =
r1(2z(1− 2 cos(1))2 + r21(5 cos(1)− 2 cos(2)− 3))

2(1− 2 cos(1))2
.

При этом спектральная кривая

w2 =
(
z −

4r21 sin4(12)

(1− 2 cos(1))2
)2(
z − r21(1− 2 cos(1) + cos(2))

(1− 2 cos(1))2
)
.

2.2 Вложение разностных операторов с полиномиальны-

ми коэффициентами в первую алгебру Вейля

Так как

[T, n] = T, [x, (−x∂x)] = x,

то замена T → x, n→ (−x∂x) в операторах

L2 = (T + α2n
2 + α1n+ α0)

2 − g(g + 1)α2n(α2n+ α1)

и L2g+1 дает пару коммутирующих дифференциальных операторов

с полиномиальными коэффициентами, при этом оператору L2 соот-

ветствует оператор

(x+ α2(x∂x)
2 − α1(x∂x) + α0)

2 − g(g + 1)α2(x∂x)(α2(x∂x)− α1).
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Таким образом, мы получаем коммутативную подалгебру в первой

алгебре Вейля A1 = C[x][∂x]. Алгебра A1 обладает следующими ав-

томорфизмами ϕj : A1 → A1, j = 1, 2, 3.

ϕ1(x) = αx+ β∂x, ϕ1(∂x) = γx+ δ∂x, α, β, γ, δ ∈ C, αδ − βγ = 1,

ϕ2(x) = x+ P1(∂x), ϕ2(∂x) = ∂x,

ϕ3(x) = x, ϕ3(∂x) = ∂x + P2(x),

где P1, P2 — произвольные полиномы. Диксмье [15] доказал, что

группа автоморфизмов Aut(A1) порождается автоморфизмами ви-

да ϕj. Если к x,−x∂x ∈ A1 применить ϕ ∈ Aut(A1), то мы получим

элементы A = ϕ(x), B = ϕ(−x∂x), которые удовлетворяют уравне-

нию [A,B] = A. Если заменить T → A, n→ B в L2 и L2g+1, то мы

получим коммутирующие элементы в A1. Таким образом, возникает

следующая важная задача. Описать решения уравнения

[A,B] = A, A,B ∈ A1

с точностью до действия автоморфизмов Aut(A1). Каждое такое

решение позволяет строить по коммутирующим элементам в коль-

це разностных операторов с полиномиальными коэффициентами

W1 = C[n][T ], коммутирующие элементы в A1. Как нам сообщил

П.С. Колесников группа автоморфизмов Aut(W1) порождается эле-

ментами вида ϕ : W1 → W1,

ϕ(T ) = T, ϕ(n) = n+ P (T ),
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где P — полином. Таким образом, с помощью Aut(W1) и Aut(A1) мы

можем получать из коммутирующих разностных операторов ком-

мутирующие дифференциальные операторы, причем с одной и той

же спектральной кривой. Интересной задачей является задача опи-

сания всех коммутирующих операторов с полиномиальными коэф-

фициентами с фиксированной спектральной кривой, которые могут

быть получены из коммутирующих разностных операторов с помо-

щью указанной процедуры. Этот круг вопросов связан с гипотезой

Диксмье. Эта гипотеза утверждает, что End(A1) = Aut(A1) или по–

другому, если имеется решение уравнения струны

[A,B] = 1, A,B ∈ A1,

то операторы A и B могут быть получены из ∂x и x с помощью

некоторого автоморфизма Aut(A1), т.е.

A = ϕ(∂x), B = ϕ(x), ϕ ∈ Aut(A1).

Общая гипотеза Диксмье стабильно эквивалентна гипотезе о Яко-

биане [47]. В недавней работе [48] было показано, что множество ор-

бит действия группы Aut(A1) на множестве коммутирующих диф-

ференциальных операторов с полиномиальными коэффициентами

с фиксированной спектральной кривой вида (1) всегда бесконечно

при g = 1 и для любого g существует Fg(z) с бесконечным чис-

лом орбит. Если удастся описать какой–то класс коммутирующих

дифференциальных операторов с полиномиальными коэффициента-



58

ми (например, полученный из разностных операторов) с точностью

до действия Aut(A1) с фиксированной спектральной кривой, то это

даст шанс сравнить Aut(A1) и End(A1).
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Глава 3

Связь одноточечных коммутирую-
щих разностных операторов ранга
один с конечнозонными оператора-
ми Шредингера

В данной главе приведем доказательства теорем 3.1–3.2.

Доказательство теоремы 3.1.

Функция ψ(x, P ), удовлетворяющая уравнениям

L2ψ = zψ, L2g+1ψ = wψ,

также удовлетворяет уравнению

χ(x, P ) =
ψ(x+ ε, P )

ψ(x, P )
,

где χ(x, P ) — рациональная функция на Γ с 2g+ 1 простыми полю-

сами, зависящих от x. Отсюда следует, что χ(x, P ) имеет следующее

разложение в окрестности q

χ(x, P ) =
1

k
+ e0(x, ε) + e1(x, ε)k + . . . , k =

1√
z
.
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Для того, чтобы найти L2, L2g+1 достаточно найти χ(x, P ).

Операторы L2 − z и L2g+1 − w имеют общий правый делитель

Tε
ε
− χ(x, P ),

L2 − z = l1
(Tε
ε
− χ(x, P )

)
, L2g+1 − w = l2

(Tε
ε
− χ(x, P )

)
,

где l1 и l2 — некоторые операторы порядков 1 и 2g.

Предположим, что имеет место равенство

(T 2
ε

ε2
+ A(x, ε)

Tε
ε

+B(x, ε)
)
− z =

(Tε
ε

+ A(x, ε) + χ(x+ ε, P )
)(Tε
ε
− χ(x, P )

)
,

при этом χ(x, P ) удовлетворяет уравнению

− z +B(x, ε) + χ(x, P )(A(x, ε) + χ(x+ ε, P )) = 0. (50)

Обозначим через Q(x, ε, z) и S(x, ε, z) соответствующие полиномы

степени g по z

Q(x, ε, z) = (z − β1(x, ε)) . . . (z − βg(x, ε)),

S(x, ε, z) = −δg(x, ε)(z − λ1(x, ε)) . . . (z − λg(x, ε)).

Предположим, что коэффициенты Q и S связаны соотношением

Q(x, ε, z) = −S(x− ε, ε, z) + S(x, ε, z)

A(x− ε, ε)
.

Тогда χ(x, P ) можно переписать в виде

χ(x, ε, z) =
w

Q(x, ε, z)
+
S(x, ε, z)

Q(x, ε, z)
.



61

В этом случае уравнение (50) сводится к уравнению (29) на S(x, ε, z).

Теорема 3.1 доказана.

При g = 1 получаем следующие операторы

L2 =
T 2
ε

ε2
+ A(x, ε)

Tε
ε

+B(x, ε),

L3 =
T 3
ε

ε3
+
(
A(x, ε) + δ1(x+ 2ε, ε)

)T 2
ε

ε2
+(

δ1(x, ε)δ1(x+ ε, ε) +B(x, ε) +B(x+ ε, ε) + c2 + γ(x+ ε, ε)
)Tε
ε

+(
−
√
F1(γ(x, ε)) + δ1(x, ε)(B(x, ε)− γ(x, ε))

)
,

где

A(x, ε) = δ1(x, ε) + δ1(x+ ε, ε),

B(x, ε) = δ21(x, ε)− c2 − γ(x, ε)− γ(x+ ε, ε),

δ1(x, ε) = −
√
F1(γ(x, ε)) +

√
F1(γ(x+ ε, ε))

γ(x, ε)− γ(x+ ε, ε)
,

γ(x, ε) — произвольный функциональный параметр. Спектральная

кривая пары L2, L3 задается уравнением w2 = F1(z) = z3 + c2z
2 +

c1z + c0. При этом

Q(x, ε, z) = z − γ(x, ε),

S(x, ε, z) = −δ1(x, ε)z +
√
F1(γ(x, ε)) + γ(x, ε)δ1(x, ε).

Доказательство теоремы 3.2.

Пусть F1(z) = z3 + g2
4 z+ g3

4 и пусть γ(x, ε) = ℘(x− ε). Напомним,

что ℘(x) — эллиптическая функция Вейерштрасса, удовлетворяю-

щая уравнению (℘′(x))2 = 4F1(℘(x)). Тогда

A(x, ε) =
1

2

℘′(x− ε, ε) + ℘′(x, ε)

℘(x− ε, ε)− ℘(x, ε)
+

1

2

℘′(x, ε) + ℘′(x+ ε, ε)

℘(x, ε)− ℘(x+ ε, ε)
,
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B(x, ε) =
1

4

(
℘′(x− ε, ε) + ℘′(x, ε)

℘(x− ε, ε)− ℘(x, ε)

)2

− c2 − ℘(x− ε, ε)− ℘(x, ε).

Далее воспользуемся формулами

1

2

℘′(z) + ℘′(y)

℘(z)− ℘(y)
= ζ(z − y)− ζ(z) + ζ(y),

(
ζ(v) + ζ(y) + ζ(z)

)2
+ ζ ′(v) + ζ ′(y) + ζ ′(z) = 0,

которые верны, если v + y + z = 0. Здесь ζ(z) — функция Вейер-

штрасса, а именно, ζ ′(z) = −℘(z), тогда

L2 =
T 2
ε

ε2
+
(
− 2ζ(ε)− ζ(x− ε) + ζ(x+ ε)

)Tε
ε

+ ℘(ε),

L3 =
T 3
ε

ε3
+
(
− 3ζ(ε)− ζ(x− ε) + ζ(x+ 2ε)

)T 2
ε

ε2
+(

(ζ(ε)+ζ(x−ε)−ζ(x))(ζ(ε)+ζ(x)−ζ(x+ε))+2℘(ε)+℘(x)
)Tε
ε

+
1

2
℘′(ε),

Q(x, ε, z) = z − ℘(x− ε),

S(x, ε, z) = (ζ(ε)+ζ(x−ε)−ζ(x))z−1

2
℘′(x)−℘(x−ε)(ζ(ε)+ζ(x−ε)−ζ(x)).

Имеет место разложение

A = −2

ε
− 2℘(x)ε− 1

3
℘′′(x)ε3 +O(ε5).

S̃ =
z − ℘(x)

ε
+

1

2
℘′(x) + (z − ℘(x))℘(x)ε+O(ε2)

Тогда

L2 = ∂2x − 2℘(x) +O(ε), L3 = ∂3x − 3℘(x)∂x −
3

2
℘′(x) +O(ε).

Теорема 3.2 доказана.
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Замечание 3.1. В работе [3*] построена дискретизация операто-

ра Ламе для произвольного рода g. А именно, определим Ag(x, ε)

следующим образом. Положим

A1 = −2ζ(ε)− ζ(x− ε) + ζ(x+ ε),

A2 = −3

2
(ζ(ε) + ζ(3ε) + ζ(x− 2ε)− ζ(x+ 2ε),

где ζ(x) — функция Вейерштрасса. Далее, при нечетном g = 2g1+1

положим

Ag = A1

g1∏
k=1

(
1 +

ζ(x− (2k + 1)ε)− ζ(x+ (2k + 1)ε)

ζ(ε) + ζ((4k + 1)ε)

)
,

при четном g = 2g1

Ag = A2

g1∏
k=2

(
1 +

ζ(x− 2kε)− ζ(x+ 2kε)

ζ(ε) + ζ((4k − 1)ε)

)
.

Тогда оператор

L2 =
T 2
ε

ε2
+ Ag(x, ε)

Tε
ε

+ ℘(ε) (51)

коммутирует с оператором L2g+1. Имеет место разложение

L2 = ∂2x − g(g + 1)℘(x) +O(ε).

Мы проверили, что при g = 1, 2 (для g = 1 см. теорема 3.2), а

также численно проверили, что при g = 3, . . . , 5 спектральная

кривая не зависит от параметра ε и совпадает со спектральной

кривой оператора Ламе. По–видимому спектральная кривая не за-

висит от ε для любого g. Таким образом, оператор (51) дает за-

мечательную дискретизацию оператора Ламе с сохранением всех

интегрируемых свойств.
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Заключение

В диссертационной работе изучаются алгебро–геометрические од-

ноточечные коммутирующие разностные операторы рангов 1 и 2, от-

вечающие гиперэллиптической спектральной кривой произвольного

рода.

В работе получены следующие основные результаты.

1) В случае ранга 2 получены уравнения, эквивалентные урав-

нениям Кричевера–Новикова на дискретную динамику параметров

Тюрина. С помощью этих уравнений построены примеры операто-

ров, отвечающих гиперэллиптическим спектральным кривым про-

извольного рода.

2) Открыт новый класс операторов, а именно алгебро–

геометрические одноточечные коммутирующие разностные операто-

ры ранга один, где оператор сдвига входит в эти операторы только

с положительными степенями. Найдены спектральные данные и по-

строены примеры таких операторов в случае гиперэллиптических
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спектральных кривых.

3) Установлена связь алгебро–геометрических одноточечных ком-

мутирующих разностных операторов ранга один с одномерными

конечнозонными операторами Шредингера, в частности, получена

дискретизация конечнозонных операторов Ламе в случае спектраль-

ной кривой рода 1.

Результаты этой работы могут быть использованы при дальней-

шем исследовании одноточечных коммутирующих разностных опе-

раторов ранга 1 и ранга 2, а также при построении решений рангов

1 и 2 солитонных уравнений.
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