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Введение

Диссертация посвящена изучению коммутирующих обыкновен-

ных дифференциальных операторов ранга два и алгебро-геометри-

ческих операторов Шрёдингера, связанных с гамильтоново мини-

мальными лагранжевыми поверхностями в CP 2. В диссертационной

работе доказано, что для любой эллиптической спектральной кри-

вой существуют обыкновенные коммутирующие несамосопряженные

дифференциальные операторы Кричевера–Новикова ранга 2 поряд-

ков 4 и 6 с полиномиальными коэффициентами произвольной сте-

пени. В диссертации найдена связь между собственными функци-

ями одномерных операторов Шрёдингера с полиномиальными по-

тенциалами 3 и 4 степени и совместными собственными функциями

некоторых коммутирующих дифференциальных операторов ранга

2. Построены примеры конечнозонных на одном уровне энергии дву-

мерных операторов Шрёдингера, коэффициенты которых выраже-

ны через ℘-функцию Вейерштрасса, при этом спектральные кривые
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операторов имеют род больше 1. Изучен двумерный оператор Шрё-

дингера, связанный с одним семейством гамильтоново минимальных

лагранжевых поверхностей в CP 2.

Первая глава посвящена изучению операторов Кричевера–Новикова

порядков 4 и 6 с полиномиальными коэффициентами.

Напомним некоторые основные результаты теории коммутирую-

щих дифференциальных операторов. В 1905 году Шуром [1] была

доказана следующая лемма.

Лемма. Пусть Ln, Lm и Lk — дифференциальные операторы по-

рядков n, m и k соответственно (n ≥ 1). Если LnLm = LmLn и

LnLk = LkLn, то LmLk = LkLm.

Позже в 1923 году Бурхналл и Чаунди в [2] получили следующий

важный результат.

Лемма. Если LnLm = LmLn, то существует ненулевой полином

R(z, w), такой что R(Ln, Lm) = 0.

Полином R(z, w) определяет спектральную кривую

Γ = {(z, w) : R(z, w) = 0} ⊂ C2.

Если ψ — совместная собственная функция операторов Ln и Lm

Lnψ = zψ, Lmψ = wψ,

то точка с координатами (z, w) принадлежит спектральной кривой
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Γ. Рангом пары Ln, Lm называется размерность пространства сов-

местных собственных функций

l = dim{ψ : Lnψ = zψ, Lmψ = wψ},

где (z, w) — точка общего положения на Γ.

Если коммутирующие операторы имеют ранг один, то их совмест-

ные собственные функции (функции Бейкера–Ахиезера) и коэффи-

циенты операторов выражаются явно через тэта–функцию многооб-

разия Якоби спектральной кривой с помощью конструкции Криче-

вера [3]. В случае ранга l > 1,Кричевером [4] показано, что нахожде-

ние функции Бейкера–Ахиезера сводится к решению интегрального

уравнения, точное решение которого получить не удается.

Кричевер и Новиков [5] предложили метод деформации пара-

метров Тюрина для нахождения коммутирующих операторов ранга

больше 1, который не нуждается в нахождении функции Бейкера–

Ахиезера. C помощью этого метода в [5] найдены операторы ранга

два отвечающие эллиптическим спектральным кривым. При этом

оператор порядка 4 имеет вид

LKN = (∂2
x + V1(x))2 + V2(x)∂x + ∂xV2(x) + V3(x),
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где

V1(x) = − 1

4c2
x

+
c2
xx

4c2
x

− cxxx
2cx

+2
(
ζ(γ0 + c)− ζ(2c)− ζ(γ0 − c)

)
cx

+c2
x

(
2℘(2c)− ℘(γ0 + c)− ℘(γ0 − c)

−(ζ(γ0 + c)− ζ(2c)− ζ(γ0 − c))2
)
,

V2(x) = cx
(
℘(γ0 − c(x))− ℘(γ0 + c(x))

)
,

V3(x) = −
(
℘(γ0 − c(x)) + ℘(γ0 + c(x))

)
,

℘(z), ζ(z) — функции Вейерштрасса, c(x) — произвольная функция,

γ0 — постоянная. Оператор LKN коммутирует с оператором L̃KN

порядка 6. Эти операторы (операторы Кричевера–Новикова) удо-

влетворяют тождеству

L̃2
KN = 4L3

KN + g2LKN + g3, g2, g3 ∈ C.

Примечательно, что операторы Кричевера–Новикова могут иметь

полиномиальные коэффициенты. Первые примеры таких операто-

ров были найдены Диксмье [6]

LD =
(
∂2
x − x3 − a

)2 − 2x,

L̃D =
(
∂2
x − x3 − a

)3 − 3

2

(
x
(
∂2
x − x3 − a

)
+
(
∂2
x − x3 − a

)
x
)
,

при этом L̃2
D = L3

D + a. Гриневич [7] выделил среди операторов

Кричевера–Новикова операторы с рациональными коэффициента-

ми.
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В первой главе мы доказываем что для любой фиксированной

спектральной кривой вида

w2 = z3 + c2z
2 + c1z + c0

существуют коммутирующие несамосопряженные операторы Кричевера–

Новикова порядков 4 и 6 ранга 2 с полиномиальными коэффициен-

тами произвольной степени. Имеет место теорема.

Теорема 1.1 ([1*]). Для произвольной спектральной кривой Γ, за-

данной уравнением

w2 = F (z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0, ci ∈ C,

произвольных (z0, w0) ∈ Γ, w0 6= 0 и произвольного целого n ≥ 1

существуют полиномы

R = δ2n+2x
2n+2 + . . .+ δ0, P = βnx

n + . . .+ β0,

с δ2n+2 6= 0, βn 6= 0, такие что оператор

L4 =
(
∂2
x +R

)2
+ (4w0Px)∂x + ∂x(4w0Px)− 16F (z0)P

2

+4F ′(z0)P −
1

2
F ′′(z0) + z0

коммутирует с оператором L6 порядка 6 с полиномиальными ко-

эффициентами. Спектральной кривой операторов L4, L6 является

Γ.

Отметим, что операторы ранга три в случае эллиптических спек-

тральных кривых были найдены Моховым [8].
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Во второй главе указана связь между одномерными операторами

Шрёдингера с полиномиальными потенциалами третьей и четвертой

степени и обыкновенными коммутирующими дифференциальными

операторами ранга 2.

В работе [9] предложен метод нахождения примеров операторов

ранга два, отвечающих гиперэллиптическим спектральным кривым

рода g > 1 (см. также [10]–[15]). В частности, в [9] доказано, что

L]4 = (∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)

2 + α3g(g + 1)x

коммутирует с оператором порядка 4g + 2. Обозначим через ϕ] ре-

шения уравнения

(
∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0

)
ϕ] = 0.

Имеет место теорема.

Теорема 2.1 ([2*]). 1. Пусть g = 2, z — решение уравнения

z2 + 4α2z + 12α1α3 = 0.

Тогда

L]4ψ = zψ,

где ψ = pϕ], p(x) = 6α3x+ z + 4α2.

2. Пусть g = 4, z — решение уравнения

z3 + 20α2z
2 + 16(4α2

2 + 13α1α3)z + 320α3(7α0α3 + 2α1α2) = 0.
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Тогда

L]4ψ = zψ,

где ψ = pϕ], p(x) = 280α2
3x

2 + 20α3(z+ 16α2)x+ z2 + 20α2z+ 64α2
2 +

168α1α3.

При g = 2, 4 обозначим через L̃]4, L̃
]
4g+2 операторы, которые по-

лучаются из L]4, L
]
4g+2 сопряжением, т.е.

L̃]4 = p−1L]4p, L̃]4g+2 = p−1L]4g+2p

(функция p(x) указана в теореме 2.1).

Следствие. При g = 2, 4 операторы L̃]4, L̃
]
4g+2, L

]
2 образуют ком-

мутативное кольцо по модулю L]2, т.е.

[L̃]4, L
]
2] = B1L

]
2, [L̃]4g+2, L

]
2] = B2L

]
2, (1)

где B1, B2 — некоторые операторы.

Непосредственной проверкой мы установили, что при g = 1, 2,

если выполняется условие

α3
3 − 4α2α3α4 + 8α1α

2
4 = 0, α4 6= 0, (2)

то оператор

L[4 = (∂2
x + α4x

4 + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)
2 + 2g(g + 1)x(α3 + 2α4x)

коммутирует с оператором порядка 4g + 2. По-видимому, это верно

для любых g. При α3 = α1 = 0 это доказано в [16]. Обозначим через
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ϕ[ решение уравнения

(∂2
x + α4x

4 + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)ϕ
[ = L[2ψ

[ = 0,

где α1, α2, α3, α4 удовлетворяют уравнению (2).

Теорема 2.2 ([2*]). 1. Пусть g = 1, z = α2
3

α4
− 4α2. Тогда

L[4ψ = zψ, где ψ = pϕ[, p(x) = 4α4x+ α3.

2. Пусть g = 2, z — решение уравнения

z2 −
(

3α2
3

α4
− 16α2

)
z + 24α1α3 + 192α0α4 = 0.

Тогда

L[4ψ = zψ,

где ψ = pϕ[, p(x) = 24α2
4x

2 + 12α3α4x− 3α2
3 + α4(z + 16α2).

Также по схеме [9] в [15] найден оператор

L\4 = (∂2
x + α1e

x + α0)
2 + α1g(g + 1)ex,

который коммутирует с оператором порядка 4g+2. Обозначим через

ϕ\ решения уравнения(
∂2
x + α1e

x + α0 +
1

4
(g + ε)2

)
ϕ\ = 0.

Доказана следующая теорема

Теорема 2.3 ([2*]). 1. Пусть ε = 0, тогда

L\4ψ = −1

4
g2(4α0 + g2)ψ,
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где ψ = pϕ\, p(x) = egx/2.

2. Пусть ε = 1, тогда

L\4ψ = −1

4
(g + 1)2(4α0 + (g + 1)2)ψ,

где ψ = pϕ\, p(x) = e−(g+1)x/2.

В Главе 3 рассматриваются двумерные конечнозонные (алгебро-

геометрические) на одном уровне энергии операторы Шрёдингера с

эллиптическими коэффициентами, которые отвечают спектральным

кривым рода больше 1.

Двумерный оператор Шрёдингера

L = ∂z∂z̄ + ν(z, z̄)∂z̄ + u(z, z̄) (3)

называется конечнозонным на одном уровне энергии, если блохов-

ские функции (совместные собственные функции L и операторов

трансляций — операторов сдвига на периоды) оператора L на од-

ном уровне энергии параметризуются римановой поверхностью Γ

конечного рода. Конечнозонные на одном уровне энергии двумерные

операторы Шрёдингера введены Дубровиным, Кричевером и Нови-

ковым [17]. Такие операторы восстанавливаются по спектральным

данным {Γ, q1, q2, γ}, где Γ — риманова поверхность, q1, q2 — выде-

ленные точки на Γ, γ — неспециальный дивизор степени g, g — род

Γ. Блоховская функция (двухточечная функция Бейкера–Ахиезера)
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имеет вид

ψ(z, z̄, P ) = exp

{
z

∫ P

Q
Ω1+z̄

∫ P

Q
Ω2

}
θ(U1z + U2z̄ + f(P ) +W )θ(W )

θ(f(P ) +W )θ(U1z + U2z̄ +W )
,

где θ — тэта-функция многообразия Якоби спектральной кривой Γ,

Ωi — нормированный мероморфный дифференциал с полюсом вто-

рого порядка в qi, f(P ) — отображение Абеля, Ui, Vi,W — некоторые

векторы, определяемые спектральными данными, Q — фиксирован-

ная точка на Γ (см. в [17]). При этом

ν(z, z̄) = − ∂

∂z
ln
θ(U1z + U2z̄ + V1 +W )

θ(U1z + U2z̄ + V2 +W )
,

u(z, z̄) =
∂2

∂z∂z̄
ln θ(U1z + U2z̄ +W ).

(4)

Пусть f1, f2 — мероморфные функции на Γ с полюсом в q1, а g1, g2

— мероморфные функции с полюсом в q2. Тогда существуют един-

ственные дифференциальные операторы L(fi) и L̃(gi) такие, что

L(fi)ψ = fiψ, L̃(gi)ψ = giψ

[L(f1), L(f2)] = 0, [L̃(g1), L̃(g2)] = 0.

Оператор Шрёдингера L удовлетворяет тождеству

[L,L(fi)] = BiL, [L, L̃(gi)] = B̃iL,

где Bi и B̃i — некоторые операторы.

Основные результаты этой главы — следующие теоремы.

Теорема 3.1 ([3*]). Оператор Шрёдингера

L =
∂2

∂z∂z̄
+ a

(√
g0 − ℘′(az + bz̄)

2℘(az + bz̄)

)
∂

∂z̄
+
bg(g + 1)℘(az + bz̄)

2a
(5)
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является конечнозонным, где ℘ — эллиптическая функция Вейер-

штрасса, удовлетворяющая уравнению

(℘′(z))2 = −2g(g + 1)

a2
℘(z)3 + g2℘(z)2 + g1℘(z) + g0.

Спектральная кривая оператора H — гиперэллиптическая кривая

рода g.

Таким образом, для оператора L тэта-функциональные формулы

(4) для (3) редуцируются к более простым формулам (5).

Теорема 3.2 ([3*]). Оператор Шрёдингера

L =
∂2

∂z∂z̄
+

7a℘′(az + bz̄)

20g2a2 − 14℘(az + bz̄)

∂

∂z̄
+
b℘(az + bz̄)

2a

является конечнозонным, где ℘ удовлетворяет уравнению

(℘′(z))2 = − 1

2a2
℘(z)3 + g2℘(z)2 −

(
7g0

10g2a2
+

20g2
2a

2

49

)
℘(z) + g0.

Оператор L из теоремы 3.2 коммутирует с самосопряженным опе-

ратором L4 по модулю L

[L,L4] = BL,

где

L4 =

(
∂2

∂z2
+ ℘(az + bz̄)

)2

− 15

14
g2a

2℘(az + bz̄) +
3

8
℘(az + bz̄)2.

В главе 4 рассматривается двумерный операторШрёдингера, свя-

занный с одним семейством гамильтоново минимальных лагранже-

вых поверхностей в CP 2.
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Двумерный оператор Шрёдингера возникает во многих задачах

дифференциальной геометрии. В частности к этому классу задач

относится построение минимальных и гамильтоново минимальных

лагранжевых поверхностей в CP 2.

Подмногообразие M ⊂ CP n (погруженное или вложенное),

dimRM = n, называется лагранжевым, если ограничение формы

Фубини–Штуди на M равно нулю. Подмногообразие M называет-

ся гамильтоново минимальным (H-минимальным), если вариации

объемаM вдоль всех гамильтоновых полей равны 0. В [18] были по-

строены первые примеры гамильтоново минимальных лагранжевых

подмногообразий в CP n (отличных от минимальных). С другой сто-

роны, в [19] было показано, что с каждой лагранжевой поверхностью

в CP 2 связан естественным образом двумерный оператор Шрёдин-

гера. Цель этой работы — изучить оператор Шрёдингера, связан-

ный с гамильтоново минимальными лагранжевыми поверхностями,

построенными в [18].

Будем задавать конформное лагранжево погружение области Ω ⊂

R2 в CP 2 через композицию r : Ω→ S5 ⊂ C3 и проекцию расслоения

Хопфа H : S5 → CP 2, где r = (r1, r2, r3), ri — комплекснозначная

функция. Имеет место лемма (см. [19]).

Лемма. Компоненты rj вектор-функции r удовлетворяют урав-
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нению Шрёдингера

Lrj = ∂2
xrj + ∂2

yrj + i(βx∂xrj + βy∂yrj) + 4evrj = 0,

где 2ev(dx2 + dy2) — индуцированная метрика на поверхности, а

β(x, y) — лагранжев угол, определяемый равенством

eiβ = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3(σ),

z1, z2, z3 — координаты в C3, x, y — координаты на Ω, σ — репер

образованный векторами r, rx|rx| ,
ry
|ry| .

Напомним конструкцию построения гамильтоново минимальных

лагранжевых поверхностей в CP 2 из [18]. Возьмем двумерный конус

K ⊂ R3, заданный уравнением

mu2
1 + nu2

2 + ku2
3 = 0, m, n, k ∈ Z, (u1, u2, u3) ∈ R3.

Рассмотрим пересечение K̃ конуса K с единичной сферой S2 ⊂ R3

u2
1 + u2

2 + u2
3 = 1.

Через T 1 обозначим окружность в C3

T 1 = {(eπimy, eπiny, eπiky), y ∈ R} ⊂ C3.

Нам понадобится решетка Λ ⊂ R, которая порождена числамиm,n, k,

т.е.

Λ = {mp1 + np2 + kp3, pi ∈ Z}.
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Пусть Λ∗ = {λ∗ ∈ R|λλ∗ ∈ Z, λ ∈ Λ} ⊂ R — двойственная решетка к

Λ.Обозначим черезG следующую фактор-группуG = Λ∗/2Λ∗ ' Z2.

Группа G свободно действует на K̃ × T 1, а именно, если γ ∈ G, то

γ(u1, u2, u3, y) = (u1 cos(πmγ), u2 cos(πnγ), u3 cos(πkγ), y + γ),

Отметим, что cos(πmγ), cos(πnγ), cos(πkγ) равны ±1. Фактор-

многообразие K̃ × T 1/G диффеоморфно либо тору, либо бутылке

Клейна.

В [18] показано, что образ многообразия K̃ × T 1/G при компози-

ции отображений H ◦ ω, где

ω : K̃ × S1/G→ S5, ω(u, y) = (u1e
πimy, u2e

πiny, u3e
πiky),

является H-минимальной лагранжевой бутылкой Клейна, либо то-

ром.

Обозначим полученную поверхность через Σ = H◦ω(K̃×T 1/G).

Предположим без ограничения общности, чтоm < n < 0 < k. Имеет

место теорема.

Теорема 4.1 ([9*]). Поверхность Σ является образом композиции

отображений H ◦ ψ : R2 → CP 2, где ψ : R2 → S5, ψ = (ψ1, ψ2, ψ3),

ψ1(x, y) =

√
k

k −m
cn(νx, κ)eiπmy,

ψ2(x, y) =

√
k

k − n
sn(νx, κ)eiπny,

ψ3(x, y) =

√
k(n−m)cn2(νx, κ)− n(k −m)

(k −m)(k − n)
eiπky,
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ν =
√
m(n− k)π, κ =

√
k(m−n)
m(k−n) , sn(νx, κ), cn(νx, κ) — эллипти-

ческие функции Якоби. Индуцированная метрика на Σ имеет вид

ds2 = 2ev(dx2 + dy2), где

2ev = kπ2
(

(m− n) sn(νx, κ)2 −m
)
.

Функции ψi удовлетворяют уравнению Шрёдингера Lψi = 0, где

L = ∂2
x + ∂2

y + i(m+ n+ k)π∂y + 2kπ2
(
(m− n) sn2(νx, κ)−m

)
.

В четвертой главе мы указываем некоторые свойства оператора

L, полученного в теореме 4.1.

Результаты главы 1 получены в неразделимом соавторстве с

А.Е. Мироновым и А.Б. Жегловым, а результаты главы 2 получены

в неразделимом соавторстве с А.Е. Мироновым. Результаты глав 3,

4 получены автором самостоятельно.

Полученные результаты диссертации опубликованы в 9 печатных

и электронных изданиях [1*] – [9*], три из которых изданы в журна-

лах, рекомендованных ВАК [1*] – [3*], шесть — в тезисах докладов

и материалах конференций [4*] – [9*]. Результаты работ [1*], [8*] по-

лучены в неразделимом соавторстве с А.Е. Мироновым и А.Б. Жег-

ловым, а результаты работ [2*], [7*] получены в неразделимом соав-

торстве с А.Е. Мироновым.

Автор выражает глубокую благодарность своему научному руко-

водителю д. ф.–м. н. Андрею Евгеньевичу Миронову за постановку

задач, полезные обсуждения и всестороннюю поддержку; а также
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д. ф–м. н. Александру Борисовичу Жеглову за интерес к работе и

ценные замечания.
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1 Коммутирующие дифференциальные операто-

ры Кричевера–Новикова с полиномиальными

коэффициентами

В этой главе мы изучаем пары коммутирующих дифференциальных

операторов порядков 4 и 6 ранга два. Общий вид таких операторов в

терминах специальных функций на эллиптической кривой был най-

ден Кричевером и Новиковым [5]. Оператор порядка 4 имеет вид

LKN = (∂2
x + V1(x))2 + V2(x)∂x + ∂xV2(x) + V3(x), (6)

где

V1(x) = − 1

4c2
x

+
c2
xx

4c2
x

− cxxx
2cx

+2
(
ζ(γ0 + c)− ζ(2c)− ζ(γ0 − c)

)
cx

+c2
x

(
2℘(2c)− ℘(γ0 + c)− ℘(γ0 − c)

−(ζ(γ0 + c)− ζ(2c)− ζ(γ0 − c))2
)
,

V2(x) = cx
(
℘(γ0 − c(x))− ℘(γ0 + c(x))

)
,

V3(x) = −
(
℘(γ0 − c(x)) + ℘(γ0 + c(x))

)
,

℘(z), ζ(z) — функции Вейерштрасса, c(x) — произвольная функция,

γ0 — постоянная. Оператор LKN коммутирует с оператором L̃KN

порядка 6. Эти операторы удовлетворяют тождеству

L̃2
KN = 4L3

KN + g2LKN + g3, g2, g3 ∈ C.
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Совместные собственные функции LKN и L̃KN образуют векторное

расслоение ранга два над аффинной алгебраической (спектральной)

кривой

w2 = 4z3 + g2z + g3

(общую теорию операторов ранга больше 1 см. в [4]). Операторы

LKN , L̃KN изучались в [7], [8], [20]–[31]. Примечательно, что операто-

ры Кричевера–Новикова могут иметь полиномиальные коэффици-

енты. Первые примеры таких операторов были найдены Диксмье

[6]

LD =
(
∂2
x − x3 − a

)2 − 2x,

L̃D =
(
∂2
x − x3 − a

)3 − 3

2

(
x
(
∂2
x − x3 − a

)
+
(
∂2
x − x3 − a

)
x
)
,

при этом L̃2
D = L3

D + a.

Гриневич [7] нашел условия, когда операторы Кричевера–Новикова

имеют рациональные коэффициенты.

Теорема 1. ([7]) Пара коммутирующих операторов LKN , L̃KN с

неособой алгебраической кривой Γ, определяемой уравнением w2 =

P (z) = 4z3 + g2z+ g3, имеет рациональные коэффициенты тогда и

только тогда, когда

c(x) =

∫ ∞
q(x)

dt√
P (t)

,

где q(x) — произвольная рациональная функция. Если γ0 = 0, q(x) =

x, и P (z) = 4z3 + 4a, то LKN , 1/2L̃KN совпадают с операторами

Диксмье LD, L̃D.
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Формально самосопряженные операторы с полиномиальными ко-

эффициентами изучались в [28]. В этой главе мы изучаем общий

(несамосопряженный) случай. Мы показываем, что для любой эл-

липтической спектральной кривой существуют несамосопряженные

операторы порядка 4 и 6 с полиномиальными коэффициентами про-

извольной степени. Нашим основным результатом является следую-

щая теорема.

Теорема 1.1 ([1*]). Для произвольной спектральной кривой Γ, за-

данной уравнением

w2 = F (z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0, ci ∈ C,

произвольных (z0, w0) ∈ Γ, w0 6= 0 и произвольного целого n ≥ 1

существуют полиномы

R = δ2n+2x
2n+2 + . . .+ δ0, P = βnx

n + . . .+ β0,

с δ2n+2 6= 0, βn 6= 0, такие что оператор

L4 =
(
∂2
x +R

)2
+ (4w0Px)∂x + ∂x(4w0Px)− 16F (z0)P

2+

+4F ′(z0)P −
1

2
F ′′(z0) + z0

коммутирует с оператором L6 порядка 6 с полиномиальными ко-

эффициентами. Спектральной кривой операторов L4, L6 является

Γ.

Отметим, что операторы ранга три в случае эллиптических спек-

тральных кривых были найдены Моховым [8]. Было бы интересно
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найти среди этих операторов операторы с полиномиальными коэф-

фициентами. Отметим также, что недавно были получены новые

результаты о коммутирующих операторах ранга больше 1 в случае

спектральных кривых рода больше единицы (см. [8], [16], [28]–[33]).

Доказательство Теоремы 1.1

Коэффициенты оператора LKN выражены через функциональный

параметр c(x) с помощью функций Вейерштрасса (см. (6)). Такая

параметризация не очень удобна для изучения операторов с полино-

миальными коэффициентами. Для доказательства теоремы 1.1 нам

понадобится другая параметризация через функциональный пара-

метр коэффициентов LKN .

Лемма. Пусть Γ — кривая, заданная уравнением

w2 = F (z) = z3 + c2z
2 + c1z + c0, ci ∈ C.

Тогда оператор

L4 =
(
∂2
x +R

)2
+ (4w0Px)∂x + ∂x(4w0Px)−

− 16F (z0)P
2 + 4F ′(z0)P −

1

2
F ′′(z0) + z0,

(7)

где (z0, w0) ∈ Γ, P (x) = 1
W (x)+2z0+c2

,

R(x) =
1

4P 2
x

(
2P (x)− 16F (z0)P

4(x) + 8F ′(z0)P
3(x)−

2F ′′(z0)P
2(x) + P 2

xx − 2PxPxxx
)
,

(8)
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W (x) — произвольная гладкая функция, коммутирует с некото-

рым оператором шестого порядка L6. При этом спектральной кри-

вой L4 и L6 является Γ.

Доказательство. Рассмотрим коммутирующие формально самосо-

пряженные операторы L̃4, L̃6 порядков 4 и 6 со спектральной кривой

Γ. Оператор L̃4 может быть записан в виде

L̃4 =
(
∂2
x + V (x)

)2
+W (x).

Тогда V (x) выражается через W (x) следующим образом

V (x) =
−16F

(
− 1

2(c2 +W )
)

+W 2
xx − 2WxWxxx

4W 2
x

(см., например, [9] или [21]). Оператор L̃4 − z0 разлагается на мно-

жители (см. [9])

L̃4 − z0 =
(
∂2
x + χ1∂x + χ2

)(
∂2
x − χ1∂x − χ0

)
, (9)

где

χ0 = −Qxx

2Q
+
w

Q
− V, χ1 =

Qx

Q
, χ2 =

3Qxx

2Q
+
w

Q
− Q2

x

Q2
+ V,

Q = z0 +
1

2
(W + c2).

При этом

L̃6 − w0 = l4
(
∂2
x − χ1∂x − χ0

)
, (10)

где l4 — некоторый оператор четвертого порядка. По теореме Лазама–

Превиато [23, следствие 2] несамосопряженные операторы Кричевера–

Новикова могут быть получены из формально самосопряженных
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операторов L̃4 − z0 и L̃6 − w0 с помощью преобразования Дарбу,

т.е. перестановкой множителей в (9) и (10)

L4 =
(
∂2
x − χ1∂x − χ0

)(
∂2
x + χ1∂x + χ2

)
+ z0,

L6 =
(
∂2
x − χ1∂x − χ0

)
l4 + w0.

Прямыми вычислениями можно убедиться, что L4 принимает вид

(7).

Далее мы предполагаем, что w0 6= 0 (иначе L4 является формаль-

но самосопряженным).

Лемма. Оператор L4 имеет полиномиальные коэффициенты то-

гда и только тогда, когда P (x) и R(x) — полиномы.

Доказательство. Если P и R полиномы, то очевидно, что L4 имеет

полиномиальные коэффициенты. Покажем обратное утверждение.

Для этого перепишем L4 в следующем виде

L4 = ∂4
x + a2(x)∂2

x + a1(x)∂x + a0(x),

где из (7) следует, что

a2 = 2R =
1

2P 2
x

(
2P (x)− 16F (z0)P

4(x)

+8F ′(z0)P
3(x)− 2F ′′(z0)P

2(x)

+P 2
xx − 2PxPxxx

)
,

a1 = 2Rx + 8w0Px.

Следовательно, a2x − a1 = 8w0Px. Таким образом, если a1 и a2 по-

линомы, то и Px — полином, а, следовательно, и P — полином.
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Из (8) следует

4P 2
xR =2P − 16F (z0)P

4 + 8F ′(z0)P
3

− 2F ′′(z0)P
2 + P 2

xx − 2PxPxxx.

(11)

Далее мы предполагаем что P,R — полиномы вида

R = α2
2n+2x

2n+2 + . . .+ α2
0, P = βnx

n + . . .+ β0,

α2n+2 6= 0, βn 6= 0.

(12)

Теорема 2. Для любого n > 0 существует решение уравнения (11)

в форме (12).

Доказательство. Продифференцируем обе части (11) по x, а затем

разделим на Px. Получим

Pxxxx + 4RPxx + 2RxPx + 32F (z0)P
3

− 12F ′(z0)P
2 + 2F ′′(z0)P − 1 = 0.

(13)

Уравнение (11) эквивалентно системе уравнений: уравнению (13) и

уравнению на свободный член в (11)

2α2
0β

2
1 = β0 − 8F (z0)β

4
0 + 4F ′(z0)β

3
0 − F ′′(z0)β

2
0 + 2β2

2 − 6β1β3. (14)

Уравнение (13) эквивалентно системе из 3n+1 уравнений с 3n+4

переменными αi, βj. Заметим, что все уравнения имеют степень 3 и

множество их решений состоит из точек в C3n+4 (с координатами

αi, βj), которые лежат в пересечении 3n + 1 кубик заданных этими

уравнениями. По теореме [34, глава 1, теорема 7.2] пересечение X

этих кубик с квартикой (14) в P3n+4 (с однородными координатами
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αi, βj, u) непусто и каждая его неприводимая компонента имеет раз-

мерность больше или равную 2. По этой же причине пересечение X

с гиперплоскостью Z = {u = 0} на бесконечности непусто и каж-

дая его неприводимая компонента имеет размерность больше или

равную 1.

Для доказательства утверждения достаточно доказать, что для

любого фиксированного n > 0 существует одномерная неприводи-

мая компонента X ∩ Z. Из этого факта мы можем заключить, что

аффинная часть пересечения X непуста (на самом деле, мы увидим,

что эта аффинная часть содержит точку с ненулевыми координата-

ми α2n+2 и βn).

Однородные части наших уравнений в P3n+4, которые не зависят

от u, могут быть легко записаны: для уравнения (13) это в точности

коэффициенты при xi уравнения

KP 3 + 4RPxx + 2RxPx = 0, (15)

где K = 32F (z0), и для уравнения (14) — это

α2
0β

2
1 + 4F (z0)β

4
0 = 0. (16)

Следующим наблюдением является то, что уравнения (15) всегда

имеют решения вида

O = (α2n+2 6= 0 : βn 6= 0 : 0 : . . . : 0),

т.е. R = α2
2n+2x

2n+2, P = βnx
n для любого n > 0. Поэтому мы

можем положить, например, βn = 1, α2n+2 = i
√
K/(
√

8n).
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Докажем, что для любого фиксированного n > 0 любая непри-

водимая компонента X ∩ Z, содержащая O, имеет размерность 1.

Рассмотрим открытую аффинную окрестность O: βn = 1. И рас-

смотрим пересечение X ∩ Z с аффинной гиперплоскостью β0 = 0.

Так как пересечение содержит ту же точку O, оно непусто и поэто-

му каждая его неприводимая компонента имеет размерность больше

или равную нулю. Докажем что это пересечение содержит в точно-

сти две точки: O и O′ = (−α2n+2 : 1 : 0 . . . : 0) (а, следовательно,

все неприводимые компоненты X ∩ Z, содержащие O, имеют раз-

мерность один).

Заметим, что из (16) следует, что либо α0 = 0, либо β1 = 0. Если

β0 = β1 = 0, то из уравнения (15) следует, что α0 = 0. С другой

стороны, мы можем рассмотреть (15) как обыкновенное дифферен-

циальное уравнение с полиномиальными коэффициентами на функ-

цию R(x). Решением этого уравнения является

R =
−KP 4/8 + C

P 2
x

, C ∈ C.

Так как α0 = β0 = 0, то постоянная C должна быть нулем. Но тогда

P должно делиться на Px, т.е. P = xn, так как βn = 1 и β0 = 0.

Поэтому имеется только одно решение (P,R) у (15) и только два

решения O,O′ у соответствующих однородных уравнений.

Это означает что имеется точка в аффинной карте u 6= 0 в X,

которая близка к O, т.е. ее координаты α2n+2 и βn ненулевые.
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2 Собственные функции одномерного оператора

Шрёдингера с полиномиальными потенциала-

ми

В этой главе мы укажем связь между собственными функциями од-

номерных операторов Шрёдингера, с полиномиальными потенциа-

лами 3 и 4 степени, и собственными функциями обыкновенных ком-

мутирующих дифференциальных операторов ранга два (функциями

Бейкера–Ахиезера ранга два).

Совместной собственной функцией обыкновенных коммутирую-

щих операторов ранга 2 является функция Бейкера–Ахиезера ранга

2 [5]. Она строится по следующему набору спектральных данных

S = {Γ, q, k−1, γ1, ..., γ2g, β1, ..., β2g},

где Γ — риманова поверхность рода g, q ∈ Γ — выделенная точка с

локальным параметром k−1 в ее окрестности, γ1, ..., γ2g ∈ Γ — набор

точек и βj — набор констант. Функцией Бейкера–Ахиезера ранга 2

ψ(x, P ) = (ψ0, ψ1), P ∈ Γ, называется функция, которая обладает

свойствами:

1. на Γ \ {q} функция ψ имеет простые полюсы в γi и

resγi ψ0(x, P ) = βi resγi ψ1(x, P ),
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2. в окрестности q функция ψ(x, P ) имеет вид

ψ(x, P ) =

( ∞∑
i=0

ξi(x)k−ij

)
Ψ(x, k),

где Ψ(x, P ) — решение уравнения

Ψx = AΨ, A =

 0 1

k + ω(x) 0

 ,

ω(x) — функциональный параметр.

Для спектральных данных общего положения функция Бейкера–

Ахиезера существует и единственна. При этом, для любой меро-

морфной функции f(P ) на Γ с единственным полюсом порядка n

в q существует единственный оператор Lf порядка 2n такой, что

Lfψ = f(P )ψ.

Для различных f и g операторы Lf и Lg коммутируют. В случае

операторов ранга больше 1 совместную собственную функцию ψ

нельзя найти явно. Тем не менее, Кричевером и Новиковым был

предложен метод деформации параметров Тюрина [5], с помощью

которого можно находить операторы ранга больше 1.

С помощью этого метода в [5] найдены операторы ранга два от-

вечающие эллиптическим спектральным кривым.

В [9] разработан метод, который позволяет построить примеры

коммутирующих операторов L4 и L4g+2, отвечающие гиперэллипти-

ческим спектральным кривым

Γ : w2 = F2g+1(z) = z2g+1 + c2gz
2g + · · ·+ c0.
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Одномерные операторы Шрёдингера с потенциалами третьей и

четвертой степени возникают во многих областях математической

физики (см., например, [35]–[37]). В этой главе указана связь между

собственными функциями таких операторов и функциями Бейкера–

Ахиезера ранга два.

В [9] доказано, что

L]4 = (∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)

2 + α3g(g + 1)x

коммутирует с оператором L]4g+2. Операторы L]4, L
]
4g+2 задают ком-

мутативную подалгебру в первой алгебре Вейля. Оказывается, что

собственные функции L]4 при g = 2, 4 в некоторых точках спектраль-

ных кривых связаны между собой и с функциями из ядра оператора

L]2 = ∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0.

Обозначим через ϕ] решение уравнения L]2ϕ] = 0.

Теорема 2.1 ([2*]). 1. Пусть g = 2, z — решение уравнения

z2 + 4α2z + 12α1α3 = 0.

Тогда

L]4ψ = zψ,

где ψ = pϕ], p(x) = 6α3x+ z + 4α2.

2. Пусть g = 4, z — решение уравнения

z3 + 20α2z
2 + 16(4α2

2 + 13α1α3)z + 320α3(7α0α3 + 2α1α2) = 0.
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Тогда

L]4ψ = zψ,

где ψ = pϕ], p(x) = 280α2
3x

2 + 20α3(z+ 16α2)x+ z2 + 20α2z+ 64α2
2 +

168α1α3.

Доказательство. Оператор L]4 − z разлагается на множители сле-

дующим образом (см. [9])

L]4 − z = (∂2
x + χ1∂x + χ2)(∂

2
x − χ1∂x − χ0). (17)

где

χ0 = −Qxx

2Q
+
w

Q
− V, χ1 =

Qx

Q
, χ2 =

3Qxx

2Q
+
w

Q
− Q2

x

Q2
+ V,

Q = (z − γ1(x)) . . . (z − γg(x)),

W = α3g(g + 1)x, V = α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0.

Полином Q удовлетворяет уравнению

4F2g+1(z) =4(z −W )Q2 − 4V (Qx)
2 + (Qxx)

2 − 2QxQxxx+

+ 2Q
(
2VxQx + 4V Qxx +Qxxxx

)
.

(18)

Рассмотрим оператор

L2 = ∂2
x − χ1∂x − χ0.

Имеем

p−1L2p = ∂2
x+

(
2px
p
−Qx

Q

)
∂x+

2Qpxx − 2Qxpx + (Qxx + 2V Q− 2w)p

2pQ
.

Тогда при Q = p2

p−1L2p = ∂2
x + V +

2pxx
p
− w + p2

x

p2
.
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Таким образом, получаем что

p−1L2p = L]2

тогда и только тогда, когда

2pxx
p
− w + p2

x

p2
= 0. (19)

Поэтому p является либо квадратичной функцией от x, либо линей-

ной функцией от x.

1. Положим p = p1(z)x+ p0(z). Тогда из (19)

2pxx
p
− w + p2

x

p2
= − w + p2

1(
p1x+ p0

)2 = 0.

Поэтому w = −p2
1. Следовательно, w2 = F2g+1(z) = p4

1. Получаем из

(18)

F2g+1 − p4
1 = (p1x+ p0)

3
(
(z −W )(p1x+ p0) + 2Vxp1

)
= 0.

Из последнего равенства следует, что

α3p1(6− g2− g)x2− (α3g(g + 1)p0 + (4α2 + z)p1)x+ zp0 + 2α1p1 = 0.

Следовательно, g = 2, p0(z) = 1
6α3

(z + 4α2)p1(z) и z удовлетворяет

уравнению

z2 + 4α2z + 12α1α3 = 0. (20)

Положим p1 = 6α3.

Таким образом, мы показали, что, если p(x) = 6α3x+z+4α2, где

z удовлетворяет уравнению (20), то

∂2
x − χ1∂x − χ0 = p(∂2

x + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)p
−1,
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при этом функции χ0 и χ1 при g = 2 для оператора L]4 имеют вид

χ0 =
w − 9α2

3

z2 + (3α3x+ 5α2)z + 9α2
3x

2 + 12α2α3x+ 9α1α3 + 4α2
2

−

(α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0),

χ0 =
3α3(z + 6α3x+ 4α2)

z2 + (3α3x+ 5α2)z + 9α2
3x

2 + 12α2α3x+ 9α1α3 + 4α2
2

.

Следовательно, если

(∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)ϕ

] = 0,

то функция ψ = pϕ] удовлетворяет уравнению

(∂2
x − χ1∂x − χ0)ψ = 0,

а значит, из (17) получим

L]4ψ = zψ.

Первый пункт теоремы 2.1 доказан. Второй пункт этой теоремы до-

казывается аналогично.

2. Если p = p2(z)x2 + p1(z)x+ p0(z). Тогда из (19)

2pxx
p
− w + p2

x

p2
= − w + p2

1 − 4p0p2(
p2x2 + p1x+ p0

)2 = 0.

Поэтому w = 4p0p2 − p2
1. Следовательно, w2 = F2g+1(z) = (4p0p2 −

p2
1)

2. Получаем из (18)

F2g+1(z)− (4p0p2 − p2
1)

2 =

(p2x
2+p1x+p0)

3
(

(p2x
2+p1x+p0)(W−z)−2(2p2x+p1)Vx−8V p2

)
= 0.
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Из последнего равенства следует, что

α3p2(20− g2 − g)x3 +
(
α3(6− g2 − g)p1 + (z + 16α2)p2

)
x2+

(
− α3g(g + 1)p0 + (z + 4α2)p1 + 12α1p2

)
x+ zp0 + 2α1p1 + 8α0p2 = 0.

Следовательно, g = 4, p1(z) = 1
14α3

(z+ 16α2)p2(z), p0(z) = 1
280α2

3
(z2 +

20α2z + 168α1α3 + 64α2
2)p2(z) и z удовлетворяет равенству

z3 + 20α2z
2 + 16(α1α3 + 4α2

2)z + 320α3(7α0α3 + 2α1α2) = 0. (21)

Положим p2 = 280α2
3.

Таким образом, мы показали, что, если p(x) = 280α2
3x

2 +20α3(z+

16α2)x+z2 +20α2z+64α2
2 +168α1α3, где z удовлетворяет уравнению

(21), то

∂2
x − χ1∂x − χ0 = p(∂2

x + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)p
−1.

Следовательно, если

(∂2
x + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)ϕ

] = 0,

то функция ψ = pϕ] удовлетворяет уравнению

(∂2
x − χ1∂x − χ0)ψ = 0,

а значит, из (17) получим

L]4ψ = zψ.

Второй пункт теоремы 2.1 доказан.
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При g = 2, 4 обозначим через L̃]4, L̃
]
4g+2 операторы, которые по-

лучаются из L]4, L
]
4g+2 сопряжением, т.е.

L̃]4 = p−1L]4p, L̃]4g+2 = p−1L]4g+2p

(функция p(x) указана в теореме 2.1).

Следствие. При g = 2, 4 операторы L̃]4, L̃
]
4g+2, L

]
2 образуют ком-

мутативное кольцо по модулю L]2, т.е.

[L̃]4, L
]
2] = B1L

]
2, [L̃]4g+2, L

]
2] = B2L

]
2,

где B1, B2 — некоторые операторы.

Непосредственной проверкой мы установили, что при g = 1, 2,

если выполняется условие

α3
3 − 4α2α3α4 + 8α1α

2
4 = 0, α4 6= 0, (22)

то оператор

L[4 = (∂2
x + α4x

4 + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)
2 + 2g(g + 1)x(α3 + 2α4x)

коммутирует с оператором порядка 4g + 2. По-видимому, это верно

для любых g. При α3 = α1 = 0 это доказано в [16]. Обозначим через

ϕ[ решение уравнения

(∂2
x + α4x

4 + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)ϕ
[ = L[2ψ

[ = 0,

где α1, α2, α3, α4 удовлетворяют уравнению (22).
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Теорема 2.2 ([2*]). 1. Пусть g = 1, z = α2
3

α4
− 4α2. Тогда

L[4ψ = zψ, где ψ = pϕ[, p(x) = 4α4x+ α3.

2. Пусть g = 2, z — решение уравнения

z2 −
(

3α2
3

α4
− 16α2

)
z + 24α1α3 + 192α0α4 = 0.

Тогда

L[4ψ = zψ,

где ψ = pϕ[, p(x) = 24α2
4x

2 + 12α3α4x− 3α2
3 + α4(z + 16α2).

Доказательство. Оператор L[4 − z разлагается на множители сле-

дующим образом (см. [9])

L[4 − z = (∂2
x + χ1∂x + χ2)(∂

2
x − χ1∂x − χ0). (23)

где

χ0 = −Qxx

2Q
+
w

Q
− V, χ1 =

Qx

Q
, χ2 =

3Qxx

2Q
+
w

Q
− Q2

x

Q2
+ V,

Q = (z − γ1(x)) . . . (z − γg(x)),

W = 2g(g + 1)(2α4x+ α3)x, V = α4x
4 + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0.

Полином Q удовлетворяет уравнению

4F2g+1(z) =4(z −W )Q2 − 4V (Qx)
2 + (Qxx)

2 − 2QxQxxx+

+ 2Q
(
2VxQx + 4V Qxx +Qxxxx

)
.

(24)

Рассмотрим оператор

L2 = ∂2
x − χ1∂x − χ0.
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Имеем

p−1L2p = ∂2
x+

(
2px
p
−Qx

Q

)
∂x+

2Qpxx − 2Qxpx + (Qxx + 2V Q− 2w)p

2pQ
.

Тогда при Q = p2

p−1L2p = ∂2
x + V +

2pxx
p
− w + p2

x

p2
.

Таким образом, получаем что

p−1L2p = L[2

тогда и только тогда, когда

2pxx
p
− w + p2

x

p2
= 0. (25)

Поэтому p является либо квадратичной функцией от x, либо линей-

ной функцией от x.

1. Положим p = p1(z)x+ p0(z). Тогда из (25)

2pxx
p
− w + p2

x

p2
= − w + p2

1(
p1x+ p0

)2 = 0.

Поэтому w = −p2
1. Следовательно, w2 = F2g+1(z) = p4

1. Получаем из

(24)

F2g+1 − p4
1 = (p1x+ p0)

3
(
(z −W )(p1x+ p0) + 2Vxp1

)
= 0.

Из последнего равенства следует, что

4α4p1(2− g2 − g)x3 − 2
(
2α4g(g + 1)p0 + α3p1(−3 + g + g2)

)
x2−

(2α3g(g + 1)p0 + (z + 4α2)p1)x+ zp0 + 2α1p1 = 0.
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Следовательно, g = 1, p0(z) = α3

4α4
p1(z) и z = α2

3

2α4
− 2α2. Положим

p1 = 4α4.

Таким образом, мы показали, что, если p(x) = 4α4x+ α3, то

∂2
x − χ1∂x − χ0 = p(∂2

x + α4x
4 + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)p

−1,

при этом функции χ0 и χ1 при g = 2 для оператора L[4 имеют вид

χ0 =
4α4(w − 4α4)

4α4z + 16α2
4x

2 + 8α3α4x+ 16α2α4 − 3α2
3

−

(α4x
4 + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0),

χ0 =
8α4(4α4x+ α3)

4α4z + 16α2
4x

2 + 8α3α4x+ 16α2α4 − 3α2
3

.

Следовательно, если

(∂2
x + α4x

4 + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)ϕ
[ = 0,

то функция ψ = pϕ[ удовлетворяет уравнению

(∂2
x − χ1∂x − χ0)ψ = 0,

а значит, из (23) получим

L[4ψ =

(
α2

3

2α4
− 2α2

)
ψ.

Первый пункт теоремы 2.2 доказан. Второй пункт этой теоремы до-

казывается аналогично.

2. Если p = p2(z)x2 + p1(z)x+ p0(z). Тогда из (25)

2pxx
p
− w + p2

x

p2
= − w + p2

1 − 4p0p2(
p2x2 + p1x+ p0

)2 = 0.
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Поэтому w = 4p0p2 − p2
1. Следовательно, w2 = F2g+1(z) = (4p0p2 −

p2
1)

2. Получаем из (24)

F2g+1(z)− (4p0p2 − p2
1)

2 =

(p2x
2+p1x+p0)

3
(

(p2x
2+p1x+p0)(W−z)−2(2p2x+p1)Vx−8V p2

)
= 0.

Из последнего равенства следует, что

4α4p2(6− g2 − g)x4 + 2
(
2α4(2− g2 − g)p1 + α3(10− g2 − g)p2

)
x3−

(
4α4g(g + 1)p0 + 2α3(3− g2 − g)p1 + (z + 16α2)p2

)
x2−

−
(
2α3g(g + 1)p0 + (z + 4α2) + 12α1p2

)
x+ zp0 + 2α1p1 + 8α0p2.

Следовательно, g = 2, p1(z) = α3

2α4
p2(z), p0(z) = 1

24α2
4
(α4z − 3α2

3 +

16α2α4)p2(z) и z удовлетворяет тождеству

z2 −
(

3α2
3

α4
− 16α2

)
z + 24α1α3 + 192α0α4 = 0. (26)

Положим p2 = 24α2
4.

Таким образом, мы показали, что, если p(x) = 24α2
4x

2+12α3α4x−

3α2
3 + α4(z + 16α2), где, z удовлетворяет уравнению (26), то

∂2
x − χ1∂x − χ0 = p(∂2

x + α4x
4 + α3x

3 + α2x
2 + α1x+ α0)p

−1.

Следовательно, если

(∂2
x + α4x

4 + α3x
3 + α2x

2 + α1x+ α0)ϕ
[ = 0,

то функция ψ = pϕ[ удовлетворяет уравнению

(∂2
x − χ1∂x − χ0)ψ = 0,
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а значит, из (23) получим

L[4ψ = zψ.

Второй пункт теоремы 2.2 доказан.

Оператор L\4 = (∂2
x + α1e

x + α0)
2 + α1g(g + 1)ex коммутирует с

оператором порядка 4g + 2 [15]. Обозначим через ϕ\ решение урав-

нения (
∂2
x + α1e

x + α0 +
1

4
(g + ε)2

)
ϕ\ = L\2ψ

\ = 0.

Теорема 2.3 ([2*]). 1. Пусть ε = 0, тогда

L\4ψ = −1

4
g2(4α0 + g2)ψ,

где ψ = pϕ\, p(x) = egx/2.

2. Пусть ε = 1, тогда

L\4ψ = −1

4
(g + 1)2(4α0 + (g + 1)2)ψ,

где ψ = pϕ\, p(x) = e−(g+1)x/2.

Доказательство. Оператор L\4 − z разлагается на множители сле-

дующим образом (см. [9])

L\4 − z = (∂2
x + χ1∂x + χ2)(∂

2
x − χ1∂x − χ0). (27)
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где

χ0 = −Qxx

2Q
+
w

Q
− V, χ1 =

Qx

Q
, χ2 =

3Qxx

2Q
+
w

Q
− Q2

x

Q2
+ V,

Q = (z − γ1(x)) . . . (z − γg(x)),

W = α1g(g + 1)ex, V = α1e
x + α0.

Полином Q удовлетворяет уравнению

4F2g+1(z) =4(z −W )Q2 − 4V (Qx)
2 + (Qxx)

2 − 2QxQxxx+

+ 2Q
(
2VxQx + 4V Qxx +Qxxxx

)
.

(28)

Рассмотрим оператор

L2 = ∂2
x − χ1∂x − χ0.

Имеем

p−1L2p = ∂2
x+

(
2px
p
−Qx

Q

)
∂x+

2Qpxx − 2Qxpx + (Qxx + 2V Q− 2w)p

2pQ
.

Тогда при Q = p2

p−1L2p = ∂2
x + V +

2pxx
p
− w + p2

x

p2
.

Таким образом, получаем что

p−1L2p = ∂2
x + α1e

x + α0 + c2

тогда и только тогда, когда

2pxx
p
− w + p2

x

p2
= c2. (29)

Поэтому p = p2(z)ecx+b(z) + p1(z) + p0(z)e−cx−b(z). Тогда из (29)

2pxx
p
− w + p2

x

p2
− c2 = −w + c2(p2

1 − 4p0p2)

p2
.



42

Следовательно, w = c2(4p0p2−p2
1). Тогда w2 = F2g+1(z) = c4(4p0p2−

p2
1)

2. Получаем из (28)

F2g+1(z)− c4(4p0p2 − p2
1)

2 =

p3
(
(z −W + 4c4)p+ 2(V ′ + 2cV )px + 8c2p0V e

−cx − 5c4p1

)
= 0.

Из последнего равенства следует, что

α1p2

(
2c+ 4c2 − g(1 + g)

)
(ex)2c+1 + p2(z + 4c4 + 4α0c

2)(ex)2c−

α1g(g + 1)p1(e
x)c+1 + (z − c4)p1(e

x)c+((
4α1c

2 − 2α1c− α1g(g + 1)
)
ex + z + 4c4 + 4α0c

2
)
p0 = 0.

Заметим, что левая часть последнего равенства является полиномом

от ex степени 2c+1. Следовательно, p0 = 0, p1 = 0, z = −4c2(c2+α0),

a c равно либо 1
2g, либо −

1
2(g + 1). Положим p2 = 1.

1. Пусть c = 1
2g. Таким образом, мы показали, что, если p(x) = egx/2,

то

∂2
x − χ1∂x − χ0 = p(∂2

x + α1e
x + α0)p

−1.

Следовательно, если

(∂2
x + α1e

x + α0)ϕ
\ = 0,

то функция ψ = pϕ\ удовлетворяет уравнению

(∂2
x − χ1∂x − χ0)ψ = 0,

а значит, из (27) получим

L\4ψ = zψ = −4c2(c2 + α0)ψ = −1

4
g2(4α0 + g2)ψ.
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Первый пункт теоремы 2.3 доказан. Второй пункт этой теоремы до-

казывается аналогично.

2. Пусть c = −1
2(g + 1). Таким образом, мы показали, что, если

p(x) = e−(g+1)x/2, то

∂2
x − χ1∂x − χ0 = p(∂2

x + α1e
x + α0)p

−1.

Следовательно, если

(∂2
x + α1e

x + α0)ϕ
\ = 0,

то функция ψ = pϕ\ удовлетворяет уравнению

(∂2
x − χ1∂x − χ0)ψ = 0,

а значит, из (27) получим

L\4ψ = zψ = −4c2(c2 + α0)ψ = −1

4
(g + 1)2

(
4α0 + (g + 1)2

)
ψ.

Второй пункт теоремы 2.3 доказан.

Заметим, что решения уравнения (∂2
x+α1e

x+α0)ϕ = 0 выражают-

ся через функцию Бесселя, а именно, замена переменной x = ln
(
y2

4α1

)
сводит это уравнение к (y2∂2

y + y∂y + (y2 + 4α0))ϕ = 0.
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3 Двумерные конечнозонные операторыШрёдин-

гера с эллиптическими коэффициентами

В данной главе мы строим примеры конечнозонных на одном уровне

энергии двумерных операторов Шрёдингера, коэффициенты кото-

рых выражены через ℘-функцию Вейерштрасса, при этом спектраль-

ные кривые операторов имеют род больше 1.

Конечнозонные на одном уровне энергии двумерные операторы

Шрёдингера введены Дубровиным, Кричевером и Новиковым [17].

Такие операторы восстанавливаются по спектральным данным {Γ,

q1, q2, γ}, где Γ — риманова поверхность, q1, q2 — выделенные точки

на Γ, γ — неспециальный дивизор степени g, g — род Γ. Существует

единственная функция ψ(z, z̄, P ), P ∈ Γ, которая обладает следую-

щими свойствами:

1. в окрестностях q1 q2

ψ = ek1z
(

1 +
ξ1(z, z̄)

k1
+O

(
1

k2
1

))
,

ψ = ek2z̄
(
ζ0(z, z̄) +

ζ1(z, z̄)

k2
+O

(
1

k2
2

))
,

где k−1
1 и k−1

2 — локальные координаты в окрестностях q1 и q2,

2. на Γ \ {q1, q2} функция ψ имеет дивизор полюсов γ.

Функция ψ называется двухточечной функцией Бейкера–Ахиезера

(блоховская функция). Функция ψ удовлетворяет уравнению Шрё-
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дингера

Lψ =

(
∂zz̄ + ν(z, z̄)∂z̄ + u(z, z̄)

)
ψ = Eψ,

где ν(z, z̄) = −∂z(ln ζ0), u = −∂z̄(ξ1). Функция Бейкера-Ахиезера

имеет вид

ψ(z, z̄, P ) = exp

(
z

∫ P

Q
Ω1+z̄

∫ P

Q
Ω2

)
θ(U1z + U2z̄ + f(P ) +W )θ(W )

θ(f(P ) +W )θ(U1z + U2z̄ +W )
,

где θ — тэта-функция многообразия Якоби спектральной кривой Γ,

Ωi — нормированный мероморфный дифференциал с полюсом вто-

рого порядка в qi, f(P ) — отображение Абеля, Ui, Vi,W — некоторые

векторы, определяемые спектральными данными, Q — фиксирован-

ная точка на Γ (см. в [17]). При этом

ν(z, z̄) = − ∂

∂z
ln
θ(U1z + U2z̄ + V1 +W )

θ(U1z + U2z̄ + V2 +W )
,

u(z, z̄) =
∂2

∂z∂z̄
ln θ(U1z + U2z̄ +W ).

(30)

Пусть f1, f2 — мероморфные функции на Γ с полюсом в q1, а g1, g2

— мероморфные функции с полюсом в q2. Тогда существуют един-

ственные дифференциальные операторы L(fi) и L̃(gi) такие, что

L(fi)ψ = fiψ, L̃(gi)ψ = giψ

[L(f1), L(f2)] = 0, [L̃(g1), L̃(g2)] = 0.

(31)

Оператор Шрёдингера L удовлетворяет тождеству

[L,L(fi)] = BiL, [L, L̃(gi)] = B̃iL, (32)

где Bi и B̃i — некоторые операторы.
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Конечнозонные двумерные операторы Шрёдингера изучались во

многих работах (см. например [38]-[43]). Основные результаты этой

главы — следующие теоремы.

Теорема 3.1. Оператор Шрёдингера

L =
∂2

∂z∂z̄
+ a

(√
g0 − ℘′(az + bz̄)

2℘(az + bz̄)

)
∂

∂z̄
− bg(g + 1)℘(az + bz̄)

2a
(33)

является конечнозонным, где ℘ — эллиптическая функция Вейер-

штрасса, удовлетворяющая уравнению

(℘′(z))2 = −2g(g + 1)

a2
℘(z)3 + g2℘(z)2 + g1℘(z) + g0.

Спектральная кривая оператора L — гиперэллиптическая кривая

рода g.

Доказательство. Конечнозонные на одном уровне энергии опера-

торы Шрёдингера

L = ∂zz̄ + ν(z, z̄)∂z̄ + u(z, z̄)

можно находить с помощью тождества (32). Рассмотрим равенство[
L,

∂2

∂z2
+ g(g + 1)℘(az + bz̄)

]
= BL, (34)

где

(℘′(z))2 = g3℘(z)3 + g2℘(z)2 + g1℘(z) + g0.
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Тождество (34) выполняется тогда и только тогда, когда

u = c1(z̄) +
b

2a
g(g + 1)℘(az + bz̄),

ν =
c2(z̄)− aUz

2aU
, g3 = − 2

a2
g(g + 1),

c2 =
a

2
√
b

√
16ac3

1 + 4a2bg2c2
1 − 2ab2g(g + 1)c1 + b3g0g2(g + 1)2.

Известно, что оператор Ламе

∂2

∂z2
+ g(g + 1)℘(az + bz̄)

коммутирует с дифференциальным оператором порядка 2g + 1. Их

спектральной кривой Γ является гиперэллиптическая кривая рода

g. Очевидно, что блоховские собственные функции оператора L па-

раметризуются кривой Γ. Положим c1 = 0.

Таким образом, для оператораH тэта-функциональные формулы

(30) редуцируются к более простым формулам (33). Отметим, что

L удовлетворяет тождеству[
L,

∂2

∂z2
+ g(g + 1)℘(az + bz̄)

]
= −2a

(
∂

∂z

(√
g0 − ℘′(az + bz̄)

2℘(az + bz̄)

))
L.

Несложно найти другие операторы L(fi), L̃(gi) для L из (31), (32).

Напомним, что в общем случае потенциал конечнозонного одно-

мерного оператора Шрёдингера − ∂2

∂x2 +u(x) выражается через тэта-

функцию спектральной кривой (см. [44])

u(x) = −2∂2
x ln θ(xU1 + U2) + const, U1, U2 ∈ Cg.

В то же время существуют конечнозонные операторы с потенци-

алами, выраженными через ℘-функцию Вейерштрасса, например,
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оператор Ламе

− ∂2

∂x2
+ g(g + 1)℘(x)

или оператор Трейбича–Вердне

− ∂2

∂x2
+

3∑
i=0

ai(ai + 1)℘(x+ ωi),

где ωi — полупериоды. Теорема 3.1 показывает, что аналогичный

феномен возможен и в двумерном случае. Справедлива также сле-

дующая теорема.

Теорема 3.2. Оператор Шрёдингера

H =
∂2

∂z∂z̄
+

7a℘′(az + bz̄)

20g2a2 − 14℘(az + bz̄)

∂

∂z̄
+
b℘(az + bz̄)

2a

является конечнозонным, где ℘ удовлетворяет уравнению

(℘′(z))2 = − 1

2a2
℘(z)3 + g2℘(z)2 −

(
7g0

10g2a2
+

20g2
2a

2

49

)
℘(z) + g0.

Доказательство. Конечнозонные на одном уровне энергии опера-

торы Шрёдингера

L = ∂zz̄ + ν(z, z̄)∂z̄ + u(z, z̄)

можно находить с помощью тождества (32). Рассмотрим равенство

[
L, (∂2

z + V )2 +W
]

= BL, (35)

где B — некоторый дифференциальный оператор. Тождество (35)

выполняется тогда и только тогда, когда

Vz̄ = Uz, Wz̄ = 2U(Vz + 2ννz − νzz),
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где

ν = −Uz
2U

,

W = νzzz − 4ννzz − 3ν2
z + 6ν2νz + 2V (νz − ν2)

+2Vzν − ν4 − Vzz − V 2 + c1(z̄).

Положим V = ℘(az + bz̄), где

(℘′(z))2 = g3℘(z)3 + g2℘(z)2 + g1℘(z) + g0.

Тогда получаем

U = −5

7
abg2 +

b

2a
℘(az + bz̄), g3 = − 1

2a
,

g1 = −
(

7g0

10g2a2
+

20g2
2a

2

49

)
, c1 = const.

В итоге, самосопряженный оператор(
∂2

∂z2
+ ℘(az + bz̄)

)2

− 15

14
g2a

2℘(az + bz̄) +
3

8
℘(az + bz̄)2 + c1.

коммутирует с дифференциальными операторами порядка 5 и 6.

Спектральная кривая Γ данных операторов имеет род 3. Очевидно,

что блоховские собственные функции оператора L параметризуются

кривой Γ.

Оператор L из теоремы 3.2 коммутирует с самосопряженным опе-

ратором L4 по модулю L

[L,L4] = BL,

где

L4 =

(
∂2

∂z2
+ ℘(az + bz̄)

)2

− 15

14
g2a

2℘(az + bz̄) +
3

8
℘(az + bz̄)2.
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4 Двумерный оператор Шрёдингера, связанный

с семейством гамильтоново минимальных ла-

гранжевых поверхностей в CP 2

В данной главе изучается двумерный оператор Шрёдингера, связан-

ный с семейством гамильтоново минимальных лагранжевых поверх-

ностей в CP 2, построенных в [18].

В [18] были построены первые примеры H-минимальных лагран-

жевых подмногообразий в CP n (отличных от минимальных). Эти

подмногообразия строятся с помощью некоторой надстройки над пе-

ресечением квадрик в Rn. Топология этих подмногообразий изуча-

лась в [45]. В двумерном случае эта конструкция дает H-минималь-

ные лагранжевы торы (вложенные или погруженные) и бутылки

Клейна (только погруженные) в CP 2 (см. ниже). С другой стороны

в [19] было показано, что с каждой лагранжевой поверхностью свя-

зан естественным образом двумерный оператор Шрёдингера. Цель

этой работы — изучить оператор Шрёдингера, связанный с гамиль-

тоново минимальными лагранжевыми поверхностями, построенных

в [18].

Будем задавать конформное лагранжево погружение области Ω ⊂

R2 в CP 2 через композицию r : Ω → S5 ⊂ C3, где |r| = 1, и про-

екцию расслоения Хопфа H : S5 → CP 2, где r = (r1, r2, r3), ri —
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комплекснозначная функция. Имеет место лемма (см. [19]).

Лемма. Компоненты rj вектор-функции r удовлетворяют урав-

нению Шрёдингера

Lrj = ∂2
xrj + ∂2

yrj + i(βx∂xrj + βy∂yrj) + 4evrj = 0, (36)

где 2ev(dx2 + dy2) — индуцированная метрика на поверхности, а

β(x, y) — лагранжев угол, определяемый равенством

eiβ = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3(σ),

z1, z2, z3 — координаты в C3, x, y — координаты на Ω, σ — репер

образованный векторами r, rx|rx| ,
ry
|ry| .

Напомним конструкцию построения H-минимальных лагранже-

вых поверхностей в CP 2 из [18]. Возьмем двумерный конус K ⊂ R3,

заданный уравнением

mu2
1 + nu2

2 + ku2
3 = 0, m, n, k ∈ Z \ {0}, (u1, u2, u3) ∈ R3.

Рассмотрим пересечение K̃ конуса K с единичной сферой S2 ⊂ R3

u2
1 + u2

2 + u2
3 = 1.

Через T 1 обозначим окружность в C3

T 1 = {(eπimy, eπiny, eπiky), y ∈ R} ⊂ C3.

Нам понадобится решетка Λ ⊂ R, которая порождена числамиm,n, k,

т.е.

Λ = {mp1 + np2 + kp3, pi ∈ Z}.
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Пусть Λ∗ = {λ∗ ∈ R|λλ∗ ∈ Z, λ ∈ Λ} ⊂ R — двойственная решетка к

Λ.Обозначим черезG следующую фактор-группуG = Λ∗/2Λ∗ ' Z2.

Группа G свободно действует на K̃ × T 1, а именно, если γ ∈ G, то

γ(u1, u2, u3, y) = (u1 cos(πmγ), u2 cos(πnγ), u3 cos(πkγ), y + γ),

Отметим, что cos(πmγ), cos(πnγ), cos(πkγ) равны ±1. Фактор-

многообразие K̃ × T 1/G диффеоморфно либо тору, либо бутылке

Клейна.

В [18] показано, что образ многообразия K̃ × T 1/G при компози-

ции отображений H ◦ ω, где

ω : K̃ × S1/G→ S5, ω(u, y) = (u1e
πimy, u2e

πiny, u3e
πiky),

является H-минимальной лагранжевой бутылкой Клейна, либо то-

ром.

Пусть Σ = H◦ω(K̃×T 1/G). Основной результат этой работы за-

ключается в следующем. Предположим без ограничения общности,

что m < n < 0 < k. Имеет место теорема.

Теорема 4.1 ([9*]). Поверхность Σ является образом композиции

отображений H ◦ ψ : R2 → CP 2, где ψ : R2 → S5, ψ = (ψ1, ψ2, ψ3),

ψ1(x, y) =

√
k

k −m
cn(νx, κ)eiπmy,

ψ2(x, y) =

√
k

k − n
sn(νx, κ)eiπny,

ψ3(x, y) =

√
k(n−m)cn2(νx, κ)− n(k −m)

(k −m)(k − n)
eiπky,
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ν =
√
m(n− k)π, κ =

√
k(m−n)
m(k−n) , sn(νx, κ), cn(νx, κ) — эллипти-

ческие функции Якоби. Индуцированная метрика на Σ имеет вид

ds2 = 2ev(dx2 + dy2), где

2ev = kπ2
(

(m− n) sn(νx, κ)2 −m
)
.

Функции ψi удовлетворяют уравнению Шрёдингера Lψi = 0, где

L = ∂2
x + ∂2

y + i(m+n+ k)π∂y + 2kπ2
(
(m−n) sn2(νx, κ)−m

)
. (37)

Оператор Шрёдингера (37) является суммой оператора с посто-

янными коэффициентами

∂2
y + i(m+ n+ k)π∂y

и конечнозонного оператора Ламе

L2 = ∂2
x + 2kπ2

(
(m− n) sn2(νx, κ)−m

)
.

Потенциал u(x) = 2kπ2
(
(m − n) sn2(νx, κ) − m

)
оператора Ламе

является периодическим u(x+ τ) = u(x), где τ = 2K,

K =
1

ν

∫ π
2

0

dt

1− κ2 sin(t)2
.

Оператор L2 коммутирует с оператором третьего порядка

L3 =∂3
x −

(
3k(m− n) sn2(νx, κ) + (mn+ nk − 2km)

)
π2∂x

− 3k(m− n)νsn(νx, κ)cn(νx, κ)dn(νx, κ),

dn(νx, κ) — эллиптическая функция Якоби. Коммутирование опе-

раторов проверяется явным вычислением. Спектральная кривая Γ
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операторов L2, L3 задается уравнением Q(z, w) = 0, где

Q(z, w) =w2 − z3 − 2(mn+ nk + km)π2z2

− (m2n2 + n2k2 + k2m2 + 3mnk(m+ n+ k))π4z

−mnk(m+ n)(n+ k)(k +m)π6.

Операторы L2, L3 удовлетворяют уравнению Q(L2, L3) = 0. Спек-

тральная кривая параметризует совместные собственные числа опе-

раторов L2 и L3 (см., например, [3]), а именно, если

L2f(x) = zf(x), L3f(x) = wf(x),

то (z, w) ∈ Γ.

Напомним, что собственная функция g(x, y) периодического опе-

ратора называется блоховской, если

g(x+ τ) = µ1g(x, y), g(x, y + τ ′) = µ2g(x, y),

где |µ1| = |µ2| = 1, τ, τ ′ — периоды. Спектральная кривая Γ па-

раметризует блоховские функции оператора L на нулевом уровне

энергии, а именно, если f(x) — блоховская функция оператора L2,

L2f(x) = zf(x),

то функция g(x, y) = f(x)eiαy, где α — корень уравнения

α2 + (m+ n+ k)πα− z = 0,

является блоховской для оператора Шрёдингера

Lg(x, y) = 0.
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Конечнозонные на одном уровне энергии операторы Шрёдингера

изучались в [17]. Отметим, что другие примеры H-минимальных

лагранжевых поверхностей в CP 2 построены в [46] и [47] (см. также

[48]). Отметим также, что если m + n + k = 0, то поверхность яв-

ляется минимальной. Оказывается, что в этом случае метрика на Σ

является экстремальной для первого собственного значения опера-

тора Лапласа–Бельтрами (см. [50], [51]).

Доказательство Теоремы 4.1

Напомним, что любую лагранжеву поверхность можно строить (ло-

кально) с помощью композиции горизонтального отображения (см.

[18])

r : Ω→ S5

и проекции Хопфа H : S5 → CP 2, где Ω ⊂ R2, причем r удовлетво-

ряет уравнениям

〈r, rx〉 = 〈r, ry〉 = 〈rx, ry〉 = 0, |rx|2 = |ry|2 = 2ev, (38)

〈·, ·〉 — эрмитово произведение. Индуцированная метрика на поверх-

ности имеет вид ds2 = 2ev(dx2 + dy2), т.е. (x, y) — изотермические

координаты. Из (38) следует, что следующая матрица является уни-
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тарной

R̃ =


r

1√
2
e−

v
2rx

1√
2
e−

v
2ry

 ∈ U(3).

Следовательно, detR̃ = eiβ(x,y), где β(x, y) — лагранжев угол по-

верхности. Если β — гармоническая функция на поверхности, то

поверхность H-минимальна, а если β постоянна, то поверхность ми-

нимальна (см. [49]). Через лагранжев угол можно выразить вектор

средней кривизны поверхности H = J∇β, где J — комплексная

структура на CP 2. Таким образом

R =


r

1√
2
e−

v
2−i

β
2 rx

1√
2
e−

v
2−i

β
2 ry

 ∈ SU(3).

Матрица R удовлетворяет уравнениям

Rx = AR, Ry = BR, (39)

где

A =


0

√
2e

v
2+iβ2 0

−
√

2e
v
2−i

β
2 if i

(
h+ 1

2βy
)
− 1

2vy

0 i
(
h+ 1

2βy
)

+ 1
2vy if

 ∈ su(3),

B =


0 0

√
2e

v
2+iβ2

0 ih i
(

1
2βx − f

)
+ 1

2vx

−
√

2e
v
2−i

β
2 i
(

1
2βx − f

)
− 1

2vx ih

 ∈ su(3),
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f(x, y), h(x, y) — некоторые вещественные функции. Из (39) выте-

кает, что r удовлетворяет уравнению Шрёдингера (36).

Найдем вектор-функцию ψ : R2 → S5, которая удовлетворяет

уравнениям (38) в случае поверхности Σ. Это позволит найти иско-

мый оператор Шрёдингера. Будем искать ψ = (ψ1, ψ2, ψ3) в виде

ψ1(x, y) = ϕ1(x)eiπmy, ψ2(x, y) = ϕ2(x)eiπny, ψ3(x, y) = ϕ3(x)eiπky,

где ϕj(x) — вещественные функции. Потребуем, чтобы ϕj(x) удо-

влетворяли уравнениям

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = 1, mϕ2

1 + nϕ2
2 + kϕ2

3 = 0. (40)

Тогда 〈ψ, ψx〉 = 〈ψ, ψy〉 = 〈ψx, ψy〉 = 0.

Из условия конформности метрики |ψx|2 = |ψy|2 = 2ev получаем

(ϕ′1)
2 + (ϕ′2)

2 + (ϕ′3)
2 = 2ev, (41)

π2(m2ϕ2
1 + n2ϕ2

2 + k2ϕ2
3) = 2ev. (42)

Из (40) и (42) вытекает

ϕ2
1 =

2ev + knπ2

(k −m)(n−m)π2
, ϕ2

2 =
2ev + kmπ2

(k − n)(m− n)π2
,

ϕ2
3 =

2ev +mnπ2

(m− k)(n− k)π2
.

Из последних равенств следует

ϕ′21 =
e2vv′2

(k −m)(n−m)(2ev + knπ2)π2
,

ϕ′22 =
e2vv′2

(k − n)(m− n)(2ev + kmπ2)π2
,

ϕ′23 =
e2vv′2

(m− k)(n− k)(2ev +mnπ2)π2
.
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Подставим формулы для (ϕ′j)
2 в (41). Получим уравнение на v

(2ev + kmπ2)(2ev + knπ2)(2ev +mnπ2) + e2vv′2 = 0. (43)

Напомним, что эллиптическая функция Якоби sn(x, κ) определя-

ется следующим образом (см. [52])

sn(x, κ) = sinφ(x, κ),

где φ(x, κ) — обратная функция к

x(φ) =

∫ φ

0

dt√
1− κ2 sin(t)2

, 0 < κ < 1.

Из тождества

sn′(x, κ)2 = (1− sn(x, κ)2)(1− κ2sn(x, κ)2),

вытекает, что уравнение (43) имеет решение вида

2ev = kπ2
(

(m− n) sn2

(√
m(n− k)πx,

√
k(m− n)

m(k − n)

)
−m

)
.

Тогда

ϕ1 =

√
k

k −m
cn(νx, κ), ϕ2 =

√
k

k − n
sn(νx, κ),

ϕ3 =

√
k(n−m)cn2(νx, κ)− n(k −m)

(k −m)(k − n)
,

где ν =
√
m(n− k)π, κ =

√
k(m−n)
m(k−n) , cn(x, κ) = cosφ(x, κ). Функции

ϕj удовлетворяют (40), (41) и (42), а ψj удовлетворяют уравнениям

(38). Прямыми вычислениями получаем, что для

R̃ =


ψ

1√
2
e−

v
2ψx

1√
2
e−

v
2ψy

 ∈ U(3),
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detR̃ = eiβ(x,y), где

β(x, y) = (m+ n+ k)πy +
π

2
.

Матрицы A и B из (39) принимают вид

A =


0

√
2e

v
2+iβ2 0

−
√

2e
v
2−i

β
2 0 1

2ie
−vmnkπ3

0 1
2ie
−vmnkπ3 0

 ,

B =


0 0

√
2e

v
2+iβ2

0 −1
2ie
−v(mnkπ3 + evβy)

v′

2

−
√

2e
v
2−i

β
2 −v′

2
1
2ie
−v(mnkπ3 + evβy)

 .

Таким образом, функция ψ удовлетворяет уравнению Шрёдингера

Lψ = 0, где

L = ∂2
x + ∂2

y + i(m+ n+ k)π∂y + 2kπ2
(
(m− n) sn2(νx, κ)−m

)
.

Теорема 4.1 доказана.
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Заключение

В диссертации установлена связь между собственными функци-

ями некоторых одномерных операторов Шрёдингера и функцией

Бейкера–Ахиезера ранга 2. Доказано что для любой фиксированной

эллиптической спектральной кривой существуют коммутирующие

несамосопряженные операторы порядков 4 и 6 с полиномиальными

коэффициентами произвольной степени. Найдены конечнозонные на

одном уровне энергии двумерные операторы Шрёдингера, коэффи-

циенты которых выражены через ℘-функцию Вейерштрасса. Изучен

двумерный оператор Шрёдингера, связанный с семейством гамиль-

тоново минимальных лагранжевых поверхностей в CP 2, построен-

ных в [18].
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