
2. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

2.1. Ââåäåíèå. Ïóñòü X1, X2, ..., Xn, ... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé Sn =∑n

i=1 Xi, F (x) = P(X < x), Fn(x) = P(Sn < x).
Þ.Â. Ëèííèê â öèêëå ðàáîò [1] èçó÷àë óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü P(Sn >

x
√

n) aïïðîêñèìèðóåòñÿ ïðè n → ∞ âåðîÿòíîñòüþ P(Y > x), ãäå Y - ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà, èìåþùàÿ ñòàíäàðòíîå ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå â çîíå 0 < x < Λ(n), Λ(n) →∞
ïðè n →∞.

Ìåòîä Ëèííèêà îñíîâàí íà ïðÿìîì àíàëèçå ïîâåäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
íà äåéñòâèòåëüíîé îñè è òåõíè÷åñêè î÷åíü ñëîæåí.

Â 1965ã. ÿ îïóáëèêîâàë ðàáîòó [2], â êîòîðîé áûë ïðåäëîæåí ñîâåðøåííî äðóãîé,
çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäåëüíûõ òåîðåì òèïà Ëèííèêà,
êîòîðûé îñíîâàí íà ïðåäâàðèòåëüíîì óðåçàíèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îáðàçóþùèõ ñóì-
ìó. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñòàòüè Ëèííèêà â ñóììå ñîäåðæàò 50 ñòð., â òî âðåìÿ êàê
äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ â [2] çàíèìàåò ìåíüøå 6 ñòðàíèö. Óñëî-
âèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå ñëàãàåìûõ â [2] òàêæå ñèëüíî óïðîùåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ [1]. Ñ òåõ
ïîð ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [2], íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëñÿ ðàçíûìè àâòîðàìè. Êàê
â [1], òàê è â [2] óñëîâèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå ñëàãàåìûõ íàêëàäûâàþòñÿ â ôîðìå íåðà-
âåíñòâ. ×òîáû ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé P(Sn > x

√
n)

ïðè x > Λ(n), íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèÿ P(X > x) ïðàâèëüíî ìåíÿëàñü ïðè
x →∞, â òîì èëè èíîì ñìûñëå.

Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïðåäñòàâëåí â ìîåì äîêëàäå íà êîíôå-
ðåíöèè â Óæãîðîäå â îêòÿáðå 1959ã. Òåêñò äîêëàäà îïóáëèêîâàí â æóðíàëå "Òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ"(ñì. [3]). Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæèòñÿ â [4]. Óñëî-
âèå íà P(X > x) â [3] ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè EeitX .
Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè x →∞

P(X > x) ∼ c

xα
, α > 2. (1)

×òî êàñàåòñÿ ñàìèõ ðåçóëüòàòîâ â [3] è [4], òî îíè äàþòñÿ â âèäå ëîêàëüíûõ òåîðåì
äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x) â îáëàñòè 0 < x < o(

√
n). Èç ýòèõ òåîðåì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,

÷òî ïðè ñòåïåííîì óáûâàíèè P(X > x) äîñòàòî÷íî áîëüøèå óêëîíåíèÿ Sn ïîëó÷àþòñÿ
â îñíîâíîì çà ñ÷åò îäíîãî ñëàãàåìîãî. Îäíàêî çíà÷åíèå ðàáîòû [4] ñîñòîèò íå òîëüêî
â òîì, ÷òî â íåé îòêðûò íîâûé ôåíîìåí. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â íåé âïåðâûå
ñ óñïåõîì ïðèìåíåí êîìïëåêñíûé àíàëèç â ñëó÷àå, êîãäà íàðóøåíî óñëîâèå Êðàìåðà.
Ïîäðîáíåå î ðàáîòàõ [3] è [4] ñì. â ï. 2.3.

Â ñëåäóþùåé ìîåé ðàáîòå [5] (ñì. òàêæå [6] ) âûâåäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå

1− Fn(x) ∼ n(1− F (x)) (2)
äëÿ x = x(n), ñòðåìÿùèõñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè äîñòàòî÷íî áûñòðî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
F (x) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèåì ñ âïîëíå ìîíîòîííîé ïëîò-
íîñòüþ.
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Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [5] âïåðâûå áûë èñïîëüçîâàí íîâûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ïðåäñòàâëåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè àïïðîêñèìèðóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ G â
âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé. Óñîâåðøåíñòâîâàííûå ðå-
çóëüòàòû òèïà (2) ïðè óñëîâèè (1) ïîçäíåå áûëè ïîëó÷åíû À.Â. Íàãàåâûì [7, 8], ÷èñòî
âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì.

Àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ P(Sn > x) ïðè óñëîâèèè, ÷òî EX = 0 è P(X >
x) ∼ c

xα , α > 1, âûâåäåíî â ìîåé ðàáîòå [9].
Â 1969ã. À.Â. Íàãàåâ â [10] âûâåë àñèìïòîòèêó äëÿ P(Sn > x) íà âñåé îñè â

ïðåäïîëîæåíèè,÷òî
p(x) ∼ e−xα

, 0 < α < 1,

ãäå p(x) - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
â [10] ÷èñòî âåðîÿòíîñòíûé.

Íåñêîëüêî ëåò ñïóñòÿ, â 1973ã. âûøëà ìîÿ ñòàòüÿ [11], ãäå òåîðåìà î áîëüøèõ óêëîíå-
íèÿõ íà âñåé îñè äîêàçàíà äëÿ áîëåå øèðîêîãî, ÷åì â [10], êëàññà ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà â [11], â îòëè÷èå îò [10], ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì. Íà÷àëüíûå
ýëåìåíòû ýòîãî ìåòîäà ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [5], ðå÷ü î êîòîðîé óæå øëà âûøå. Ãëàâíûé
ðåçóëüòàò ðàáîòû [11] ôîðìóëèðóåòñÿ òàêæå â [12].

2.2. Òåîðåìû î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõÞ.Â. Ëèííèêà. Ëèííèê [1] ïåðâûì íà÷àë
èññëåäîâàòü àñèìïòîòèêó âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà íàðóøàåòñÿ
èçâåñòíîå óñëîâèå Êðàìåðà

∫ ∞

−∞
etxdF (x) < ∞, |t| < t0, (3)

ãäå F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé
Ëèííèêà èçëîæåíû òàêæå â ìîíîãðàôèè [13] (ãë. 11�14). Ëèííèê ðàññìàòðèâàë
ðàñïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

∫ ∞

−∞
eh(|x|)dF (x) < ∞, (4)

ãäå h(x) ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç îïèñûâàåìûõ íèæå êëàññîâ.
Êëàññ I: ôóíêöèè h(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

(ln x)2+ξ0 ≤ h(x) ≤ x1/2

(ξ0 > 0 ñêîëü óãîäíî ìàëî). Êðîìå òîãî, h(x) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

h(x) = exp{H(ln x)},
ãäå H(x) � ìîíîòîííàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

H ′(z) ≤ 1, H ′(z) → 0 ïðè z →∞,

H ′(z) exp{H(z)} > c1z
1+ξ1 , ξ1 > 0.

Êëàññ II: íåóáûâàþùèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè h(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ρ0(x) ln x ≤ h(x) ≤ (ln x)2,
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ãäå ρ0(x) ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Êðîìå òîãî, h(x) ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

h(x) = M(x) ln x = N(ln x) ln x,

ïðè÷åì N ′(z) → 0 ïðè z →∞.
Êëàññ III: ôóíêöèè h(x), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

3 ln x ≤ h(x) ≤ M ln x,

ãäå M ≥ 3 íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ëèííèê äîêàçàë, ÷òî ïðè óñëîâèè (4) äëÿ 0 < x < Λ(n)ρ(n)n

lim
n→∞

1− Fn(x)

1− Φ(x/
√

n)
= 1, (5)

ãäå ρ(n) � ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî ñòðåìÿùàÿñÿ ê 0 ôóíêöèÿ, à Fn(x) � ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû Sn. Ãðàíèöà Λ(n) çàâèñèò îò òîãî, êàêîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò
h(x). Äëÿ êëàññà I Λ(n) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

h(Λ(n)) = nΛ2(n).

Äëÿ êëàññà II
Λ(n) =

√
nh(x) =

√
M(n)n log n.

Äëÿ êëàññà III
Λ(n) =

√
n log n.

2.3. Àëüòåðíàòèâíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì òèïà Ëèííèêà. Íà ðó-
áåæå 1950�1960-ûõ ãã. âñåîáùèé èíòåðåñ âûçûâàëà ïðîáëåìà ïîëó÷åíèÿ îöåíêè âèäà

∣∣∣∣Fn(x
√

n)− Φ(x)

∣∣∣∣ < cg(x)β3/n
1/2 (6)

c îïòèìàëüíîé ôóíêöèåé g(x), ãäå β3 = E|X1|3. Âñëåäñòâèå (2) óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ
g(x) íå ìîæåò óáûâàòü áûñòðåå 1/|x|3. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (6) � ýòî áîëåå
ãðóáûé, íî çàòî ñîáèðàòåëüíûé âàðèàíò ñîîòíîøåíèÿ (2).

Ïûòàÿñü ðàñïðîñòðàíèòü ñîîòíîøåíèå òèïà (2) íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ðàñïðåäå-
ëåíèé ïîñðåäñòâîì ïðåäâàðèòåëüíîãî óðåçàíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà
ïåðåâàëà, ÿ íàòîëêíóëñÿ íà îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé íåèçâåñòíîãî
ðàíåå âèäà, äåéñòâóþùèå äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x > ψ(n) (n � ÷èñëî ñëàãàåìûõ). Ìíå
íå óäàëîñü äî êîíöà îñóùåñòâèòü çàäóìàííûé ïëàí, çàòî âûøåóïîìÿíóòûé ïîäõîä äàë
âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îöåíêó (6) ñ g(x) = 1/(1 + |x|3). Íîâûé ïîäõîä äàë òàêæå âîç-
ìîæíîñòü óïðîñòèòü è óòî÷íèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû Ëèííèêà, î êîòîðûõ ðå÷ü
øëà âûøå, à èìåííî, áûë ââåäåí áîëåå øèðîêèé è ïðîñòî îïèñûâàåìûé êëàññ ôóíêöèé,
íåæåëè êëàññû I è II Ëèííèêà. Ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé g(x) ñ
ìîíîòîííî óáûâàþùåé íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

0 < g′(x) <
α g(x)

x
, α < 1, x > B(g), (7)
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è
g(x) > ρ(x) ln x, (8)

ãäå ρ(x) � ôóíêöèÿ, ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè x →∞,
B(g) � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò g. Äëÿ ýòîãî êëàññà áûë ïîëó÷åí ñëå-
äóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.1. Åñëè ∫ ∞

−∞
eg(|x|)dF (x) < ∞,

òî ïðè 0 ≤ x ≤ Λ(n)

1− Fn(x)

1− Φ(x/
√

n
) = exp

{
−x3

n2
λ[α/(1−α)]

(
−x

n

)}
(1 + o(1)), (9)

ãäå Λ(n) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 = ng(x), à λ[α/(1−α)] � îòðåçîê ðÿäà Êðàìåðà, ñîäåð-
æàùèé [α/(1− α)] ïåðâûõ ÷ëåíîâ.

Óñëîâèå (7) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(x) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

g(x) = c exp
{∫ x

1

α(y)

y
dy

}
, 0 < α(y) < 1, (10)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè
òåì, ÷òî α(y), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè y →∞.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êëàññ ôóíêöèé g(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (7) c α < 1/2
è (8), ñîäåðæèò êëàññû I è II, ââåäåííûå Ëèííèêîì [1].

Òåîðåìà 3.2. Åñëè ∫ ∞

−∞
|x|mdF (x) < ∞, (11)

òî ïðè 0 ≤ x ≤
√(

m
2
− 1

)
n ln n

1− Fn(x)

1− Φ(x/
√

n)
→ 1.

Â äàëüíåéøåì Ð. Ìèõåëü [14] ïîêàçàë, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.2.ñïðàâåäëèâî â
áîëåå øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé x.

Óñëîâèå (11) ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ (4) äëÿ h(x) = m ln x. Î÷åâèäíî, ýòà ôóíêöèÿ
ïðèíàäëåæèò êëàññó III Ëèííèêà. Çàìåòèì, ÷òî ãðàíèöû â òåîðåìàõ 1 è 2 ÿâëÿþòñÿ
áîëåå òî÷íûìè, ÷åì ó Ëèííèêà. Ýòè òåîðåìû, à òàêæå íåðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

|Fn(x)− Φ(x
√

n)| < cβ3/(1 + |x|3)n1/2 (12)

âîøëè â ìîþ ñòàòüþ [2]. Ýòà ñòàòüÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàëà ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà óðå-
çàíèÿ ïðè èçó÷åíèè áîëüøèõ óêëîíåíèé. Âñêîðå îöåíêà (12) áûëà ïåðåíåñåíà À. Áè-
êÿëèñîì [15] íà ðàçíîðàñïðåäåëåííûå ñëàãàåìûå. Ðàáîòû Ë.Â. Îñèïîâà ïî áîëüøèì
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óêëîíåíèÿì (ñì., íàïðèìåð, [16]) òàêæå âûïîëíåíû ïîä âëèÿíèåì ðàáîòû [2]. Èäåè, çà-
ëîæåííûå â ðàáîòå [2], èñïîëüçîâàíû â ñòàòüÿõ À.À. Áîðîâêîâà [17] è [18]. Ê ïîñëåäíèì
ìû âåðíåìñÿ íèæå.

2.4. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû íà âñåé îñè. Ïåðâûé îáùèé ðåçóëüòàò îá àñèìïòî-
òè÷åñêîì ïîâåäåíèè âåðîÿòíîñòóé áîëüøèõ óêëîíåíèé ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí áûë ïîëó÷åí Ã.Êðàìåðîì [19], êîòîðûé äîêàçàë,
÷òî ïðè óñëîâèè (3)

1− Fn(x
√

n)

1− Φ(x)
∼ exp

{
x3

√
n

λ
( x√

n

)}
, (13)

åñëè x = o(
√

n). Çäåñü λ(z) � ñòåïåííîé ðÿä, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Êðàìåðà. Ïðè
âûâîäå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (13) Êðàìåð èñïîëüçîâàë ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êðàìåðà (3), òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ∫∞
−∞ ezxdF (x) àíàëèòè÷íà â ïîëîñå |Rez| < t0. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ïðè
àíàëèçå áîëüøèõ óêëîíåíèé ìåòîä ïåðåâàëà. Ýòîò ìåòîä, â ÷àñòíîñòè, áûë ïðèìåíåí
Â.Ðèõòåðîì [20] ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû î áîëüøèõ
óêëîíåíèÿõ. Â ñëó÷àå, êîãäà óñëîâèå Êðàìåðà íå âûïîëíÿåòñÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü êàê àíàëèòè÷åñêàÿ â
íåêîòîðîé ïîëîñå ôóíêöèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä ïåðåâàëà íå ïðèìåíèì (âïðî÷åì
êàê è ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ðàñïðåäåëåíèé). Òåì íå ìåíåå, êîìïëåêñíûé àíàëèç óäàëîñü
ïðèìåíèòü è ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ Êðàìåðà. Âïåðâûå ýòî áûëî ñäåëàíî â ìîåé ðàáî-
òå [4] (ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû áûëè àíîíñèðîâàíû â [3].) Â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ ïðîäîëæàåòñÿ ñ ìíèìîé îñè â ïðàâóþ
ïîëóïëîñêîñòü â ìíîãîëèñòíóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå 0. Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ.

×òîáû ÷èòàòåëü ïîëó÷èë áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå î ñîäåðæàíèè ðàáîòû [4],
ñôîðìóëèðóåì îäèí èç ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ.

Ìû áóäåì ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X,X1X2, ..., Xn... � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x), ïðè÷åì DX < ∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî EX = 0 è
DX = 1. Íàïîìíèì, ÷òî Fn(x) := P(Sn < x).

Ïóñòü êëàññ Dα, 0 < α ≤ 1 ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(z) ∈ Dα, åñëè åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

czα(1 + ψ(z)) ïðè α < 1,
cz ln z(1 + ψ(z)) ïðè α = 1,

(14)

ãäå ψ(z) � âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè, èìåþùåé òî÷êó âåòâëåíèÿ â 0, ïðè÷åì ψ(z)
àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîì êðóãå |z| ≤ A, èç êîòîðîãî óäàëåí îòðåçîê [0, A] è lim

z→0
ψ(z) = 0

(äëÿ zn è ln z âûáèðàþòñÿ ãëàâíûå âåòâè).
Ïóñòü s è p � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ìû ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ F (x) ïðèíàäëåæèò êëàññó Dsp
αβ, åñëè

∫ ∞

0

eitxdF (x) =
s∑

k=0

β+
k (it)k + φ+

α (it)(it)s,
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(15)
∫ 0

∞
eitxdF (x) =

p∑

k=0

β−k (it)k + φ−β (−it)(it)p,

ãäå φ+
α ∈ Dα è φ−β ∈ Dβ, ïðè÷åì

ds

dzs
z−αφ+

α (z) = o(|z|−s)

è
dp

dzp
z−βφ−β (z) = o(|z|−p).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî F (x) ∈ Dsp
αβ, íàïðèìåð, åñëè

F (x) =





c
|x|p+β , x < −1,

c, |x| ≤ 1,
1− 1−c

xs+α , x > 1,

(16)

ãäå 0 < c < 1 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè F (x) ∈ Dsp
αβ, òî óñëîâèå

Êðàìåðà (3) çàâåäîìî íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó èç íåãî ñëåäóåò àíàëè÷íîñòü ôóíêöèè∫∞
−∞ ezxdF (x) â íåêîòîðîé ïîëîñå |Rez| < δ.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü F (x) ∈ Dsp

αβ, s ≥ 2, p ≥ 2 è ñóùåñòâóåò n0 òàêîå, ÷òî ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû X1 +X2 + ...Xn0 àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è åå ïðîèçâîäíàÿ p(x)
îãðàíè÷åíà. Òîãäà ïðè α < 1, x →∞, x = o(

√
n)

pn(x) =
1√
2π

e−x2/2(1 + o(1)) +
Γ(s + α + 1)Im[c+(1− e2πiα)]

2πn(s+α−2)/2xs+α+1
(1 + o(1)), (17)

ãäå pn(x) � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 1√
n

∑n
i=1 Xi.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (17) â òî÷íîñòè ðàâíî
ïëîòíîñòè √np(x

√
n) cëó÷àéíîé âåëè÷èíû x/

√
n, óìíîæåííîé íà n. Òàêèì îáðàçîì,

ôîðìóëó (17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

pn(x) ∼ φ(x) + n3/2p(x
√

n), x →∞, x = o(
√

n),

ãäå φ(x) - ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà. Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñëåäóåò,
÷òî äëÿ b < a = o(

√
n), b →∞

Fn(a)− Fn(b) ∼ Φ
( a√

n

)− Φ
( b√

n

)
+ n(F (a)− F (b)).

Îòñþäà íåòðóäíî èçâëå÷ü, ÷òî ïðè x →∞, x = o(
√

n)

1− Fn(x) ∼ 1− Φ
( x√

n

)
+ n(1− F (x)). (18)

Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.1

p(x) ∼ c(α, s)

xα+s+1
,
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ãäå
c(α, s) =

Γ(s + α + 1)Im[c+(1− e2πiα)]

2π
,

òî
1− F (x) ∼ c(α, s)

α + s
x−α−s.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

1− Φ
( x√

n

)
= o(n(1− F (x))),

åñëè x/
√

n ln n →∞. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåðíî (18), òî ïðè x/
√

n ln n →∞

1− Fn(x) ∼ n(1− F (x)). (19)

Ðåçóëüòàò òàêîãî òèïà ïðè áîëåå îáùèõ, ÷åì â [4] ïðåäïîëîæåíèÿõ, áûë ïîëó÷åí â ìîåé
ðàáîòå [5], à èìåííî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå (B,∞) ôóíêöèÿ ψ(x)
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ b > a > B

V
a≤x≤b

[
F (x)−G(x)

]
≤

∫ b

a

ψ(x)

x2
g(x)dx,

ãäå V
a≤x≤b

� âàðèàöèÿ íà îòðåçêå [a, b], G(x) � ðàñïðåäåëåíèå íà [0,∞) ñ ïëîòíîñòüþ

g(x) =

∫ ∞

0

e−xuω(u) du,

ò.å. ôóíêöèÿ g(x) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ìîíîòîííîé â ñìûñëå Ñ.Í. Áåðíøòåéíà.
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ω èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ Ãåëüäåðà è ω(0) = 0. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèå (19) èìååò ìå-
ñòî äëÿ x òàêèõ, ÷òî

nu2
x = o(1), (20)

ãäå ux � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
uxe

xux(1−G(x)) = 1.

Íàïðèìåð, åñëè ω(u) ∼ uα, α > 2, òî 1 − G(x) ∼ 1/αxα. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, óñëîâèå (20) âûïîëíÿåòñÿ ïðè x > ρ(n)

√
n ln n, ãäå ρ(n) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ,

ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ãðà-
íèöà áëèçêà ê Λ(n) â òåîðåìå 3.2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 1 − G(x) ∼ e−xα ïðè x → ∞. Òîãäà óñëîâèå (20) âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè x > ρ(n)n

1
2−2α , ãäå ρ(n) → ∞ ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

â ñèëó òåîðåìû 3.1 äëÿ 1 − Fn(x) èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (9) ïðè
x < n

1
2−α .

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì ïðîìåæóòî÷íóþ îáëàñòü n
1

2−α < x <

ρ(
√

n)n
1

2−2α , â êîòîðîé àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé íå îïèñûâàåòñÿ
íè òåîðåìîé 3.1, íè ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [5].
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Àñèìïòîòèêà 1− Fn(x) â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè n
1

2−α < x < ρ(n)n
1

2−2α áûëà èññëå-
äîâàíà â ðàáîòå À.Â. Íàãàåâà [10]. Ïðè ýòîì íà F (x) íàêëàäûâàëîñü óñëîâèå: F ′(x) ∼
e−|x|

α
, 0 < α < 1, êîãäà |x| → ∞. Êàê óæå ãîâîðèëîñü â ï. 2.1. [4, 5] â [10] èñïîëüçóåòñÿ

÷èñòî âåðîÿòíîñòíûé ïîäõîä.
Áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ìîåé ñòàòüå [11], ê îïèñàíèþ êîòîðûõ ìû

ñåé÷àñ ïåðåõîäèì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè x →∞

1− F (x) = eχ(x)(1 + o(1)),

ãäå χ(x) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà äëÿ x > 0 è óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
(i) lim

x→∞
xχ′(x)/ log x = −∞,

(ii) ñóùåñòâóåò 0 < α < 1 òàêîå, ÷òî αχ(x)/x ≤ χ′(x),
(iii) lχ′′(x) ≤ −χ′(x)/x ≤ Lχ′′(x).
(iv) 0 ≤ −χ′′′(x) ≤ L1χ

′′(x)/x,
ãäå l, L è L1 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Äîïîëíèòåëüíûå ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 3.1 óñëîâèÿ (iii) è (iv) íóæíû äëÿ òîãî,
÷òîáû îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íà áåñêîíå÷íîñòè
ðàñïðåäåëåíèåì ñ âïîëíå íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ. Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî ñðàçó íàëî-
æèòü ýòî óñëîâèå âìåñòî (iii) è (iv), ÷òî ñèëüíî áû óïðîñòèëî èçëîæåíèå.

Ïóñòü
E|X1|N(α) < ∞,

ãäå N(α) = [(3− 2α)/(1− α)]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

K(u) =

N(α)∑
2

χku
k,

ãäå χk � ñåìèèíâàðèàíòû (êóìóëÿíòû) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1. Ïóñòü λα(z) îòðåçîê
ðÿäà Êðàìåðà, ñîñòîÿùèé èç ïåðâûõ N(α)− 3 ÷ëåíîâ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

K ′
(
− χ′

(
(1− u)x

))
= ux/n (21)

íà îòðåçêå 0 < u < 1. Îïðåäåëèì β = β(x, n) êàê íàèìåíüøèé êîðåíü ýòîãî óðàâíå-
íèÿ (åñëè, ðàçóìååòñÿ, îíî èìååò ðåøåíèå). Ïóñòü äàëåå Λ(n) ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ

χ(x) + x2/n = 0. (22)
Îïðåäåëåíèå Λ(n) êîððåêòíî, òàê êàê óðàâíåíèå (22) èìååò òîëüêî îäèí ñòðîãî
ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Ïîëîæèì

P1(x) = n
(
1− χ′′((1− β)x)n

)−1/2(
1− F ((1− β)x)

)
exp

{− (βx)2/2n + λα(βx/n)(βx)3/n2
}
,

P2(x) =
(
1− Φ(x/n1/2)

)
exp

{
λα(x/n)x3/n2

}
.
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Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü F (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (i)�(iv). Òîãäà

P(Sn ≥ x) = P1(x)(1 + o(1)), (23)

åñëè
lim

n→∞
xn−1/(2−α) = ∞.

Åñëè
lim sup

n→∞
xn−1/(2−α) < ∞,

è
lim sup

n→∞
nχ′′((1− β)x) < 1,

òî
P(Sn ≥ x) =

(
P1(x) + P2(x)

)
(1 + o(1)). (24)

Åñëè lim inf
n→∞

nχ′′((1− β)x) ≥ 1 è Λ(n) ≤ x èëè x ≤ Λ(n), òî

P(Sn ≥ x) = P2(x)(1 + o(1)). (25)

Ìû âèäèì, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåìîé 3.1 â òåîðåìå 4.3 äîáàâëåíû óñëîâèÿ (iii)
è (iv). Óñëîâèå (iii) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ α(y) â ïðåäñòàâëåíèè òèïà (10) äëÿ −χ(x)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(1− L−l)α(x)− α2(x)

x
< α′(x) <

(1− l−1)α(x)− α2(x)

x
.

Óðàâíåíèå (21), êîòîðîå ñëóæèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà β, èññëåäîâàëîñü â ìîåé
îáçîðíîé ñòàòüå [12]. Â ÷àñòíîñòè, òàì ïîêàçàíî, ÷òî β = β(n, x) → 0, åñëè x/n

1
2−α →∞.

Åñëè χ(x) = −x−α, òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, β ∼ 2αn/x2−α ïðè x/n
1

2−α → 0. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî ïðè x/n

1
2−2α →∞

(
1− (1− β)α

)
xα → 0,

ò.å.
F (x)− F ((1− β)x) = o(1).

Êðîìå òîãî, ïðè óñëîâèè x/n
1

2−2α →∞

1− χ′′((1− β)x)n → 1 è exp
{− (βx)2/2n + λα(βx/n)(βx)3/n2

} → 1.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè x/n
1

2−2α →∞

1− Fn(x) ∼ n(1− F (x)).

Ìåæäó ïðî÷èì, ýòó æå ñàìóþ ãðàíèöó ìû ïîëó÷èëè âûøå, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ (20). Ýòî
ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [5], ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Îòìåòèì,
÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(21) íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêèõ òðóäíîñòåé.

9



Àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, áëèçêèå ê ïîëó÷åííûì â òåîðåìå 4.3, ñîäåðæàòñÿ â
ñòàòüå Áîðîâêîâà [18] (òåîðåìà 2.1), ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ln (1− F (t)) = −l(t) =
−tαL(t), ãäå L(t) � ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äîïîëíèòåëüíîìó
îãðàíè÷åíèþ

L′(t) = o
(L(t)

t

)
(26)

ïðè t →∞. Êðîìå òîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

l′′(t) = α(α− 1)
l(t)

t2
(1 + o(1)). (27)

Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôóíêöèè a(x) è ε(x) â
ïðåäñòàâëåíèè Êàðàìàòû äëÿ L(x)

L(x) = a(x) exp
{∫ x

1

ε(y)

y
dy

}
(28)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

a′(x) = o(x−1), a′′(x)− a(x)ε′(x)x−1 = o(x−2).

Ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, â ÷àñòíîñòè, åñëè

a′(x) = o(x−1), a′′(x) = o(x−2), ε′(x) = o(x−1).

Èñïîëüçóÿ (28), ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü l(x) â âèäå

l(x) = a(x) exp
{∫ x

1

α(y)

y
dy

}
, (29)

ãäå
α(y) = α + ε(y).

Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ïðåäñòàâëåíèÿìè ñ ôóíêöèåé α(x), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèÿì (10) è (29), çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïîñëåäíåì lim

x→∞
α(x) = α, â òî âðåìÿ êàê â

(10) α(x) ìîæåò êîëåáàòüñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ìåæäó 0 è 1.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèÿ ãëàäêîñòè â ðàáîòå Áîðîâêîâà [18] íàêëàäûâàþòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî íà ln (1− F (x)), à íå íà àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ χ(x) êàê â ìîåé
ñòàòüå [11].

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ Áîðîâêîâà (26) è (27), âîîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ áîëåå
îãðàíè÷èòåëüíûìè, ÷åì óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 â ñòàòüå [18] îñíîâàíî íà òåõ æå âåðîÿòíîñòíûõ
ñîîáðàæåíèÿõ, ÷òî è äîêàçàòåëüñòâî À.Â. Íàãàåâà [10].
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