
3. Âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà
3.1. Ââåäåíèå. Âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì,

êîòîðûé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðàçäåëàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì âåðîÿòíîñòíûì íåðàâåíñòâîì áûëî íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, êî-

òîðîå îöåíèâàåò õâîñò ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îäíàêî
ýòî íåðàâåíñòâî, áóäó÷è âåñüìà îáùèì, íå äàåò îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà óáûâàíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè.

Ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ îòíîñÿòñÿ òàêæå íåðàâåíñòâà Ñ.Í. Áåðíøòåéíà(ñì. [1, III, �3,
òåîðåìà 18]) è Áåííåòà [2] �Õåôäèíãà [3].

Íåðàâåíñòâî Áåðíøòåéíà ïðèìåíèìî, êîãäà âåðîÿòíîñòè P(Xj > x) óáûâàþò ýêñïî-
íåíöèàëüíî ñ ðîñòîì x äëÿ âñåõ ñëàãàåìûõ, îáðàçóþùèõ ñóììó

∑n
j=1 Xj.

×òî êàñàåòñÿ íåðàâåíñòâà Áåííåòà�Õåôäèíãà, òî ïîñëåäíåå ðàññ÷èòàíî íà
îãðàíè÷åííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ê íåðàâåíñòâó Áåííåòà�Õåôäèíãà ïðèìûêàåò
íåðàâåíñòâî Þ.Â. Ïðîõîðîâà [4], ïîëó÷åííîå íåñêîëüêî ãîäàìè ðàíåå.

Òàêîâ áûë äîâîëüíî îãðàíè÷åííûé çàïàñ âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ, èìåâøèéñÿ ê
òîìó ìîìåíòó, êîãäà ÿ íà÷àë ñâîè èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû íàéòè íåðàâåíñòâà, êîòîðûå äàâàëè áû õîðîøèé
ðåçóëüòàò äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, èìåþùèõ ìîìåíòû ëèøü êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Íè îäíî èç
âûøå ïåðå÷èñëåííûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ýòîé öåëè íå ãîäèëîñü.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî òàêîãî òèïà áûëî âûâåäåíî â ìîåé ðàáîòå [5] äëÿ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îíî íåñîâåðøåííî â òîì ñìûñëå, ÷òî äåéñòâóåò ëèøü
äëÿ óêëîíåíèé ïîðÿäêà áîëüøåãî, ÷åì √n ln n. Òåì íå ìåíåå ýòî íåðàâåíñòâî ïîçâîëèëî
ìíå ïîëó÷èòü îïòèìàëüíóþ íåðàâíîìåðíóþ îöåíêó â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå
äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Áîëåå ñîâåðøåííûå íåðàâåíñòâà áûëè ïîëó÷åíû ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò â ñîâìåñòíîé
ñ ìîèì ó÷åíèêîì Ä.Õ. Ôóêîì ñòàòüå [6]. Ýòè íåðàâåíñòâà óíèâåðñàëüíû, ïîñêîëüêó
ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ óðåçàííûõ ìîìåíòîâ è ïîýòîìó íå òðåáóþò êàêèõ-ëèáî
ìîìåíòíûõ îãðàíè÷åíèé, âñëåäñòâèå ÷åãî îíè î÷åíü óäîáíû äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïðèìåíåíèé. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ïðèìåíåíèé îáñóæäàþòñÿ â [6], à òàêæå â ìîåé îáçîðíîé
ñòàòüå [7]. Îäíî èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé - ýòî âûâîä ìîìåíòíûõ íåðàâåíñòâ. Òàê,
íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç íåðàâåíñòâ, ïîëó÷åííûõ â [6], áóêâàëüíî â íåñêîëüêî
ñòðîê âûâîäèòñÿ èçâåñòíîå ìîìåíòíîå íåðàâåíñòâî Ðîçåíòàëÿ [8] (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó
[9], à òàêæå [7] è [10] ).

Äðóãîå ïðèìåíåíèå - äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, à òàê-
æå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â çàêîíàõ áîëüøèõ ÷èñåë (ñì. [6] è [7]).

Áîëåå ïîäðîáíî ïðèëîæåíèÿ íåðàâåíñòâ, ïîëó÷åííûõ â [6], îáñóæäàþòñÿ â ñëåäóþ-
ùèõ ðàçäåëàõ.

3.2. Âåðõíèå îöåíêè. ß óæå óïîìèíàë âûøå, ÷òî â ìîåé ðàáîòå [5] âûâåäåíî
âåðîÿòíîñòíîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîçâîëèëî ìíå ïîëó÷èòü íåðàâíîìåðíûé àíàëîã
íåðàâåíñòâà Áåððè�Ýññååíà ñî ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ x−3. Âîò òî÷íûé âèä
íåðàâåíñòâà:

1− Fn(x) < n
(
1− F (y)

)
+ exp

{
2n

[
m ln y − ln(ncmKm)

y

]2

+ 1

}(
ncmKm

ym

)x/y

, (1)
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x > 0, y > 0. Çäåñü Fn(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû Sn =
∑n

i=1 Xi íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîãî
ñëàãàåìîãî, cm = E|Xi|m < ∞, m > 2, Km = 1 + (m + 1)m+2e−m.

Åñëè 2n
(

m ln y
y

)2

< c è 1− F (y) = 0, òî âñëåäñòâèå (1)

1− Fn(x) < ec+1

(
ncmKm

ym

)x/y

. (2)

Âûáèðàÿ y äîñòàòî÷íî ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ x, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ íóæíîé ñêîðîñòè
óáûâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, íåîäíîêðàòíî èñïîëü-
çóåìîå â ðàáîòå [5], ïðåäîïðåäåëèëî âûñîêóþ ñòåïåíü ïðèìåíèìîñòè íåðàâåíñòâà (1) è
åãî îáîáùåíèé.

Íåäîñòàòêîì íåðàâåíñòâà (1) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî äàåò ñîäåðæàòåëüíûå îöåíêè òîëü-
êî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ x. Ýòîò íåäîñòàòîê óñòðàíåí â ñîâìåñòíîì èññëåäîâàíèè ñ
Ä.Õ. Ôóêîì [6], ìîèì àñïèðàíòîì èç Âüåòíàìà, êîòîðûé ïðîõîäèë àñïèðàíòóðó ïðè
ÍÃÓ â 1968 � 70 ãã. Ìîäèôèöèðîâàííûå íåðàâåíñòâà äåéñòâóþò óæå íà âñåé îñè è, êðî-
ìå òîãî, îíè èìåþò ìåñòî è äëÿ ðàçíîðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîñêîëüêó
ýòè íåðàâåíñòâà íå òðåáóþò ìîìåíòíûõ îãðàíè÷åíèé, òî îíè âåñüìà óíèâåðñàëüíû è
ïîýòîìó èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [6], èçëàãàþò-
ñÿ òàêæå â ìîåé îáçîðíîé ñòàòüå [7]. Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ
â [6]. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A+
t (Y ) =

n∑

k=1

E
{

X t
k; 0 < Xk ≤ yk

}
, B2(Y ) =

n∑

k=1

E
{

X2
k ; Xk ≤ yk

}
,

ãäå Y =
{
y1, y2, ..., yn

}
.

Â ýòèõ òåðìèíàõ

P(Sn ≥ x) ≤
n∑
1

P(Xi > yi) + exp
{
− α2x2/

(
2etB2(Y )

)}
+

(
A+

t (Y )/(βxyt−1)
)βx/y

(3)

ïðè óñëîâèè, ÷òî t ≥ 2, EXi = 0, i = 1, ..., n, β = t/(t + 2) è α = 1− β.
Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà íåêîòîðûõ ïðèìåíåíèÿõ íåðàâåíñòâ, ïîëó÷åííûõ â [6]. Â

ðàáîòå [11] ÿ ïîêàçàë, ïðèìåíèâ òåîðåìó 2 èç [6], ÷òî ïðè n →∞ è x > cn

P(Sn ≥ x) ∼ n(1− F (x)),

åñëè EX1 = 0 è ïðè x →∞
1− F (x) ∼ x−αh(x),

ãäå α > 1.
Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ñ.Ã. Òêà÷óêîì [12] ïðè óñëîâèè, ÷òî F (x) ïðè-

òÿãèâàåòñÿ ê óñòîé÷èâîìó çàêîíó ñ ïîêàçàòåëåì α > 2. Ðåçóëüòàò Òêà÷óêà ïåðåäîêàçàí
Ð. Äîíè [13]. Â ðàáîòå Äîíè [14] ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 1.5 èç [6] äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëü-
íàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà â óñëîâèÿõ Òêà÷óêà. À. Ñïàòàðó â ðàáîòå [15] ïðèìåíÿåò óæå
óïîìèíàâøóþñÿ âûøå òåîðåìó 2 èç [7] äëÿ âûâîäà àñèìïòîòèêè

lim
ε→0

1

log ε

∑
n≥1

1

n
P(|Sn| ≥ εn) =

α

1− α
,
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ãäå α > 1 � ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîãî çàêîíà, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàåòñÿ F (x). Ïî ñëå-
äàì ðàáîò [5�7,11] À.À. Áîðîâêîâ [16] ïðåäïðèíÿë îáøèðíîå èññëåäîâàíèå, ðåçóëüòàòîì
êîòîðîãî ÿâèëèñü íåðàâåíñòâà âèäà

P(Sn > x, max
1≥k≥n

Xk < y) ≤ c[nV (y)]x/y. (4)

Çäåñü Sn = max
1<k≤n

Sk, V (y) � ïðàâèëüíî ìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìàæîðèðóåò
1− F (y), c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ ÿâíî íå âû÷èñëÿåòñÿ. Ñðàâíèâàÿ íåðàâåí-
ñòâà (2) è (4), ìû âèäèì, ÷òî ïîñëåäíåå ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íåðàâåí-
ñòâà (2) íà Sn.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê íåðàâåíñòâó (3). Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ct := 1
2
α2e−t â ïîêà-

çàòåëå ýêñïîíåíòû ðàâåí 2(t + 2)−2e−t. Î÷åâèäíî, ct áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñòîì t. Äàæå
ïðè t = 2 çíà÷åíèå ct äîñòàòî÷íî ìàëî, à èìåííî, ct ≈ 0.017.

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò ìûñëü âûâåñòè áîëåå ñîâåðøåííîå íåðàâåíñòâî ñ òåì, ÷òîáû
êîýôôèöèåíò ïðè x2

B2(Y )
áûë áû áëèçîê ê 1

2
. Ýòî îñóùåñòâëåíî â ìîåé ðàáîòå [10] ïóòåì

ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà.
Óñîâåðøåíñòâîâàííîå íåðàâåíñòâî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P(Sn ≥ Bnx) <

n∑
j=1

P(Xj ≥ yj) + exp

{
βx

y
− α2x2

2ecB2(Y )

}
+

+ exp
{βx

y

}([( t

c

)t

+ 1
]A+

t (Y )

βxyt−1

)βx/y

. (5)

Çäåñü t ≥ 1, 0 < α < 1, β = 1 − α, 0 < c ≤ t, y ≥ max
1≤j≤n

yj. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå,
÷òî EXj = 0, j = 1, n. Ïî ñðàâíåíèþ ñ íåðàâåíñòâîì (3) íåðàâåíñòâî (5) ñîäåðæèò
äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð c.

Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå (5) x = y = Bnu, ãäå u � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî,
B2

n =
∑n

1 σ2
i , σ2

j = EX2
j , è j = 1, n. Äîïóñòèì, ÷òî ëÿïóíîâñêîå îòíîøåíèå

Ln =
n∑
1

E|Xj|3/B3
n

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Òîãäà ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â (5) ñòðåìÿòñÿ ê 0
ïðè t = 3 è ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ c è β. Âûáèðàÿ α áëèçêèì ê 1, a c áëèçêèì ê 0,
ìû ìîæåì äîáèòüñÿ, ÷òî α2/ec < 1 − ε, ãäå ε ñêîëü óãîäíî ìàë�î. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî

lim sup
n→∞

P(Sn > Bnu) < e−u2/2. (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû

lim
n→∞

P(Sn > Bnu) = 1− Φ(u),

ãäå Φ(u) � ñòàíäàðòíûé íîðìàëüíûé çàêîí. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè u > 1

1− Φ(u) <
1√
2π

e−u2/2.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ïîêàçàíî â [17, ñ. 63]
(
u +

1

u

)(
1− Φ(u)

)
>

1√
2π

e−u2/2.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (6) îïòèìàëüíà ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåãî
u√

2π (u2+1)
.

Çàìåòèì, ÷òî îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ âñåõ èçëîæåííûõ âûøå íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ
îöåíêà âèäà

P(Sn > x) < e−hx

n∏
j=1

gj(h), (7)

ãäå gj(h) = EehXj . Åñëè Xj íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû, òî

P(Sn > x) < exp{B2
nh2/2− hx}.

Ïîëàãàÿ x = Bnu u ìèíèìèçèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïî h, ìû ïðèõîäèì ê îöåíêå

P(Sn > Bnu) < e−
u2

2 .

Ïðèâåäåì òåïåðü íåðàâåíñòâî äðóãîãî òèïà, êîòîðîå â îòëè÷èå îò (3) è (5) íå ñîäåðæèò
ýêñïîíåíòû âèäà e−cx2 :

P(Sn ≥ x) ≤
n∑
1

P(Xi ≥ y) + 2ex/y

(
B2

n

xy

)x/y

. (8)

Ýòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî â ìîåé ñîâìåñòíîé ñ È.Ô. Ïèíåëèñîì ñòàòüå [9] êàê ñëåäñòâèå
áîëåå îáùåãî ðåçóëüòàòà èç [6]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè y = x/2

P(Sn ≥ x) ≤
n∑
1

P
(
Xi >

x

2

)
+ 4e2B4

n

x4
. (9)

Ìû âèäèì, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæåò äàâàòü íåòðèâèàëüíóþ îöåíêó äëÿ âåðî-
ÿòíîñòè P(Sn ≥ x) òîëüêî ïðè x > 41/4e1/2Bn ≈ 2.33Bn, â òî âðåìÿ êàê èñïîëüçîâàíèå
íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíîé îöåíêå ïðè x > Bn. Áîëåå òîãî, íåðà-
âåíñòâî ×åáûøåâà òî÷íåå íåðàâåíñòâà (9) ïðè Bn < x < 2eBn. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåí-
ñòâî (9) òî÷íåå íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå x/Bn äîñòàòî÷íî
âåëèêî.

Äî ñèõ ïîð ðå÷ü øëà îá îöåíêàõ â òåðìèíàõ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ. Ðàññìîòðèì áî-
ëåå îáùèé ñëó÷àé. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîìåíòû bgi := E{eg(Xi), Xi ≥ 0}
êîíå÷íû, ãäå ôóíêöèÿ g(x) âîçðàñòàåò è lim

x→∞
g(x)/ ln x = ∞. Îáîçíà÷èì Bgn =

∑n
i=1 bgi.

Ïóñòü g(x) äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì
(a) g′(x) → 0 ïðè x →∞;
(b) ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî g′(x) > δ/x.
Óñëîâèå (a) îçíà÷àåò, ÷òî e−g(u) óáûâàåò ìåäëåííåå, ÷åì e−u. Ñîîòâåòñòâåííî èç óñëî-

âèÿ (b) ñëåäóåò, ÷òî e−g(u) óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì u−2. Ïîëîæèì S(x) = e−g(x)g′(x)x2.
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Ïóñòü γ, {γi}3, β � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû òàêèå, ÷òî
∑3

1 γi = 1, β = 1 − γ1/2 −
γ2/δ, γ < 1, è ïóñòü a � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (x + 1)/x = ex−1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S−1(x)
ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê S(x). Â ýòèõ òåðìèíàõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P(Sn ≥ x) ≤ exp{γ3/γ − γ1βa2x2/2(a + 1)B2
n}+ exp{γ3/γ − βax/S−1(γ2ax/eaBgn)}

+(γ/γ3)B
B/y
gn exp{γ3/γ − g(γx)β/γ}+

n∑
i=1

P(Xi ≥ γx). (10)

Ýòî íåðàâåíñòâî áûëî ïîëó÷åíî â ìîåé ñîâìåñòíîé ñ Ñàêîÿíîì ðàáîòå [18], îíî òàêæå
ôîðìóëèðóåòñÿ â [7]. Ïî ôîðìå íåðàâåíñòâî (10) áëèçêî ê íåðàâåíñòâó (3). Îäíàêî â
îòëè÷èå îò ïîñëåäíåãî îíî ñîäåðæèò 4, à íå 3 ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè. Áîëåå òî÷íî,
âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè íå èìååò àíàëîãîâ â íåðàâåíñòâå (3). Â [18] ñòðîèòñÿ ïðèìåð,
ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå íåëüçÿ îïóñòèòü.

3.3. Íèæíèå îöåíêè. Â óæå óïîìèíàâøåìñÿ îáçîðå [7] äëÿ x ≥ 2Bn ïîëó÷åío
íåðàâåíñòâî

P(Sn ≥ x) ≥ 1

2

n∑
j=1

P(Xj ≥ 2x). (11)

Èç íåðàâåíñòâà (11), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî íåëüçÿ îñâîáîäèòüñÿ îò ïåðâîãî ñëàãàåìî-
ãî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (8). Â îòëè÷èå îò èçâåñòíîé íèæíåé îöåíêè Êîëìîãîðîâà
â íåðàâåíñòâå (11) íå òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ñëàãàåìûõ.

Â ìîåé ðàáîòå [17] â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Xj ñóùåñòâóþò òðåòüè
ìîìåíòû, ïîëó÷åíà îöåíêà âèäà

P(Sn > x) ≥ (1− Φ(x))e−c2Lnx3

(1− c3Lnx), (12)

êîòîðàÿ äåéñòâóåò ïðè 1 < x < c1/Ln. Çäåñü Ln � ëÿïóíîâñêîå îòíîøåíèå, ci, i = 1, 3,
� íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå âûïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå. Î÷åâèäíî, ÷òî îöåíêà
(12) ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé, ÷åì îöåíêà Êîëìîãîðîâà. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàíî â (12),
îíà çíà÷èòåëüíî òî÷íåå. Â ñìûñëå òî÷íîñòè íåðàâåíñòâî (12) áëèçêî ê ðåçóëüòàòàì
Ôåëëåðà � Ëåíàðòà (ñì. [19,20]), êîòîðûå èìåþò ìåñòî òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñëàãà-
åìûõ. Îöåíêè (11) è (12) äîïîëíÿþò äðóã äðóãà, íî îíè íå îõâàòûâàþò âñåõ âîçìîæíûõ
ñëó÷àåâ.

Âî-ïåðâûõ, ïðè Ln ≥ c1 èíòåðâàë, â êîòîðîì äåéñòâóåò îöåíêà (12), âûðîæäàåòñÿ.
Âî-âòîðûõ, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî P(Xj > 2Bn) = 0 äëÿ âñåõ j è òîãäà îöåíêà (11)
îêàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð, Xj îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è

P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = p, P(X1 = 0) = 1− 2p.

Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå Ln = 1/
√

2pn. Ïîýòîìó, åñëè np < 2/c2
1, òî îöåíêà (12) âîîáùå

íåïðèìåíèìà, à îöåíêà (11) äàåò òðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò P(Sn ≥ x) ≥ 0 ïðè np > 1/32.
Â ìîåé ðàáîòå [21] âûâîäÿòñÿ íèæíèå îöåíêè äëÿ P(Sn > x), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ

áîëåå òî÷íûìè, íåæåëè îöåíêè (11) è (12) èìåííî â ñèòóàöèè, êîãäà îòíîøåíèå Ëÿïó-
íîâà âåëèêî, à ñëàãàåìîå Xj ëèáî îãðàíè÷åíû, ëèáî èõ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò áûñòðî
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óáûâàþùèå õâîñòû. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòè îöåíêè, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå
äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü ξ(p) � ÷èñëî óñïåõîâ â íåîäíîðîäíîé ñõåìå Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòÿìè óñïåõîâ
p1, p2, ..., pn, p = (p1, p2, ..., pn). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ P (p; x) = P(ξ(p) > x).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Xj ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíû, òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P(Sn > x) ≥ 1

2
P

(
p(A);

x

A

) n∏
j=1

(1− pj(A)), (13)

ãäå A � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, p(A) =
(

p1

1−p1
, ..., pn

1−pn

)
, pj = pj(A) = P(Xj ≥ A).

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

P(|Xs| > 2x) ≤ 2P(|X| > x),

ãäå Xs � ñèììåòðèçàöèÿ âåëè÷èíû X, ïîëó÷àåì îöåíêó

P(Sn > x) ≥ 1

2
P

(
p(A);

2x

A

) n∏
1

(1− pj(A)).

Ïîïóòíî â ðàáîòå [21] âûâîäèòñÿ îöåíêà

P(ηn ≥ m0) >
1

3
,

ãäå ηn � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ ïîñòîÿííîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà
p < 1

2
, m0 � öåëàÿ ÷àñòü np. Â àíãëèéñêîì ïåðåâîäå 1

3
çàìåíåíà íà 1

2
. Â òàêîì âèäå

îöåíêà óæå íåóëó÷øàåìà.
Âåðíåìñÿ ê íåðàâåíñòâó (11). Êàê ìû âèäèì, îíî ïðåäïîëàãàåò êîíå÷íîñòü äèñïåð-

ñèè. Ìåæäó òåì, â [7] â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà áûëî âûâåäåíî íåðàâåíñòâî

P(Sn ≥ x) ≥
n∑

j=1

P(Xj ≥ 2x)
[
P(Sj

n ≥ −x)−P(max
i6=j

Xi > x)
]
, (14)

ãäå Sj
n = Sn −Xj. Çäåñü íåò íèêàêèõ ìîìåíòíûõ îãðàíè÷åíèé.

Î÷åâèäíî,
P(Sj

n ≥ −x) > 1− B2
n

x2

è
P(max

i6=j
Xi > x) <

B2
n

x2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè îöåíêè â (14), ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (11). Òàêèì îáðàçîì, Bn ïîÿâ-
ëÿåòñÿ â îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëèðîâêå òîëüêî íà çàêëþ÷èòåëüíîì øàãå. Íàëè÷èå Bn â
íåðàâåíñòâå (11) äåëàåò ïîñëåäíåå ìåíåå îáùèì, íî çàòî áîëåå ïðîñòûì è íàãëÿäíûì,
ïðèäàâàÿ åìó êëàññè÷åñêèé âèä. Ñëåäóåò òàêæå ó÷åñòü, ÷òî íèêàêèõ îöåíîê ïîäîáíîãî
òèïà â òîò ìîìåíò íå ñóùåñòâîâàëî.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

P(max
i 6=j

Xi > x) <

n∑
i=1

P(Xi > x),

ìû ìîæåì çàïèñàòü (14) â âèäå

P(Sn > x) >

n∑
i=1

P(Xi > 2x)
[
inf
j

P(Sj
n > −x)−

n∑
i=1

P(Xi > x)
]
.

Íåðàâåíñòâî òàêîãî òèïà áûëî ïîëó÷åíî â ìîåé ðàáîòå [22] äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî
çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåíèòåëüíî ê îáû÷íûì ñëó÷àéíûì âåëè÷è-
íàì îíî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

P(|Sn| > x) >

n∑
i=1

P(|Xi| > ax)
[
P(|Si

n| > (a− 1)x)−
n∑

j=1

P(|Xj| > ax)
]
. (15)

Ïîÿâëåíèå ìîäóëÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îí îïðåäåëÿåò íîðìó â
ïðîñòðàíñòâå R. Â ðàáîòå À.À. Áîðîâêîâà [16] ïîëó÷åíî îäíîñòîðîííåå íåðàâåíñòâî òèïà
(15) äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, à èìåííî,

P(Sn > x) > nP(X > αx)
[
P(Sn−1 > (1− α)x)− n− 1

2
P(X > αx)

]
,

ãäå X ñîâïàäàåò ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ X1. Äîêàçûâàåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî òåì æå ìåòîäîì,
÷òî è íåðàâåíñòâî (11).

3.4. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ. (A) Ìîìåíòíûå íåðàâåíñòâà. Îäíî èç ìíîãî-
÷èñëåííûõ ïðèìåíåíèé âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü âûøå, � ýòî
âûâîä îöåíîê äëÿ ìîìåíòîâ E|Sn|t è ïîëóìîìåíòîâ E{St

n; Sn > 0}, E{|Sn|t; Sn < 0}.
Âïåðâûå ýòîò ïîäõîä áûë ïðèìåíåí â ìîåé ñîâìåñòíîé ñ Ïèíåëèñîì ðàáîòå [9]. Âñå

äåëî â îöåíêå èíòåãðàëà ∫ ∞

0

xt−1P(Sn > x) dx.

Ðàçíîîáðàçíûå îöåíêè äëÿ P(Sn > x) áûëè ê òîìó âðåìåíè óæå ïîëó÷åíû â [6]. Â [9]
èñïîëüçóåòñÿ äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

P(|Sn| ≥ x) ≤
n∑
1

P(|Xi| ≥ y) + 2 exp
{x

y
− x

y
ln

( xy

B2
n

+ 1
)}

. (16)

Ïóñòü y = x/c, c > t/2. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà txt−1 è èíòåãðèðóÿ ïî x îò
0 äî ∞, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

E|Sn|t ≤ ctAt + 2tec

∫ ∞

0

xt−1
( x2

cB2
n

+ 1
)−c

dx,

ãäå At =
∑n

1 E|Xk|t. Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí 2−1ct/2B(t/2, c− t/2)Bt
n, ãäå B(u, v)

� áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Òàêèì îáðàçîì,

E|Sn|t ≤ ctAt + tct/2ecB(t/2, c− t/2)Bt
n. (17)
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Âïåðâûå íåðàâåíñòâî òèïà (17) áûëî ïîëó÷åíî Ðîçåíòàëåì [8] ïóòåì ñëîæíûõ ðàññóæäå-
íèé. Ïðèâåäåííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî íåñðàâíåííî ïðîùå. Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî
Ðîçåíòàëÿ ñôîðìóëèðîâàíî â [8] â íåñêîëüêî îòëè÷íîé îò (17) ôîðìå, à èìåííî: äëÿ
t > 2

1

2t
max{A1/t

t , Bn} < (E|S|t)1/t < Kt max{A1/t
t , Bn},

ãäå Kt < 2t.
Â ìîåé ðàáîòå [10] â ñëó÷àå t = 2 ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (5) âûâåäåíà îöåíêà

E{St
n; S ≥ 0} ≤ e2

[
2t+1β−1

(( t

c

)t

+ 1
)
A+

t +

√
π

2

( ec

α2

)t/2

tµt−1B
t
n

]
, (18)

ãäå µt � àáñîëþòíûé ìîìåíò ïîðÿäêà t ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî çàêîíà, 0 < α < 1,
β = 1− α, 0 < c ≤ t.

Ìû âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (18) çàâèñèò îò ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ
α è c, âàðüèðóÿ êîòîðûå, ìû ìîæåì ïîëó÷àòü îïòèìàëüíûå îöåíêè â çàâèñèìîñòè îò
ñîîòíîøåíèÿ A+

t è Bt
n. Çàìåòèì, ÷òî àëüòåðíàòèâíûå ìåòîäû (îòíîñèòåëüíî ïîñëåä-

íèõ ñì. ðàáîòû [23�25]) íå äàþò âîçìîæíîñòè âûâîäèòü äëÿ ïîëóìîìåíòîâ íåðàâåíñòâà
òèïà (18).

(B) Ñëàáûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà, î êîòîðûõ øëà
ðå÷ü âûøå, î÷åíü óäîáíû äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû
è EXj = 0, EX2

j = σ2, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà (16)

P(|Sn| > nε) < nP
(
|X| > nε

2

)
+ 8e2

(Bn

nε

)4

, (19)

ãäå X = Xj ïî ðàñïðåäåëåíèþ.
Åñëè nε > 2σ

√
n, ò.å. n > 4σ2/ε2, òî ñîãëàñíî íèæíåé îöåíêå (16)

P(|Sn| > nε) > nP(|X| > 2nε). (20)
Ðàçóìååòñÿ, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî òðèâèàëüíî, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû îãðàíè÷åíû,
ñêàæåì, |X| < M , è 2nε < M. Åñëè äèñïåðñèÿ σ áåñêîíå÷íà, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äðóãèå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííûå â [6, 7], [10].

Îöåíêè, àíàëîãè÷íûå (19), (20), ìîæíî, êîíå÷íî, âûïèñàòü è â ñëó÷àå, êîãäà ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû Xj íå ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè.

(Ñ) Óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Ïóñòü X1, X2, ..., Xn � íåçàâèñèìûå âå-
ëè÷èíû. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè ïðèìåíèìîñòè óñèëåííîãî çàêîíà
áîëüøèõ ÷èñåë ìîæíî, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, îãðàíè÷èòüñÿ ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåí-
íûìè Xj (ñì., íàïðèìåð, [26].)

Ïóñòü
Ir = {n : 2r + 1 ≤ n ≤ 2r+1}, χr =

1

2r

∑
n∈Ir

Xn.

Þ.Â. Ïðîõîðîâ [27] äîêàçàë, ÷òî óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ε

∞∑
r=0

P(χr ≥ ε) < ∞. (21)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé äëÿ óñè-
ëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê äëÿ
âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ñóìì

∑
n∈Ir

Xn.

Èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà, ìû ìîæåì áåç òðóäà ñôîðìóëèðîâàòü ðàç-
ëè÷íûå âàðèàíòû äîñòàòî÷íûõ èëè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ îäíî-
âðåìåííî íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè. Ñ ýòîé öåëüþ ïîëîæèì

K(t, δ, r) = 2−n
∑∫

u≤2δ

ut dFk(u),

H(δ, r) = 2−2r
∑

σ2
k,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì k â Ir. Â ìîåé ñîâìåñòíîé ñ Ôóêîì ñòàòüå [6]
äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë δr òàêàÿ,
÷òî äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ε îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

∞∑
r=1

∑

k∈Ir

P(Xk > 2rδr) < ∞,

∞∑
r=1

(εδt−1
r /K(t, δr, r) + 1)−ε/δr < ∞, t ≥ 2,

è ∞∑
r=1

exp{−ε/H(δr, r)} < ∞,

òî èìååò ìåñòî óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.
Â [5] è [6] ïðèâîäÿòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî ðåçóëüòàòà. Íàïðèìåð,

åñëè äëÿ t ≥ 2 è β > 1 âûïîëíÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé
∞∑

k=1

P(Xk > kε) < ∞, ∀ε > 0

è ∞∑
r=1

(Kt,r)
β < ∞,

ãäå Kt,r = 2−rt
∑

E|Xk|t, òî èìååò ìåñòî óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.
Â ìîåé ðàáîòå [29] íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óñèëåííîãî çà-

êîíà áîëüøèõ ÷èñåë â òåðìèíàõ îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ýòè óñëîâèÿ ëåã÷å ïðîâåðÿþòñÿ,
÷åì óñëîâèÿ Ïðîõîðîâà (21). ×òîáû èõ ñôîðìóëèðîâàòü, íàì ïîíàäîáÿòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

fn(h, ε) =

∫

|u|≤ne

ehudFn(u),

ψr(h, ε) =
∑
n∈Ir

1

fn(h, ε)

∂

∂h
fn(h, ε).
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Îïðåäåëèì hr(ε) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ψr(h, ε) = nε, åñëè sup
h

ψr(h, ε) ≥ εn; â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèì hr(ε) = ∞. Â [29] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ
÷èñåë âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(i)
∑∞

n=1 P(Xn > nε) < ∞,
(ii)

∑∞
r=1 e−εhr(ε)nr < ∞, ∀ε > 0.

Óñëîâèå (ii) âûãëÿäèò, íà ïåðâûé âçãëÿä, íå î÷åíü ýôôåêòèâíûì. Òåì íå ìåíåå, èç
íåãî ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé, ïðèíàäëåæàùèé Ïðîõîðîâó [28]: óñëîâèå

∞∑
r=1

exp{−ε/Hr} < ∞, ∀ε > 0,

ãäå Hr = 2−2r
∑

k∈Ir

σ2
k, äîñòàòî÷íî äëÿ óñèëåííîãî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, åñëè

Xn = o(n/ ln ln n).
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