
5. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû
5.1. Ââåäåíèå.
Ðàçâèòèå òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ â ÑÑÑÐ íà÷àëîñü âî âòîðîé ïîëîâèíå 1940-ûõ

ãîäîâ ïî èíèöèàòèâå À.Í. Êîëìîãîðîâà. Â Òàøêåíòå ýòî íàïðàâëåíèå ïðîïàãàíäèðîâàë
Ñ.Õ. Ñèðàæäèíîâ. Â ñåðåäèíå 1950-ûõ ãîäîâ îí îðãàíèçîâàë â Òàøêåíòñêîì óíèâåðñè-
òåòå ñåìèíàð ïî òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Èìåííî òîãäà ó ìåíÿ âîçíèê óñòîé÷èâûé
èíòåðåñ ê âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññàì, êîòîðûé ñîõðàíèëñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè

Ìîè ðàáîòû ïî âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññàì ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
(A) Ïåðåõîäíûå ÿâëåíèÿ. Êîãäà â Ìîñêâå íà÷àëîñü èññëåäîâàíèå âåòâÿùèõñÿ

ïðîöåññîâ, òî â êà÷åñòâå îáúåêòà âíà÷àëå ðàññìàòðèâàëèñü äâå ïðîñòåéøèå ìîäåëè:
ïðîöåññ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà è ìàðêîâñêèé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì
(â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü àááðåâèàòóðó ì.â.ï.í.â.) Â öåíòðå âíèìàíèÿ
â òî âðåìÿ áûëè äâà âîïðîñà: êàê ñåáÿ àñèìïòîòè÷åñêè âåäåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïðîöåññ íå âûðîäèòñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t, êîãäà t → ∞, è ñóùåñòâóåò ëè, è åñëè äà,
òî êàêîâî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè t →∞ ÷èñëà ÷àñòèö ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîöåññ
íå âûðîäèëñÿ.

Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû áûë äîâîëüíî áûñòðî, â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ëåò, íàéäåíû,
ïðè÷åì îíè çàâèñÿò îò òîãî, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå A
÷èñëà ïîòîìêîâ, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè äåëåíèè îäíîé ÷àñòèöû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè A = 1
(ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì) âåðîÿòíîñòü ïðîäîëæåíèÿ ïðîöåñ-
ñà âåäåò ñåáÿ, êàê c/t, ãäå c � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà, à óñëîâíîå
ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ÷àñòèö â ìîìåíò t, ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì íîðìèðîâàííîå, ñõî-
äèòñÿ ïðè t →∞ ê ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó.

Ïîñêîëüêó ìû íèêîãäà íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü äëÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, ÷òî A = 1,
òî ñðàçó æå âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ñåáÿ âåäåò ïðîöåññ ïðè A áëèçêèõ ê 1, òî÷íåå ãîâîðÿ,
ïðè A → 1 âìåñòå ñ t →∞. Á.À. Ñåâàñòüÿíîâ [1] ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ì.â.ï.í.â. ñõîäèìîñòü ê
ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó èìååò ìåñòî, íåçàâèñèìî îò òîãî, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ A ñòðåìèòñÿ
ê 1 ñ ðîñòîì t.

Ýòà æå çàäà÷à ñòîÿëà è äëÿ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà. Îíà áûëà ðåøåíà â ñîâ-
ìåñòíîé ñ ìîåé ó÷åíèöåé Ð.Õ. Ìóõàìåäõàíîâîé ðàáîòå [2]. Ñ íåå è íà÷àëèñü ìîè çàíÿòèÿ
âåòâÿùèìèñÿ ïðîöåññàìè.

Ðåçóëüòàò, êàê è îæèäàëîñü, îêàçàëñÿ òåì æå ñàìûì, ÷òî è äëÿ ì.â.ï.í.â, îäíàêî äëÿ
ýòîãî ïîíàäîáèëîñü èçîáðåñòè ñïåöèàëüíóþ ìîäèôèêàöèþ ðàçíîñòíîãî ìåòîäà.

ßâëåíèÿ, îïèñàííûå â [1,2], ïîëó÷èëè íàçâàíèå ïåðåõîäíûõ. Ñðàçó æå ïî çàâåðøåíèè
ðàáîòû [2] ÿ ðåøèë çàíÿòüñÿ ïåðåõîäíûìè ÿâëåíèÿìè äëÿ ñðàâíèòåëüíî íîâîãî òîãäà
îáúåêòà ïðîöåññà Áåëëìàíà�Õàððèñà.

Íà ýòîò ðàç çàäà÷à îêàçàëàñü ãîðàçäî áîëåå ñëîæíîé � íóæíî áûëî íàéòè íîâûé
ïîäõîä ê àíàëèçó èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîìó â äàííîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿ-
åò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèé ÷èñëà ÷àñòèö. Íàéäåííûé ìíîé ïîäõîä íå
ïîçâîëèë ðåøèòü çàäà÷ó âî âñåé îáùíîñòè. Ïîýòîìó ÿ îòäåëüíî èññëåäîâàë äâà ñëó÷àÿ:

(a) ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè æèçíè îäíîé ÷àñòèöû àðèôìåòè÷åñêîå;
(b) ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè æèçíè èìååò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó.
Îñòàëèñü íåîõâà÷åííûìè ðåøåò÷àòîå, íî íå àðèôìåòè÷åñêîå, ñèíãóëÿðíîå ðàñïðå-

äåëåíèÿ âðåìåíè æèçíè îäíîé ÷àñòèöû.
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Ïåðåõîäíûì ÿâëåíèÿì â ñëó÷àå (a) ïîñâÿùåíà ìîÿ ñòàòüÿ [3]. Â îòëè÷èå îò ïðîöåññîâ
Ãàëüòîíà � Âàòñîíà è ì.â.ï.í.â., äëÿ ïðîöåññà Áåëëìàíà � Õàððèñà óñòîé÷èâîñòü ïîêà-
çàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðóåòñÿ ëèøü ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî áëèçîñòè A ê 1 (ïîäðîáíåå ñì. ï.5.2.)

Ó ðàáîòû [3] òðóäíàÿ ñóäüáà: îíà áûëà íàïèñàíà åùå â 1965 ã., íî îïóáëèêîâàòü åå ÿ
ñìîã òîëüêî â 1974 ã. Ê ñ÷àñòüþ äëÿ ìåíÿ îíà íå óñïåëà çà 9 ëåò óñòàðåòü. Áîëåå òîãî,
îíà äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîé ðàáîòîé î ïåðåõîäíûõ ÿâëåíèÿõ äëÿ ïðîöåññà
Áåëëìàíà�Õàððèñà.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå 1980ãã ÿ ñîâìåñòíî ñ ìîèì àñïèðàíòîì À.Â. Êàðïåíêî âûïîë-
íèë ðàáîòó [4] ïî ïðåäåëüíûì òåîðåìàì äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà ïîòîìêîâ â âåòâÿùèõñÿ
ïðîöåññàõ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà. Â íåé, â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàëèñü ïåðåõîäíûå ÿâëåíèÿ
äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà îñîáåé, æèâøèõ â ïîïóëÿöèè äî ìîìåíòà åå èñ÷åçíîâåíèÿ.

Îêàçàëîñü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå öåëîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, çàâèñÿùèõ îò ïà-
ðàìåòðà r ≤ 1, âûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ, êîãäà n|1 − A| → − ln r ïðè n → ∞
(ñì.ï.5.2.)

Ðåçóëüòàòû íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ìû ïðåäâàðèòåëüíî èçëîæèëè â ïðåïðèíòå [5]. Â
1988 ã. ñòàòüÿ [4] ïîä òåì æå íàçâàíèåì áûëà íàïðàâëåíà â æóðíàë ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ¿, ãäå è áûëà îïóáëèêîâàíà â 1993 ã., ÷åðåç 5 ëåò ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ.

(B) Áîëüøèå óêëîíåíèÿ â âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ. Ïðîáëåìà áîëüøèõ óêëî-
íåíèé â âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ äîëãîå âðåìÿ íå ïðèâëåêàëà èññëåäîâàòåëåé. Ïåðâîé
ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà ñîâìåñòíàÿ ñ ìîèì ñòóäåíòîì Í.Â. Âàõðóøåâûì ñòà-
òüÿ [6], â êîòîðîé áûëî âûâåäåíî âåðîÿòíîñòíîå íåðàâåíñòâî äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà
Ãàëüòîíà�Âàòñîíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå òèïà Êðàìåðà.

Ïî ñëåäàì ýòîé ðàáîòû Ã.Ä. Ìàêàðîâ [7] äîêàçàë äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà Ãàëüòîíà�
Âàòñîíà òåîðåìó î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ òèïà Êðàìåðà â óçêîé çîíå, ãäå äåéñòâóåò ïðè-
áëèæåíèå ïîêàçàòåëüíûì çàêîíîì.

Ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ â áîëåå øèðîêîé çîíå, ñ íåâûðîæäàþ-
ùèìñÿ â åäèíèöó ïîïðàâî÷íûì ìíîæèòåëåì, áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [8], íàïèñàííîé
ñîâìåñòíî ñ ìîèì àñïèðàíòîì Â.È. Âàõòåëåì. Â äðóãîé ñîâìåñòíîé ñ Âàõòåëåì ðà-
áîòå [9] âûâîäÿòñÿ äâà òèïà âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ìàêñèìóìà êðèòè÷åñêîãî
âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè. Ýòî íåðà-
âåíñòâà òèïà ïîëó÷åííîãî â [6], íî áîëåå òî÷íûå, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåðàâåíñòâà òèïà
Íàãàåâà�Ôóêà [10] äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ïîäðîáíåå ñì. â ï.5.4.) .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìàðòèíãàëüíûå
íåðàâåíñòâà, âîñõîäÿùèå ê Äóáó, à òàêæå íåðàâåíñòâî äëÿ ñóïåðìàðòèíãàëîâ, îáîá-
ùàþùåå îäíî èç âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ Ä.Õ. Ôóêà äëÿ ìàðòèíãàëîâ [11].

Çíà÷åíèå íåðàâåíñòâ, ïîëó÷åííûõ â [9], ñðàâíèìî ñ ðîëüþ íåðàâåíñòâ Íàãàåâà�Ôóêà
â òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [10].

Äåëî â òîì, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà î÷åíü óäîáíû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäåëüíûõ òåî-
ðåì äëÿ êðèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà (ñì., íàïðèìåð, [12,13]).

(C) Ëîêàëüíûå òåîðåìû äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Èíòåðåñ ê ëîêàëüíûì
òåîðåìàì äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ â ÑÑÑÐ âîçíèê åùå â 1950-å ãã. Ïåðâàÿ ðàáîòà, â
êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ òåîðåìà äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ, ïðèíàäëåæèò, ïî-
âèäèìîìó, Â. Ì. Çîëîòàðåâó [14]. Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
âåðîÿòíîñòè P(Zt = k) ïðè ôèêñèðîâàííîì k äëÿ ì.â.ï.í.â. Zt. Äàëåå Â.Ï. ×èñòÿêîâ [15]
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íàøåë äëÿ ýòîãî êëàññà ïðîöåññîâ àñèìïòîòèêó P(Zt = k) ïðè t, k →∞ â ïðåäïîëîæå-
íèè ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åòâåðòîãî ìîìåíòà ÷èñëà ïðÿìûõ ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû.

Êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà èìååò àíàëîã â òåî-
ðèè ì.â.ï.í.â. Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, ò.å. ýòè äâå òåîðèè äóáëèðóþò äðóã äðóãà. Îäíàêî â
äîêàçàòåëüñòâàõ èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ìåòîäû: â òåîðèè ì.â.ï.í.â. � äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ, à äëÿ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà � ðàçíîñòíûå ñõåìû. Ïðàâäà,
ìîæíî ñâåñòè ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ì.â.ï.í.â. ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðåçóëüòàòàì äëÿ
ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â ëþáîé ì.â.ï.í.â. ìîæíî âëîæèòü
ïðîöåññ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, íî ýòèì, ïî-ìîåìó, íèêòî íå çàíèìàëñÿ.

Â ðàáîòå ×èñòÿêîâà [15] ãîâîðèòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà ëîêàëüíàÿ
òåîðåìà ïîëó÷åíà Í.Â. Ñìèðíîâûì. Îäíàêî ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû ×èñòÿêîâà íè
ôîðìóëèðîâêà, íè äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà Ñìèðíîâà íå áûëè îïóáëèêîâàíû.

Â íà÷àëå 1960-ûõ ãîäîâ ÿ âûïîëíèë âìåñòå ñ Ð. Ìóõàìåäõàíîâîé èññëåäîâàíèå ïî
ïðåäåëüíûì òåîðåìàì äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà Zn, n = 0, 1, 2, ...,
ðåçóëüòàòû êîòîðîãî èçëîæåíû â ñòàòüå [16]. Â ýòîé ðàáîòå, â ÷àñòíîñòè, áûëà äîêà-
çàíà ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ÷åòâåðòîãî ìîìåíòà
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z1 (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Z0 = 1,

Îäíîâðåìåííî ïîÿâèëàñü ðàáîòà Õ.Êåñòåíà, Ï. Íåÿ, Ô. Ñïèòöåðà [17], â êîòîðîé
ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ïðè óñëîâèè

EZ2
1 ln (1 + Z1) < ∞.

Ïðè ìèíèìàëüíîì äëÿ ñõîäèìîñòè ê ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó ìîìåíòíîì îãðàíè÷åíèè
EZ2

1 < ∞ ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà
áûëà äîêàçàíà ëèøü ñîðîê ëåò ñïóñòÿ â ìîåé ñîâìåñòíîé ñ Â.È. Âàõòåëåì ñòàòüå [18].

(D) Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû ñ ìèãðàöèåé. Íåñêîëüêî ìîèõ ðàáîò â îñíîâíîì â
ñîàâòîðñòâå ñ ìîèì ó÷åíèêîì Ì.Õ. Àñàäóëëèíûì ïîñâÿùåíî âåòâÿùèìñÿ ïðîöåññàì ñ
èììèãðàöèåé [19�23]. Ðàçâèòèå çäåñü øëî â ñòîðîíó îñëàáëåíèÿ óñëîâèé íà îáå ñîñòàâëÿ-
þùèå: ïðîöåññ èììèãðàöèè è âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ. Íàèáîëåå îáùèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ
âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñ èììèãðàöèåé ñîäåðæèòñÿ â [23], ãäå ïîñëåäíèé òðàêòóåòñÿ êàê
äâîéíàÿ ñóììà

vn∑
i=1

vni∑
j=1

ξ
(n)
ij .

Çäåñü ñ.â. ξ
(n)
ij âçàèìíî íåçàâèñèìû ïðè ëþáîì n, à ñ.â. vn, vni íå çàâèñÿò îò ñåìåé-

ñòâà
{

ξ
(n)
ij

}
.

Â ñîâìåñòíîé ñòàòüå ñ ìîåé ó÷åíèöåé Ë.Â. Õàí [24] ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü âåòâÿùåãîñÿ
ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà ñ ìèãðàöèåé. Â ýòîé ìîäåëè ïðîöåññ èììèãðàöèè äîïîëíÿ-
åòñÿ ïðîöåññîì ýìèãðàöèè. Èñòîðè÷åñêè ýòî áûëà ïåðâàÿ ìîäåëü òàêîãî ðîäà. Äî ýòîãî
ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ìîäåëè ëèáî òîëüêî ñ èììèãðàöèåé, ëèáî òîëüêî ñ ýìèãðàöèåé.

5.2. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ïðîöåññîâ Áåëëìàíà�Õàððèñà.
Ïóñòü Z(t) � êðèòè÷åñêèé ïðîöåññ Áåëëìàíà�Õàððèñà, f(s) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-

öèÿ ÷èñëà ïîòîìêîâ îäíîé ÷àñòèöû, G � íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåíè æèçíè îäíîé ÷àñòèöû. Ïîëîæèì

M(t) = E
{

Z(t)|Z(t) > 0
}

, F (t, s) = EsZ(t), A = f ′(1), B = f ′′(1).
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Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. Z(t)/M(t)
ïðè óñëîâèè Z(t) > 0 ê ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó, êîãäà îäíîâðåìåííî t →∞, A → 1.

Íèæå ÿ îáúÿñíþ ñóòü ïðèìåíåííîãî ìíîé ïîäõîäà, à çàîäíî è õàðàêòåð âîçíèêàþùèõ
òóò òðóäíîñòåé. Îòïðàâíîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

F (t, s) =

∫ t+

0−
f
(
F (t− τ, s)

)
dG(τ) + s(1−G(τ)). (1)

Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì s = 0.
Ïîëàãàÿ Q(t) = 1−F (t, 0) è èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå f â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè 1,

ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

Q(t) = A

∫ t+

0−
Q(t− τ) dG(τ)− B

2

∫ t+

0−
Q2(t− τ) dG(τ) +

∫ t+

0−
R(t− τ) dG(τ) + 1−G(τ),

ãäå R � ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí. Îòñþäà

Q(t) =
B

2

∫ t+

0−
Q2(t− τ) dH(τ, A) +

∫ t+

0−
R(t− τ) dH(τ, A) + H1(t, A),

ãäå

H(t, A) =
∞∑

m=1

Am−1G ∗m(t), H1(t, A) = (1−G(t)) ∗
∞∑

m=0

AmG∗m(t).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî G(t) ñîñðåäîòî÷åíî íà íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ (èìåííî òàêèå
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîåé ðàáîòå [3]). Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû A = 1. Òîãäà
ïî òåîðåìå âîññòàíîâëåíèÿ

uk := H(k, 1)−H(k − 1, 1) =
1

µ
+ rk,

ãäå µ =
∫∞

0
u dG(µ), ïðè÷åì ñêîðîñòü óáûâàíèÿ rk çàâèñèò îò ñêîðîñòè óáûâàíèÿ 1−G(t)

ïðè t →∞. Åñëè ïðåíåáðå÷ü R, òî

Q(n) =
B

2µ

n∑

k=1

Q2(n− k)uk +
n∑

k=0

(
1−G(n− k)

)
uk.

Îòñþäà
Q(n− 1)−Q(n) =

B

2µ
Q2(n) + Ω(n), (2)

ãäå

Ω(n) =
n∑

k=1

[Q2(n− k)−Q2(n− k − 1)]rk + G(n)− 1−
n∑

k=0

gn−krk,

gk = P(τ = k).
Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî lim

n→∞
Q(n) = 0, ïðè÷åì

Ω(n) = o(Q2(n)).
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Âîçâðàùàÿñü ê (2), óáåæäàåìñÿ, ÷òî

Q(n− 1)−Q(n) ∼ B

2µ
Q2(n).

Òî÷íî òàêîå æå ñîîòíîøåíèå ñ µ = 1 èìååò ìåñòî äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà Ãàëüòîíà�
Âàòñîíà (ñì. [2]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè n →∞

Q(n) ∼ 2µ

Bn
.

Â ñëó÷àå A 6= 1 äåëî îñëîæíÿëîñü èç-çà îòñóòñòâèÿ òåîðåì òèïà âîññòàíîâëåíèÿ
äëÿ H(t, A). Ýòîò ïðîáåë âîñïîëíÿåòñÿ â ìîåé ñòàòüå [25], â êîòîðîé äîêàçûâàþòñÿ
ëîêàëüíûå òåîðåìû âîññòàíîâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà îäíîâðåìåííî A → 1, t →∞.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè [3] ìîæíî ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñõîäè-
ìîñòü ê ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó èìååò ìåñòî, åñëè A ↓ 1 èëè A ↑ 1, íî ψ(t) < A < 1,
ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ψ(t) çàâèñèò îò ñêîðîñòè óáûâàíèÿ 1−G(t) t →∞. Â
ñëó÷àå A ↑ 1, A > ψ(t), âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Îñíîâíîå âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ áûëî îáðàùåíî íà áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ôèêñèðî-
âàííîãî A (ñì. [26�30]). Äëÿ A = 1 íàèáîëåå çàêîí÷åííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí Ì. Ãîëüä-
ñòåéíîì [30]. Êëþ÷åâûì ïóíêòîì â ðàáîòå Ãîëüäñòåéíà ÿâëÿåòñÿ ëåììà (1.6), êîòî-
ðàÿ ñâÿçûâàåò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïðîöåññà Áåëëìàíà�Õàððèñà ñ ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé âëîæåííîãî ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, à èìåííî: äëÿ t ≥ 0, m = 1, 2, . . . ,
0 ≤ s ≤ 1

1− fm(s)− (1− s)Gm(t) ≤ 1− F (t, s) ≤ 1− fm(s) + (1− s)(1−Gm(t)),

ãäå fm(s) � m-êðàòíàÿ èòåðàöèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïðîöåññà f(s), Gm(t) = G∗m(t)
� m-êðàòíàÿ ñâåðòêà G(t).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 1−G(t) = o
(
1/t2

)
, òî ïðè t < m(µ− ε)

Gm(t) = o
(
1/t

)
.

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè t < m(µ + ε), òî

1−Gm(t) = o(1/t).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî

1− fm(s) =
1− s

1 + (g′′(1)/2)m(1− s)
(1 + δ(m)),

ãäå lim
m→∞

δ(m) = 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî s, 0 ≤ s ≤ 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè

m =
[
1/µt

]
è t →∞

1− F (t, s) ∼ 1− fm(s),

÷òî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì â ñòàòüå Ãîëüäñòåéíà [30]. Îòñþäà ñõîäèìîñòü ê
ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó âûâîäèòñÿ áåç òðóäà. Çàìåòèì, ÷òî â ìîåé ñòàòüå [3] òàêæå
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ïðèñóòñòâóåò â íåÿâíîé ôîðìå ðåäóêöèÿ ê ïðîöåññó Ãàëüòîíà�Âàòñîíà. Äåëî â òîì, ÷òî
ìîäåëüíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì äëÿ ïðîöåññîâ Ãàëüòîíà�
Âàòñîíà.

5.3. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ïîëíîãî ÷èñëà ïîòîìêîâ â ïðîöåññå Ãàëüòîíà�
Âàòñîíà. Â 1985ã. ìû ñ ìîèì ó÷åíèêîì À.Â. Êàðïåíêî ïðèñòóïèëè ê èçó÷åíèþ óñëîâ-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé

P

(
1

An

n∑

k=1

Zk < x|N = n

)
,

ãäå Zk � ïðîöåññ Ãàëüòîíà � Âàòñîíà, íà÷èíàþùèéñÿ ñ îäíîé ÷àñòèöû, An = E
{∑n

k=1 Zk|
N = n

}
, ãäå N � ìîìåíò âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà Z(k), äëÿ âñåãî ñïåêòðà çíà÷åíèé A =

EZ1, âêëþ÷àÿ ïåðåõîäíûå ÿâëåíèÿ.
Ýòà ïîñòàíîâêà ÿâëÿëàñü íîâîé äàæå ïðè ôèêñèðîâàííîì A. Ìû ïðèøëè ê íåé â ñâÿ-

çè ñ ïîñòðîåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî òåñòà äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà A, îêàí÷èâàþùåãîñÿ
â ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè N .

Ðàíåå ðàñïðåäåëåíèÿ
∑n

k=1 Zk èçó÷àëèñü ïðè óñëîâèè N > n [31] èëè N < n [32].
Íàøè èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîñëóæèëè ïðåäìåòîì ñòàòüè [4].
Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
I) Ïóñòü limA→1 n|1− A| = − ln r < ∞. Òîãäà

lim
A→1

P(Sn/mN < x|N = n) = G(x, r),

ãäå ∫ ∞

0

e−txdxG(x, r) = g(t, r) :=

{
3t/ sinh2

√
3t, r = 1

(1−r)2rd(t,r)(d(t,r))2

r(1−rd(t,r))2
, r < 1,

t ≥ 0, d(t, x) =
√

1 + 2t/(1− x)2h(ln x),

h(x) =
x(1 + ex) + 2(1− ex)

(ex − 1)3
.

2) Åñëè limA→1 n|1− A| = ∞, òî

lim
A→1

P(|Sn/mN − 1| > ε|N = n) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G(x, 1) èìååò ìåñòî òîëüêî
ïðè |A− 1| = o(n−1).

5.4. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ â âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññàõ. ß íà÷íó ñ îïèñàíèÿ ìîåé
ñîâìåñòíîé ñ Âàõðóøåâûì ðàáîòû [6].

Ïóñòü Zn, n = 0, 1, 2, ..., � êðèòè÷åñêèé ïðîöåññ Ãàëüòîíà�Âàòñîíà, íà÷èíàþùèéñÿ ñ
îäíîé ÷àñòèöû. Ïîëîæèì f(x) =

∑∞
k=0 pkx

k, ãäå pk � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäíà ÷àñòèöà
ïîðîæäàåò k ÷àñòèö. Ïóñòü B(x) = f ′′(x), B = B(1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè ðÿäà

∑∞
k=0 pkx

k. Â ýòèõ òåðìèíàõ íåðàâåíñòâî âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè B > 0 è R > 1, òî äëÿ 0 < y0 < R− 1

P(Zn ≥ k) ≤ (1 + y0)

(
1 +

1

B0n/2 + 1/y0

)−k

, (3)
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ãäå B0 = B(1 + y0).
Ôóíêöèÿ B(1 + y)n/2 + 1/y äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè y = y1, ãäå y1 � ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ B′(1 + y)y2 = 2/n.
Åñëè f(x) ôèêñèðîâàíà, òî y2

1 = O
(
1/n

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, B′(1 + y1) = B′(1) +

O
(
1/
√

n
)
, ò.å. y1 =

√
2

nB′(1)
+ O(n−3/2).

Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü y0 = y1 è k =
[
Bun/2

]
, òî, ñîãëàñíî (3)

lim
n→∞

P(Zn ≥ k) ≤ e−u.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó èíòåãðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà
Ãàëüòîíà�Âàòñîíà

lim
n→∞

Bn

2
P(Zn ≥ k) ≤ e−u.

Ýòî ñðàâíåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñâèäåòåëüñòâî òîãî, ÷òî îöåíêà (3) ïðè áîëü-
øèõ îòíîñèòåëüíî n çíà÷åíèÿõ k ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé.

Ïîä âëèÿíèåì íàøåé ðàáîòû [6] Ã.Ä. Ìàêàðîâ [7] äîêàçàë ïðåäåëüíóþ òåîðåìó î
áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ òèïà Êðàìåðà, à èìåííî,

lim
n→∞

sup
u≤un

euPn(u) = 1, (4)

ãäå Pn(u) = P
(
2Zn/Bn > u |Zn > 0

)
, un = o

(
n/(ln n ln(N) n)

)
. Çäåñü ln(N) � N -ÿ

èòåðàöèÿ ëîãàðèôìà, à N ≥ 2.
Åñëè èñõîäèòü èç àíàëîãèè ñî ñõåìîé ñóììèðîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, òî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè R > 1 ñóùåñòâóåò çîíà çíà÷åíèé u, â êîòîðîé

Pn(u) = e−uΩn(u)(1 + o(1)), (5)

ãäå Ωn(u) � ÿâíî âû÷èñëÿåìûé ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ ìîèì ó÷åíèêîì Âàõòåëåì [8] áûëî ïîêàçàíî,

÷òî åñëè k/n →∞ è k = o(n2), òî

P(Zn ≥ k) =
2

Bn
exp

{
2k

Bn
− 2γ

Bn2
ln

(k

n

)}(
1 + O

(
k

n2
+

ln2 n

n

))
,

ãäå γ = 1− 2C/(3B2).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè u = o(n)

Pn(u) ∼ e−u exp
{
−γ

n
u ln u

}
,

ò.å. ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü Ω(u) â (5) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

Ωn(u) = exp
{
−γ

n
u ln u

}
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè γ 6= 0

lim
n→∞

Ω(vn) = 1 (6)
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
vn = o

( n

ln n

)
.

Åñëè æå γ = 0, òî (6) âûïîëíÿåòñÿ â áîëåå øèðîêîé çîíå vn = o(n).
Òàêèì îáðàçîì, àïïðîêñèìàöèÿ ïîêàçàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì Pn(u) = e−u èìååò

ìåñòî äëÿ u = o
(
n/ ln n

)
, åñëè γ 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çîíà ðàñøèðÿåòñÿ äî u = o(n).

Ãðàíèöà u = o(n) ñîîòâåòñòâóåò ãðàíèöå x = o(
√

n) â êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Êðàìåðà
î áîëüøèõ óêëîíåíèÿõ ñóìì îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [6] ÿâëÿåòñÿ ìîÿ ñîâìåñòíàÿ ñ Âàõòåëåì
ñòàòüÿ [9]. Â íåé íåðàâåíñòâà òèïà (3) âûâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Mn = max

k≤n
Zk,

à èìåííî: åñëè R > 1, òî äëÿ ëþáîãî 0 < y0 < R− 1

P(Mn ≥ k) ≤ y0

[(
1 +

1

1/y0 + B0/2

)k

− 1

]−1

. (7)

ãäå B0 = f ′′(1 + y0).
Èç îöåíêè (7), â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 < ρ < R

P(Mn ≥ k) ≤ 4

nΩρ

exp
{
− k

nΩρ + 1

}
, (8)

åñëè îäíîâðåìåííî n > 2
(ρ−1)Ωρ

, k > nΩρ + 1, ãäå Ωp = f ′′(ρ).

Î÷åâèäíî, ìíîæèòåëü 1/n ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñëè îòíîøåíèå k/n íå î÷åíü
âåëèêî. Íåðàâåíñòâî (8) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåðàâåíñòâà Ïåòðîâà [33] (ñì. ñ. 81, òåîðå-
ìà 16).

Îòïðàâíîé òî÷êîé ïðè âûâîäå îöåíêè (7) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

P(Mn ≥ k) ≤ fn(eh)− 1

ehk − 1
, (9)

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Äóáà äëÿ ñóáìàðòèíãàëîâ.
Äåéñòâèòåëüíî,

P(Mn ≥ k) = P
(

max
i≤n

Yi(h) ≥ ehk − 1
)
,

ãäå Yn(h) åñòü ñóáìàðòèíãàë ehZn − 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî íåðàâåíñòâó Äóáà

P
(

max
i≤n

Yi(h) ≥ ehk − 1
)
≤ EYn(h)

ehk − 1
=

fn(eh)− 1

ehk − 1
.

Çíà÷åíèå h = h(n) â (9) âûáèðàåòñÿ òî÷íî òàêîå æå, êàê â ðàáîòå [6].
Ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïîñëåäíåé èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà

P(Zn ≥ k) <
fn(eh)

ehk
.

Èìåííî â ðåçóëüòàòå òîãî, ÷òî â (9) èç fn(eh) âû÷èòàåòñÿ åäèíèöà, â îöåíêå (7) ïîÿâëÿ-
åòñÿ ìíîæèòåëü y0 âìåñòî 1 + y0 â îöåíêå (3). Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
â îöåíêå (8) äîïîëíèòåëüíûé ïî ñðàâíåíèþ ñ (3) ìíîæèòåëü 1/n, ïîëàãàÿ y0 = 2/nΩρ.
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Â îáñóæäàåìîé ðàáîòå [9] ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå Êðàìåðà
íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. R = 1. Ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà ôîðìó-
ëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ êàê óðåçàííûõ, òàê è ïîëíûõ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
ðàâíîé Z1 ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Îáîçíà÷èì Br = Eξr, r > 1. Äëÿ ëþáîãî N > 0 ïîëîæèì
B̄ = E

{
ξ(ξ − 1); ξ ≤ N

}
, B̄r = E

{
ξr−1(ξ − 1); ξ ≤ N

}
/2. Åñëè r ≥ 2, N ≥ 1 è y0 > 0,

òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P(Mn ≥ k) ≤
(
y0+

1

N

)[(
1+

1

1/y0 + erB̄n/2 + nβ̄rey0N/N r−2

)k

−1

]−1

+nP(ξ > N). (10)

Ïðè âûâîäå ýòîãî íåðàâåíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ñðåçêà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ íà óðîâíå N . Ñëàãàåìîå nP(ξ > N) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì
ïîãðåøíîñòè. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ ðàíåå ïðè âûâîäå âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ
äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ñîâìåñòíîé ñ ìîèì àñïèðàíòîì Ôóêîì
ñòàòüå [10]. Ïàðàìåòðû y0 è N ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè. Âûáîð èõ çàâèñèò îò êîíêðåò-
íîé ñèòóàöèè: â îäíèõ ñëó÷àÿõ íàñ èíòåðåñóåò, ïðåæäå âñåãî, òî÷íîñòü, à â äðóãèõ �
ïðîñòîòà è íàãëÿäíîñòü îöåíêè.

Ïðèìåðîì íàãëÿäíîé îöåíêè ìîæåò ñëóæèòü íåðàâåíñòâî

P(Mn ≥ k) ≤ exp

{
− k

l(r)Bn

}
+

G(r, B, Br)n

kr
, (11)

êîòîðîå äåéñòâóåò ïðè r > 2 è k ≥ Bn. Çäåñü l(r) è C(r, B, Br) � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå
îò ïàðàìåòðîâ, óêàçàííûõ â ñêîáêàõ.

Íåðàâåíñòâî (11) âïîëíå ïðåäñêàçóåìî, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ïðîöåññ Wn :=√
Zn ÿâëÿåòñÿ ñóïåðìàðòèíãàëîì ñ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè óñëîâíûìè ìîìåíòàìè

ïîðÿäêà t ≥ 2

E
{
|Wn+1 −Wn|t | Zn = k

}
< cEξt/2.

Ê òàêèì ñóïåðìàðòèíãàëàì ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû Ôóêà [11]. Â ÷àñòíîñòè,

P(Wn > x) < e−c1x2/nB2

+
c2nEξt/2

xt
.

Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê èñõîäíîìó ïðîöåññó Zn, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî âèäà (11) äëÿ
r = t/2.

5.5. Ëîêàëüíûå òåîðåìû äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ. Êàê óæå ãîâîðèëîñü â
ðàçäåëå (C) ââåäåíèÿ, â 1966ã. ïîÿâèëèñü äâå ðàáîòû [16, 17], â êîòîðûõ äîêàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà Ãàëüòîíà�Âàòñîíà.

Â ðàáîòå [16] âûâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

B2n2

4
P(Zn = k) = exp

{
− 2k

Bn

}
+ αkn + O(k−1 ln n) (12)

ãäå αkn → 0 ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî âñåì k, ïðè óñëîâèè, ÷òî EZ4
1 < ∞ è îáùèé

íàèáîëüøèé äåëèòåëü d ìíîæåñòâà {k : P(Z1 = k) > 0} ðàâåí 1. Çäåñü B = f ′′(1), f �
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z1.
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Îäíîâðåìåííî ïîÿâèëàñü ðàáîòà Õ.Êåñòåíà, Ï. Íåÿ, Ô. Ñïèòöåðà [17], â êîòîðîé
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: åñëè k è n ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê,
÷òî èõ îòíîøåíèå îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî

lim
n→∞

n2 exp

{
2kd

Bn

}
P(Zn = kd) =

4d

B2
. (13)

Ñðàâíèâàÿ (12) è (13), ìû âèäèì, ÷òî (13) ñëåäóåò èç (12) òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî
k−1 ln n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (12) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (13)
áóäåò îñòàâàòüñÿ âåðíûì, åñëè k/n ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè äîñòàòî÷íî ìåäëåííî.

Àâòîðû ðàáîòû [17] óêàçûâàþò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (13) âåðíî áåç êàêèõ-ëèáî èçáûòî÷-
íûõ ìîìåíòíûõ îãðàíè÷åíèé, ò.å. äîñòàòî÷íî ëèøü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ B < ∞, îäíàêî
äîêàçàòåëüñòâî áûëî èìè ïðîâåäåíî ïðè áîëåå îãðàíè÷èòåëüíîì óñëîâèè

EZ2
1 ln(1 + Z1) < ∞. (14)

Îíè òàêæå îòìå÷àþò, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå äåëàåòñÿ ðàäè ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ. Îäíà-
êî â ìîíîãðàôèè Àòðåéÿ è Íåÿ [34] ãîâîðèòñÿ, ÷òî ê ìîìåíòó âûõîäà êíèãè äîêàçàòåëü-
ñòâî ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïðè óñëîâèÿ B < ∞ íå áûëî íèãäå îïóáëèêîâàíî.

ß âåðíóëñÿ ê ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå ìíîãî ëåò ñïóñòÿ. Â 2005 ã. áûëà îïóá-
ëèêîâàíà ñîâìåñòíàÿ ñ Âàõòåëåì ðàáîòà [9], â êîòîðîé íàì óäàëîñü ñíÿòü îãðàíè÷åíèå
(14), à èìåííî, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: åñëè B < ∞, k è n ñòðåìÿòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè òàê, ÷òî îòíîøåíèå k/n îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, òî

lim
n→∞

B2n2

4d
(1 + 2d/Bn)k+1P(Zn = kd) = 1. (15)

Î÷åâèäíî, ÷òî çàìåíÿÿ â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìíîæèòåëü (1 + 2d/Bn)k

íà ýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèå exp{2kd/Bn}, ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè (13). Òàêèì îá-
ðàçîì,` ìû ïðèáëèæàåì ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà Zn ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ
ïàðàìåòðîì 2d/Bn âìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîãî. Òàêîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå åñòå-
ñòâåííûì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îáà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñðåäîòî÷åíû íà ìíîæåñòâå öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî, àïïðîêñèìàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì
ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå òî÷íîé. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ
äðîáíî-ëèíåéíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé

P(Zn = k) =
4

B2n2
(1 + 2/Bn)−k−1

ïðè k ≥ 1. Òåì ñàìûì, (15) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ k, à ñîîòíîøåíèå (13) òîëüêî ïðè
k = o(n2).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (15) îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè, êîòî-
ðîå ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè B < ∞, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C = C(f) òàêàÿ, ÷òî
sup

n,k≥1
n2P(Zn = k) ≤ C.

Íàø ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà,
èñïîëüçîâàâøåãîñÿ Êåñòåíîì, Íååì è Ñïèöåðîì, õîòÿ íåêîòîðûå èõ ðåçóëüòàòû ìû èñ-
ïîëüçóåì.
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