
6. Áåñêîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
6.1. Ââåäåíèå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ðàñïðåäåëåíèé â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòîé îáëàñòüþ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Îíà âîçíèêëà êàê åñòå-
ñòâåííîå îáîáùåíèå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîé ðàçìåð-
íîñòè. Îäíà èç åå âåòâåé � ýòî òåîðèÿ ñóììèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè
â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðåèìóùåñòâåííî áàíàõîâûõ. Â ïîñëåäíåé, â ñâîþ
î÷åðåäü, ìîæíî âûäåëèòü äâà íàïðàâëåíèÿ:

(a) ïðåäåëüíûå òåîðåìû,
(b) âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà.
Îáà ýòè íàïðàâëåíèÿ â ñâîåì ðàçâèòèè ïðîõîäèëè òå æå ýòàïû, ÷òî è òåîðèÿ ñóì-

ìèðîâàíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.
Â îáëàñòè ïðåäåëüíûõ òåîðåì ïåðâûì ýòàïîì áûëî èçó÷åíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ

ðàñïðåäåëåíèå ñóììû
∑n

k=1 Xk íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñáëèæàåòñÿ ñ ãàóññîâ-
ñêèì, êîãäà ÷èñëî ñëàãàåìûõ íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ
òàêîãî ñáëèæåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ âàðèàíòàìè öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû (ÖÏÒ) â
ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå.

Íà ýòó òåìó ñóùåñòâóåò îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, íî íàñ èíòåðåñóåò íåñêîëüêî äðóãîé
âîïðîñ, à èìåííî, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ÖÏÒ.

(A) Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé
òåîðåìå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èíòåðåñ ê ýòîé ïðîáëåìå âîçíèê ó ìåíÿ â
ñåðåäèíå 1970 ãã. Â òî âðåìÿ íàèáîëüøåå âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ïðèâëåêàëà ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à: êàêîâà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè â ÖÏÒ äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí (ñ.â.) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íà øàðàõ ñ öåíòðîì â íóëå. Ãèïîòåòè÷åñêè
íàèëó÷øåé ïðåäñòàâëÿëàñü îöåíêà O(n−1/2), ãäå n � ÷èñëî ñëàãàåìûõ, òàêàÿ æå ïî ïî-
ðÿäêó, êàê êëàññè÷åñêàÿ îöåíêà Áåððè�Ýññååíà. Îäíàêî áûëî íåÿñíî, âîçìîæíà ëè â
äàííîì ñëó÷àå òàêàÿ îöåíêà.

Ïåðâàÿ ïóáëèêàöèÿ íà ýòó òåìó [1] ïîÿâèëàñü â 1965 ã. Çà 10 ñëåäóþùèõ ëåò îöåíêà
áûëà äîâåäåíà äî O(n−1/6) [2].

Çàíÿâøèñü ýòîé ïðîáëåìîé, ÿ ðåøèë íà ïåðâîì ýòàïå ñóçèòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è,
îãðàíè÷èâøèñü ñ.â. ñ íåçàâèñèìûìè êîîðäèíàòàìè (èìååòñÿ â âèäó l2 � ðåàëèçàöèÿ
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà). Ýòîò ïëàí áûë îñóùåñòâëåí â ñîâìåñòíîé c ìîèì ó÷åíèêîì
Â.È. ×åáîòàðåâûì ñòàòüå [3] (ñì. òàêæå [4]). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè
÷àñòíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî îöåíêà O(n−1/2) ïðè óñëîâèè E|X1|3 < ∞. Çäåñü è íèæå
ñèìâîë |X| îçíà÷àåò íîðìó X.

Èñòîðè÷åñêè ýòî áûëà ïåðâàÿ îöåíêà âèäà O(n−1/2) â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.
Ïðåäëîæåííàÿ íàìè ìîäåëü çàòåì íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàëàñü äðóãèìè àâòîðàìè äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðèìåðîâ è êîíòðïðèìåðîâ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò îòìåòèòü
ðàáîòó Â.Â. Ñåíàòîâà [5].

Íàø ðåçóëüòàò, àíîíñèðîâàííûé â 1977 ã. [4], áûë îïóáëèêîâàí â 1978 ã. [3], à óæå
â ñëåäóþùåì, 1979 ã., ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ Ô. Ãåöå [6], â êîòîðîé áûëà âûâåäåíà îöåíêà
O(n−1/2) â îáùåì ñëó÷àå, ïðàâäà, ïðè óñëîâèè E|X1|6 < ∞. Íî ñàìîå ãëàâíîå â ðàáîòå
Ãåöå � ýòî îñòðîóìíûé è íåîæèäàííûé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé îöåíèâàòü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ êâàäðàòà íîðìû ñóììû

∑n
k=1 Xk. Ñëåäóÿ ïî ýòîìó ïóòè, Â.Â. Þðèí-

ñêèé [7] â 1982 ã. äîâåë ìîìåíòíîå îãðàíè÷åíèå äî ìèíèìàëüíîãî: E|X1|3 < ∞. Ïðèåì,
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íàéäåííûé Ãåöå, èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåí-
íûõ òî÷íîñòè íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (cì., íàïðè-
ìåð, [8]� [20]). È Ãåöå, è Þðèíñêîãî èíòåðåñîâàëà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, çàâèñèìîñòü îöåí-
êè îò ÷èñëà ñëàãàåìûõ n è ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ.
×òîáû äîáèòüñÿ ïîëíîé àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé îöåíêîé Áåððè�Ýññååíà, íóæíî áûëî
èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü îöåíêè îò êîâàðèàöèîííîãî îïåðàòîðà. Èìåííî â ýòó ñòîðîíó
ñìåñòèëñÿ öåíòð òÿæåñòè äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Ïåðâîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëà ìîÿ ñòàòüÿ [8]. Ïîäðîáíåå îá ýòîé è ïî-
ñëåäóþùèõ ðàáîòàõ áóäåò ñêàçàíî íèæå â ï. 6.2.

Íàðÿäó ñ îöåíêàìè òèïà Áåððè�Ýññååíà ìû ñ ×åáîòàðåâûì çàíèìàëèñü òàêæå àñèìï-
òîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ðåçóëüòàòû íàøèõ èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè èçëîæåíû â ñòàòüÿõ [16]
è [18]. Íàøèìè ïðåäøåñòâåííèêàìè â ýòîé îáëàñòè ( èìåþòñÿ â âèäó àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ) áûëè Ô. Ãåöå [6], Â.Þ. Áåíòêóñ [10,11], Â.Þ. Áåíòêóñ è Á.À. Çàëåññêèé [12].
Ïàðàëëåëüíî ñ íàìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè çàíèìàëèñü Á.À. Çàëåñêèé, Â.Â.
Ñàçîíîâ è Â.Â. Óëüÿíîâ [15].

(B) Âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåê-
òîðîâ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ìû íà÷íåì ñ âåðîÿòíîñòåé
áîëüøèõ óêëîíåíèé äëÿ ãàóññîâñêèõ ìåð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Èíòåíñèâíîå èçó-
÷åíèå ïîñëåäíèõ íà÷àëîñü â 1950-å ãîäû â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì îáùåé òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ. Áîëüøàÿ çàñëóãà â ñòèìóëèðîâàíèè èíòåðåñà ê ðàñïðåäåëåíèÿì â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïðèíàäëåæèò À.Í. Êîëìîãîðîâó è Þ.Â. Ïðîõîðîâó. Êñòàòè, îïðåäåëåíèå
ðàñïðåäåëåíèÿ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå áûëî äàíî Êîëìîãîðîâûì åùå â 1935ã.

Äîâîëüíî äîëãîå âðåìÿ íå áûëî èçâåñòíî, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ óáûâàåò âåðîÿòíîñòü
P(|X| > r) ïðè r → ∞, ãäå X � ãàóññîâñêàÿ ñ.â. ñî çíà÷åíèÿìè â ñåïàðàáåëüíîì áàíà-
õîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîêà, íàêîíåö, â 1970 ã. íå ïîÿâèëèñü ñðàçó òðè ðàáîòû [21]� [23],
â êîòîðûõ áûëè ïðåäëîæåíû òðè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû. Çäåñü
è íèæå ñèìâîë |X| îçíà÷àåò íîðìó X.

Â ðàáîòàõ Ã. Ëàíäàó, Ë. Øåïïà [21] è K. Ôåðíèêà [22] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé
ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c(X) > 0 òàêàÿ, ÷òî

P(|X| > r) < exp{−c(X)r2}. (1)

Ìåíåå òî÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí À.Â.Ñêîðîõîäîì [23], à èìåííî,

P(|X| > r) < exp{−c(X)r}. (2)

.
Ïîçäíåå îáíàðóæèëîñü, ÷òî ïðè ïîìîùè ïðîñòûõ ðàññóæäåíèé, îïèðàþùèõñÿ íà

áåçãðàíè÷íóþ äåëèìîñòü íîðìàëüíîãî çàêîíà, èç (2) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó âèäà (1)
(ñì., íàïðèìåð, [30], ñ. 80).

Íîâûé ïîäõîä, îòëè÷íûé îò òåõ, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â âûøåóïîìÿíóòûõ ðàáî-
òàõ áûë ïðåäëîæåí â ìîåé ðàáîòå [31] (ñì. òàêæå [32]). Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê îöåíêå
âèäà (1). Áîëåå ïîäðîáíî î ðàáîòå [31]) ãîâîðèòñÿ â ï. 6.4.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âåðîÿòíîñòíûì íåðàâåíñòâàì äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåêòîðîâ â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ýòó òåìó ÿ îïóáëèêîâàë ðàáî-
òû [35�37]. Â äâóõ ïåðâûõ âûâîäÿòñÿ âåðõíèå îöåíêè äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ âî
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âíåøíîñòü øàðà ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà, à â òðåòüåé � íèæíèå îöåíêè äëÿ ýòîé æå âå-
ðîÿòíîñòè. Ôîðìà îöåíêè, íàéäåíàÿ â [36] ÿâëÿåòñÿ íîâîé è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, òî æå
ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü ïî îòíîøåíèþ ê ðàáîòå [37]. Âåðõíèå îöåíêè, ïîëó÷åííûå â [36],
îáîáùàþòñÿ íà çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå â ìîåé ðàáî-
òå [45]. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîñëåäíèå äàþò âîçìîæíîñòü î÷åíü ïðîñòî ïîëó÷àòü ìîìåíòíûå
íåðàâåíñòâà (ïîäðîáíåå ñì. ï. 6.6).

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê âûâîäó âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàò-
ñòâàõ ðàíåå áûë ïðåäëîæåí Þðèíñêèì [39]. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè
íîðìû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà â âèäå ñóììû ìàðòèíãàë�ðàçíîñòåé. Çíàêîìÿñü ñ ýòîé ðàáî-
òîé, ÿ îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ìàðòèíãàë óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì Ôóêà [40]. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå
âåðîÿòíîñòíûå è ìîìåíòíûå íåðàâåíñòâà (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó [42]. )

6.2. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå.Ïðåæ-
äå âñåãî ÿ ñôîðìóëèðóþ îöåíêó, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â ìîåé ñîâìåñòíîé ñ ×åáîòàðåâûì
ñòàòüå [3].

Ïóñòü X1, X2, ..., Xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñ.â. ñî çíà÷åíèÿìè â l2, ïðè÷åì EX1 = 0. ×åðåç Xkj îáîçíà÷èì j-þ êîîðäèíàòó ñ.â. Xk.
Ïîëîæèì σ2

j = EX2
1j, βj = E|X1j|3, β = E|X1|3. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Xkj âçàèìíî

íåçàâèñèìû, ìû ïîëó÷èëè â [3] îöåíêó
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òåîðåìå ∆

(m)
n < c(m) n−1/2

∑m
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3
j . Òàêèì îáðàçîì, â îöåíêå (3) ó÷àñòâóþò òîëüêî

÷åòûðå èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà äèñïåðñèé σ2
j . Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî σ2
1 ≥ σ2

2 ≥ ... ≥ σ2
k ≥ .... Çàìåòèì, ÷òî äèñïåðñèè σ2

j ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåãî êîâàðèàöèîííîãî îïåðàòîðà.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ. Ìû ñîõðàíèì ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ, íî
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Xj ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ñåïàðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå H, íåîáÿçàòåëüíî l2.

ß ñôîðìóëèðóþ çäåñü ñëåäñòâèå èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ìîåé ñòàòüè [8], êîòîðîå
ïðèâîäèòñÿ â çàìåòêå [24],
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σ2
1 ≥ σ2

2 ≥ ... ≥ σ2
j ≥ ... � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîâàðèàöèîííîãî îïåðàòîðà ñ.â. X1,

σ2 := E|X1|2 =
∑∞

j=1 σ2
j , Z � ãàóññîâñêàÿ ñ.â. ñ òàêèìè æå ìîìåíòíûìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ÷òî è X1. Ïî ôîðìå îöåíêà (4) î÷åíü ïîõîæà
íà ïðåäøåñòâóþùóþ îöåíêó (3) ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî â íåé ó÷àñòâóþò íå ÷åòûðå, à ñåìü
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîâàðèàöèîííîãî îïåðàòîðà. Àïðèîðè, ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì,
÷òî îöåíêà (4) â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé îöåíêè ðàññ÷èòàíà íà øàðû ñî ñìåùåííûìè
öåíòðàìè.

Â âûøåóïîìÿíóòîé ðàáîòå [3] áûëî òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðè a = 0 êîíñòàíòà â îöåíêå
âèäà ∆n(0) = O(n−1/2) äîëæíà çàâèñåòü, ïî êðàéíåé ìåðå, îò òðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. Óæå ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ñòàòüè [8] Â.Â. Ñåíàòîâ [5] ïîñòðîèë ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé,
÷òî ïðè a 6= 0 ïîñòîÿííàÿ â îöåíêå ∆n(a) = O(n−1/2) âêëþ÷àåò íå ìåíåå 6 ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé. Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáûõ íàïåðåä çàäàííûõ σ2

1 ≥ σ2
2 ≥ ... ≥ σ2

6 ≥ σ2
7 ñóùå-

ñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå â R7, äëÿ êîòîðîãî ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
êîâàðèàöèîííîãî îïåðàòîðà, òàêîå, ÷òî ïðè σ2

6 ≤ |a| ≤ ρσ2
6, ρ > 1,

lim sup
n→∞

√
n∆n(a) ≥ c(σ2

7, ρ)|a|3/Λ1/2
6 , (5)

ãäå c(σ7, ρ) çàâèñèò òîëüêî îò σ7 è ρ. Çäåñü è â äàëüíåéøåì Λl =
l∏

j=1

σ2
j .

Ñïóñòÿ òðè ãîäà ïîñëå ïóáëèêàöèè ìîåé ñòàòüè [8] Á.À. Çàëåññêèé, Â.Â. Ñàçîíîâ,
Â.Â. Óëüÿíîâ [14,17] ïîëó÷èëè îöåíêó

∆n(a) <
cβ(σ3 + |a|3)
√

nΛ
1/2
6

, (6)

êîòîðàÿ çàâèñèò îò øåñòè ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîëàãàÿ â ýòîé îöåíêå a = 0,
èìååì

∆n(0) <
cβσ3

√
nΛ

1/2
6

. (7)

Ïðèìåð Ñåíàòîâà, î êîòîðîì ðå÷ü øëà âûøå, íå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé a = 0. Ýòî
íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî îöåíêà (6) íà ñàìîì äåëå íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. È äåéñòâè-
òåëüíî, íåêîòîðîå âðåìÿ ñïóñòÿ ìíå óäàëîñü ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó

∆n(a) ¿ β√
n

(
σ

Λ
1/2
4

(
1 +

4∑
1

∣∣∣aj

σj

∣∣∣
3/2

)
+
|a(5)|3
Λ

1/2
6

)
. (8)

Çäåñü aj � j-ÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà a = (a1, a2, . . . ) ∈ l2, a(k +1) = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

, ak+1, ak+2,

ak+3, . . . ). (Ìû ïèøåì A ¿ B, åñëè ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ c òàêàÿ, ÷òî
A ≤ cB). Ýòîò ðåçóëüòàò áûë àíîíñèðîâàí â [25]. Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòåëüñòâî äî ñèõ
ïîð íå îïóáëèêîâàíî.

Èç (8) âûòåêàåò îöåíêà
∆n(0) <

cβσ
√

n Λ
1/2
4

,

4



êîòîðàÿ òî÷íåå, ÷åì (7), ïîñêîëüêó çàâèñèò òîëüêî îò ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
êîâàðèàöèîííîãî îïåðàòîðà. Íåòðóäíî âèäåòü òàêæå, ÷òî (8) âëå÷åò çà ñîáîé (13). Äåé-
ñòâèòåëüíî,

σ|aj|3/2

Λ
1/2
4 σ

3/2
j

≤ σ3/2|a|3/2

Λ
1/2
6

, j ≤ 4.

Â ñâîþ î÷åðåäü,
σ3/2|a|3/2 ≤ (σ3 + |a|3)/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆n(a) ¿ β√
n

(
σ

Λ
1/2
4

+
|a|3 + σ3

Λ
1/2
6

)
¿ β(|a|3 + σ3)

√
nΛ

1/2
6

. (9)

Åùå â 1945 ã. Ê.-Ã. Ýññååí [26] â ÷àñòíîì ñëó÷àå H = Rl ïîëó÷èë îöåíêó

∆(0) ≤ c(l)
(
E|X1|4

)3/2
n−l/(l+1) (10)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé. Çíàÿ ýòîò ðåçóëü-
òàò, åñòåñòâåííî áûëî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íå÷òî àíàëîãè÷íîå èìååò ìåñòî è â îáùåì
ñëó÷àå. Èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè âåëèñü â 1980 � 1990 ãîäàõ. Â
1982 ã. Á.À. Çàëåññêèé [9] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

∆n(0) = O(n−1+ε), (11)

åñëè σ2
N 6= 0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N = N(ε). Â 1983 ã. Â.Þ. Áåíòêóñ [27] ïîëó÷èë

áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò, èç êîòîðîãî âûòåêàåò îöåíêà (11) äëÿ

∆n,1(a) = sup
r

∣∣∣P(|n−1/2Sn − a| < r)−P(|Z − a| < r)−Q1,n(a, r)
∣∣∣, (12)

ãäå Q1,n(a, r) � ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ïðè÷åì Q1,n(0, r) ≡ 0.
Â 1986 ã. ìû ñ Â.È. ×åáîòàðåâûì [13] ïîëó÷èëè áîëåå òî÷íóþ îöåíêó â ñëó÷àå a = 0:

∆n(0) ≤ c(l, δ)(Γ4, l/n)l/(l+4+δ) + c(l)

{
(Γ3, l/

√
n)2l/13, 7 ≤ l ≤ 12,

Γ2
3, l/n, l ≥ 13

(13)

äëÿ ëþáûõ δ > 0 è öåëûõ l ≥ 7, ãäå Γ4, l = β4σ
4Λ

−4/l
l , β4 = E|X1|4, Γ3, l = βσ3Λ

−3/l
l .

Ýòîò ðåçóëüòàò ãîðàçäî áëèæå ê îöåíêå Ýññååíà (10), ÷åì ó Çàëåññêîãî.
Â ñâåòå òîãî, ÷òî óæå áûëî ñêàçàíî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ñóùåñòâåííî áåñêî-

íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà âñå σj íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, ∆n(0) = O(1/n). Îäíàêî
â õîäå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòîò ôåíîìåí èìååò ìåñòî è äëÿ
êîíå÷íûõ ðàçìåðíîñòåé d, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ d ≥ 9. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â
ðàáîòå Â.Þ. Áåíòêóñà è Ô. Ãåöå [28]. Èõ îöåíêà èìååò âèä

∆n(0) ≤ C(T )

n

β4

σ4
, (14)

ïðè÷åì
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C(T ) = ecσ2/σ2
13 , åñëè 13 ≤ d ≤ ∞ è σ13 6= 0;

C(T ) = σ4

σ4
d
ecσ2/σ2

9 , åñëè 9 ≤ d ≤ ∞ è σd 6= 0;

C(T ) = ecσ2/σ2
9 , åñëè ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòà X1 ñèììåòðè÷íî è 9 ≤ d ≤ ∞.

Ñðàâíèâàÿ îöåíêó (14) ñ ïðåäøåñòâóþùèì ðåçóëüòàòîì (13), ìû âèäèì, ÷òî çàâèñè-
ìîñòü îò êîâàðèàöèîííîãî îïåðàòîðà â (13) âûãëÿäèò íå î÷åíü åñòåñòâåííî. Áîëåå òî÷-
íàÿ îöåíêà áûëà íàéäåíà âñêîðå â íàøåé ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Â.È. ×åáîòàðåâûì [19], à
èìåííî,

∆n(0) <
c

n

[
Γ4,13 + Γ3,13 + L2

9

(
σ2/Λ

1/9
9

)2]
,

ãäå Ll ≡ max
1≤j≤l

E|(X,ej)|3
σ3

j
. Çàìåòèì, ÷òî Γµ,l/n

(µ−2)/2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äðîáè Ëÿïóíîâà
βµ/n

(µ−2)σµ. Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó ìû ïîëó÷èëè äëÿ ∆n(a), îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì
(12) (ñì. [20]).

6.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. Ìîæíî âûäåëèòü äâå ïðîáëåìû, ñ êîòî-
ðûìè ñòàëêèâàåòñÿ êàæäûé, êòî èìååò äåëî ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè: âî-
ïåðâûõ, íóæíî ïîñòðîèòü è îïèñàòü àëãîðèòì, ñîãëàñíî êîòîðîìó âû÷èñëÿþòñÿ êî-
ýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ; âî-âòîðûõ, íóæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü,
âîçíèêàþùóþ ïðè èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Îïèøåì òåïåðü àëãî-
ðèòì, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â íàøåé ðàáîòå [18]. Îí îñíîâûâàåòñÿ íà ôîðìóëå

E exp{(2s)1/2(x, α)} = exp{s|x|2}, x ∈ HC, s ∈ C. (15)

Çäåñü HC � êîìïëåêñíîå ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà H, α = (α1, α2, ...) � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ âåëè÷èí. Áèëèíåéíàÿ ôîð-
ìà (x, α) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

∑∞
j=1 xjαj, ãäå xj � êîîðäèíàòû âåêòîðà x â â íåêîòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.
Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, Sn =

n∑
j=1

Xj, ãäå X1, X2, . . . , Xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçà-

âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî çíà÷åíèÿìè â H, ïðè÷åì
EX1 = 0. Ïóñòü {Xj}n

j=1 è α íåçàâèñèìû. Âñëåäñòâèå (15)

E exp{it|Sn|2} = ESnEα exp{(2it)1/2(Sn, α)}.
Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Xj îãðàíè÷åíû. Ýòî
ïîçâîëÿåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè ESn è Eα â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

E exp{it|Sn|2} = EαESn exp{(2it)1/2(Sn, α)}.
Èìååì α

(Sn, α) =
n∑

j=1

(Xj, α),

ãäå ïðè ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α ëèíåéíûå ôîðìû (Xj, α) ÿâëÿþòñÿ îäíî-
ìåðíûìè íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïîýòî-
ìó, ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêîå ðàçëîæåíèå Ýäæâîðòà â R, ìû ìîæåì íàïèñàòü ôîðìàëüíîå
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ðàçëîæåíèå

ESnes(Sn,α) = es2σ2/2

∞∑
j=0

n−j/2pj(s; (X1, α)),

ãäå pj(s; (X1, α)) � ïîëèíîì îòíîñèòåëüíî s, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò ïñåâäî-
ìîìåíòîâ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (X1, α), σ2 =

∑∞
1 σ2

j α
2
j . Ïîëàãàÿ s = (2it)1/2 è îñðåäíÿÿ

çàòåì ïî α, ìû ïðèõîäèì ê ôîðìàëüíîìó ðàçëîæåíèþ Ýäæâîðòà

E exp{it|Sn|2} = g(t)
∞∑

j=0

n−j/2Epj((2it)
1/2; (AtX, α)).

Çäåñü g(t) =
∞∏

j=1

(1− 2itσ2
j )
−1/2, à îïåðàòîð At îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Atx =
∞∑
1

(1− 2it)−1/2(x, ej)ej,

ãäå {ej} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H, îáðàçîâàííûé ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè êîâà-
ðèàöèîííîãî îïåðàòîðà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1. Ïðåèìóùåñòâîì îïèñàííîãî ïîäõîäà
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí óñòàíàâëèâàåò ïðÿìóþ ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì Ýäæ-
âîðòà. Â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ, ïîñâÿùåííûõ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàç-
ëîæåíèÿì, èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îòëè÷íûé îò íàøåãî: îí âîñõîäèò ê ðàáîòàì Ãåöå [6]
è Áåíòêóñà [11]. ×òî êàñàåòñÿ îöåíêè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà, òî ïðåäøåñòâóþùèå èññëåäî-
âàíèÿ áûëè, â îñíîâíîì, íàïðàâëåíû íà ïîëó÷åíèå îöåíêè îñòàòêà ïðè ìèíèìàëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî â áåñêîíå÷-
íîìåðíîì ñëó÷àå î÷åíü âàæíà ôîðìà çàâèñèìîñòè îñòàòêà îò êîâàðèàöèîííîãî îïåðà-
òîðà ñëàãàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Íàøà öåëü çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû íàéòè ÿâíûé âèä ýòîé çàâèñèìîñòè, ñâåäÿ ïðè
ýòîì ê ìèíèìóìó ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîâàðèàöèîííîãî îïåðàòîðà, ó÷àñòâóþ-
ùèõ â îöåíêå. Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîé îöåíêè îñòàòêà,
êðîìå ìîìåíòíûõ îãðàíè÷åíèé, ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ
íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë. Èñïîëüçîâàííîå íàìè óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-
åì èçâåñòíîãî óñëîâèÿ Êðàìåðà. Îíî áëèçêî ê óñëîâèþ (1.1) â [11].

6.4. Áîëüøèå óêëîíåíèÿ äëÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ðàáîò [21]� [23], î êîòîðûõ óæå øëà ðå÷ü âî
ââåäåíèè.

Â ðàáîòå Ëàíäàó è Øåïïà [21] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

P(|X| ≥ t) ≤ 1− Φ(at/b) (16)

äëÿ ëþáûõ a è b, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

P(|X| < b) = Φ(a) >
1

2
,

ãäå Φ � ñòàíäàðòíûé ãàóññîâñêèé çàêîí. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (16) îñíîâàíî íà
èçîïåðèìåòðè÷åñêîì íåðàâåíñòâå íà ñôåðå â Rn, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ýêñòðåìàëüíîå
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ñâîéñòâî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïî îòíîøåíèþ ê ãàóññîâñêîé ìåðå â êëàññå âûïóêëûõ ìíî-
æåñòâ â Rn.

Â ðàáîòå Ôåðíèêà [22] ìû íàõîäèì îöåíêó

P(|X| > t) < P(|X| ≤ t0) exp{−t2γ/(24t0)}, (17)

ãäå γ = P(|X| ≤ t0)P(|X| > t0), t0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Èçÿùíûé ïðè-
åì, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî Ôåðíèê âûâîäèò (17), îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè
ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â R2 îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà.

Íàêîíåö, òðåòèé ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí Ñêîðîõîäîì [23], êîòîðûé ïîëó÷èë, ïðàâäà,
áîëåå ñëàáóþ â ñìûñëå çàâèñèìîñòè îò t îöåíêó, íåæåëè (16) è (17), à èìåííî

P(|X| > t) < exp{−ηt}, (18)

ãäå η > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Èñõîäíîé òî÷êîé â ðàáîòå Ñêîðîõîäà ñëóæèò íåðàâåíñòâî

P(|X| > r) < P( sup
0≤t≤1

|X(t)| > r), (19)

ãäå X(t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèþ X(1) = X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáîçíà÷àÿ äëÿ êðàòêîñòè X̄ = sup0≤t≤1 |X(t)|,
èìååì

P(X̄ > nr) < Pn(X̄ > r). (20)
Èç äâóõ ïîñëåäíèõ îöåíîê ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (18).

Ïî ñâîåé ñëîæíîñòè ñòàòüÿ Ëàíäàó è Øåïïà íàìíîãî ïðåâîñõîäèò ðàáîòû Ôåðíèêà
è Ñêîðîõîäà, íî çàòî â íåé ïîëó÷åí áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Íåñêîëüêî ïîçæå, â 1974ã., Ñóäàêîâ è Öèðåëüñîí [29], èñïîëüçóÿ ìåòîä áëòçêèé ê
ïîäõîäó Ëàíäàó è Øåïïà, ïîêàçàëè, ÷òî

P(|X| < t) = Φ((t− d + o(1))/c), t →∞,

ãäå c > 0 è d ≥ 0 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Â ìîåé ñòàòüå [31] îòïðàâíîé òî÷êîé, êàê è ó Ñêîðîõîäà, ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (19),

îäíàêî â äàëüíåéøåì ÿ èñïîëüçóþ áîëåå òî÷íóþ, íåæåëè (20), îöåíêó äëÿ âåðîÿòíîñòè
P(X̄ > r). Íèæå ïðèâîäèòñÿ âûâîä ýòîé îöåíêè.

Ïóñòü τn = inf{t : |X(t)| = nλ0}, n ≥ 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, τn åñòü ìîìåíò, êîãäà
ïðîöåññ X(t) âïåðâûå äîñòèãàåò ñôåðû |x| = nλ0. Ïîëîæèì τ0 = 0. Ïóñòü äàëåå

τ ′n = inf{t− τn−1 : t > τn−1, |X(t)−X(τn−1| = λ0}.
Òàê êàê X(t) îáëàäàåò ñòðîãî ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ ′n âçàèìíî
íåçàâèñèìû è ñîâïàäàþò ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ τ1.

Î÷åâèäíî,
|X(τn)−X(τn−1)| ≥ |X(τ ′n)−X(τn−1| = λ0.

Ñëåäîâàòåëüíî, τ ′n ≤ τn − τn−1. Îòñþäà

τn =
n∑
1

(τk − τk−1) ≥
n∑
1

τ ′k. (21)
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Ïîëîæèì Xα(t) = X(αt)/
√

α, α > 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîöåññû X(t) è Xα(t)
ïîðîæäàþò îäíó è òó æå ìåðó â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà
[0, 1] è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â B. Äàëåå,

P(τn < t) = P( sup
0≤s≤t

|X(s)| ≥ nλ0) = P( sup
0≤s≤t

|X1/n2(s)| ≥ nλ0) =

= P( sup
0≤s≤t

|X(s/n2)| ≥ λ0) = P( sup
0≤s≤t/n2

|X(s)| ≥ nλ0) = P(τ1 < t/n2).

Òàêèì îáðàçîì,
P(τn < t) = P(τ1 < t/n2). (22)

Âñëåäñòâèå (21) è (22)

P
( 1

n2

n∑
1

τ ′k > t
)

< P(τ1 > t). (23)

Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî

lim
n→∞

P
( 1

n2

n∑
1

τ ′k < t
)

= G(t), (24)

ãäå G(t) � óñòîé÷èâûé çàêîí ñ ïàðàìåòðîì α = 1/2, ëîãàðèôì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè êîòîðîãî äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

ln f(t) = −c|t|α
(
1 + i

t

|t|
)
.

Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [33, ñ. 185] èëè [34, ñ. 79]), ïðè c = 1

G′(t) =
1√

2π t3/2
e−1/(2t) = −2

∂

∂t
Φ(1/

√
t).

Îòñþäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c > 0

G′(t) =
x0√

2π t3/2
e−x2

0/2t = −2
∂

∂t
Φ(x0/

√
t), (25)

ãäå x0 = c. Èç (22) � (25) ñëåäóåò, ÷òî

P(τn < 1) < G
( 1

n2

)
= 2

(
1− Φ(nx0)

)
.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå τn, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

P(|X| > nλ0) < P( sup
0≤t≤1

|X(t)| > nλ0) < 2
(
1− Φ(nx0)

)
, (26)

ãäå x0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

2
(
1− Φ(x0)

)
= P(τ1 < 1).
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Íåðàâåíñòâî (26) ñïðàâåäëèâî äëÿ äèñêðåòíîãî ðÿäà òî÷åê un = nλ0. Î÷åâèäíî, äëÿ
un < u < un+1

P(|X| > u) < 2(1− Φ(nx0)) < 2

(
1− Φ

(( u

λ0

− 1
)
x0

))

èëè

P(|X| > u) < 2

(
1− Φ

(x0

λ0

u− x0

))
.

6.5. Âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â ìîèõ ñòàòüÿõ [35] è [36] âûâîäÿòñÿ îöåíêè
ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíîñòåé áîëüøèõ óêëîíåíèé ñóììû Sn =

∑n
i=1 Xi íåçàâèñèìûõ ñ.â. ñî

çíà÷åíèÿìè â ñåïàðàáåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. ß ñôîðìóëèðóþ çäåñü êëþ÷åâîé
ðåçóëüòàò ñòàòüè [36].

Èòàê, ïóñòü Sk =
∑k

1 Xi, Mn = max
1≤k≤n

|Sk| è α � òàêîå ÷èñëî, ÷òî P(2Mn ≥ α) < 1.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ y ≥ α, 1 > δ1 ≥ δ

P(Mn ≥ y) ≤
kα−1∑

1

kP

(
(kα − k)α

k

)
δk−1 + δkα ≤

≤ δ−2
1

∫ y/α−1

0

uδu
1P

(
y − (u + 1)α

u

)
du + δ

y/α−2
1 y/α, (27)

ãäå kα = [y/α], P (y) = min
{

δ,
∑n

1 (P(|Xi| ≥ y)
}

,
∑0

1 = 0.

Õî÷ó îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî îöåíêà (27) ÿâëÿåòñÿ íîâîé è â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå. Åå îòëè÷àåò îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî ìîìåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Åñëè

lim
n→∞

n∑
i=1

P(|Xi| > α) = 0, (28)

òî â ñèëó (27) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ P(Mn/α < y) êîìïàêòíà.
Èñïîëüçóÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè (28) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü P(Mn/α < y) èìååò ïðåäåë, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.

Ïðîòîòèïîì íåðàâåíñòâà (27) ïîñëóæèëà îöåíêà

P(Mn > lBn + (l − 1)c) ≤ [P(Mn > B/2)]l,

ãäå B2
n =

∑n
j=1 E|Xj|2, äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñ.â. Xi, |Xi| < c, ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâûõ

ïðîñòðàíñòâå. Åå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè È.È. Ãèõìàíà è À.Â. Ñêîðîõîäà [38] (ñì.
ãë. 6, � 3, ëåììà 2).

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííûõ ñëàãàåìûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ âûâîäà âåðîÿò-
íîñòíûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ íåñðàâíåííî áîëåå òðóäíûì. Ðàáîòû [35] è [36] îòëè÷àþòñÿ
êàê ðàç ñïîñîáàìè ïðåîäîëåíèÿ âîçíèêàþùèõ çäåñü òðóäíîñòåé.
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Â ñòàòüå [36] âûâîäèòñÿ ìíîãî ñëåäñòâèé èç íåðàâåíñòâà (27), â ÷àñòíîñòè, íåðàâåí-
ñòâî òèïà Ðîçåíòàëÿ äëÿ Mn, à èìåííî, äëÿ ëþáîãî t ≥ 1

EM t
n ≤ c1(t, δ)(At + tαt),

ãäå c1(t, δ) = 2t−1γ(t + 2)δ−3(− ln δ)−t−2.
Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê âûâîäó âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå áåðåò íà÷àëî îò ðàáîòû Â.Â. Þðèíñêîãî [39]. Îí îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè

|Sn| − E|Sn| =
n∑
1

Yk, (29)

ãäå
Yk = E

{
|Sn|

∣∣∣Fk

}
− E

{
|Sn|

∣∣∣Fk−1

}
, 1 ≤ k ≤ n,

E
{
|Sn|

∣∣∣F0

}
= E|Sn|,

ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî t > 0

E
{
|Yk|t

∣∣∣Fk−1

}
≤ 2tE|Xk|t. (30)

Çäåñü Fk � σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X1, X2, ..., Xk.
Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû Yk îáðàçóþò ìàðòèíãàë-ðàçíîñòü. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå (29) â

ñî÷åòàíèè ñ îöåíêîé (30) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ìàð-
òèíãàëîâ (îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíèõ ñì., íàïðèìåð, [40] è [41]). Íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
âïåðâûå áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå â [42] è, ïî÷òè îäíîâðåìåííî, â [43]. Ïîçäíåå òàêèå
æå ñîîáðàæåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû â [44]. Ïðè îïèñàííîì òîëüêî ÷òî ïîäõîäå áîëåå
åñòåñòâåííî è óäîáíî âûâîäèòü íåðàâåíñòâà äëÿ P

(∣∣Sn − E|Sn|
∣∣ > y

)
è E

∣∣Sn − E|Sn|
∣∣t,

÷åì äëÿ P(|Sn| > y) è E|Sn|t. Ýòî è äåëàåòñÿ â óæå óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ [42] è [44].
Îöåíêàì ñíèçó äëÿ âåðîÿòíîñòåé P(|Sn| > u) ïîñâÿùåíà ìîÿ ðàáîòà [37]. Â íåé

ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî: äëÿ ëþáîãî α > 0

P(|Sn| > u) ≥
n∑

k=1

[
inf
f

P
(
f(Sk) ≥ (1− α)u

)
−

n∑
1

P(|Xj| ≥ αu)
]
P(|Xk| ≥ αu), (31)

ãäå Sk = Sn −Xk, à íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèîíàëàì f , ïðèíàäëåæàùèì
ïðîñòðàíñòâó B∗ ñ |f | = 1.

×òîáû îöåíèòü P
(
f(Sk) ≥ (1− α)u

)
ñíèçó, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå âåðîÿò-

íîñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ îäíîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Ïóñòü, íàïðèìåð, EXj = 0, j = 1, n. Òîãäà, îöåíèâàÿ P(f(Sk) < 1 − α) äëÿ α > 1 ñ

ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êàíòåëëè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

P(|Sn| ≥ u) ≥
(

1−B2u−2
( 1

α2
+

1

B2u−2 + (α− 1)2

)) n∑
1

P(|Xj| ≥ αu).

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíû, òî ïîëàãàÿ â (31) α = 1 , èìååì

P(|Sn| ≥ u) ≥
(

1

2
−

n∑
1

P(|Xk| > u)

) n∑
1

P(|Xk| > u).
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Ýòî íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, íå òðèâèàëüíî ïðè
∑n

1 P(|Xk| > u) < 1/2.
6.6. Âåðîÿòíîñòíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ñóìì çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Cëåäóþùèì øàãîì áûëî ïåðåíåñåíèå ðåçóëüòàòîâ ìî-
åé ðàáîòû [36] íà ñëó÷àé ñëàáîçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ Xj. Ýòî áûëî ñäåëàíî â ìîåé ñòà-
òüå [45]. Ïóñòü

φ(m) = sup

{∣∣∣∣
P(AB)

P(A)
−P(B)

∣∣∣∣ : 1 ≤ k ≤ n−m, A ∈ Fk
1 , B ∈ Fn

k+m, P(AB) 6= 0

}

� êîýôôèöèåíò ðàâíîìåðíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Çäåñü Fk
j îçíà÷àåò σ-àëãåáðó, ïîðîæäåí-

íóþ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Xl, l = j, k. Ïóñòü φ(1) < 1 è δ > 0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
δ + φ(1) < 1. Ïîëîæèì ρ = δ + φ(1). Ïóñòü α � ëþáîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî P{2Mn > α} < δ.
Îïðåäåëèì Q(r) =

∑n
1 P{|Xj| > r}, At =

∑n
1 E|Xj|t.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ P{Mn > r}, ïîëó÷åííóþ â ðàáîòå [45]:
Äëÿ ëþáûõ r > α è 0 < ε < 1/6

P(Mn > r) <
2

αρ

∫ r

0

Q
(rαε2

2u

) du

(1 + εu/α)s(ε)+1
+ ρ−1

(
1 +

εr

α

)−s(ε)

, (32)

ãäå s(ε) = − ln ρ/ ln(1 + ε).
Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (32) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâåðòêó äâóõ ôóíê-

öèé, çàäàííûõ íà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Åñëè φ(1) = 1, íî φ(2) < 1, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü äâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

X1, X3, ..., X2k+1, .. è X2, X4, ..., X2k, ... . Äëÿ êàæäîé èç íèõ φ(1) < 1. Åñëè M ′
n è M ′′

n

îïðåäåëåíû äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî

P(Mn > r) < P
(
M ′

n >
r

2

)
+ P

(
M ′′

n >
r

2

)
.

Î÷åâèäíî, ýòîò ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíèòü è â ñëó÷àå φ(k) = 1, 1 ≤ k < m, φ(m) < 1. Èç
(32) ëåãêî èçâëåêàåòñÿ ìîìåíòíîå íåðàâåíñòâî: äëÿ ëþáûõ t > 0 è 0 < ε < 1/6 òàêèõ,
÷òî s(ε) > t,

EMn < c1(t) + c2(t)α
t, (33)

ãäå
c1(t) ≥ 2t+1

ε3t+1ρ
B

(
t + 1, s(ε)− t + 1

)
, c2(t) ≥ ρ−1ε−ttB

(
t, s(ε)− t

)
,

B(·, ·) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Íåðàâåíñòâî (32) ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäøåñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòíûõ

íåðàâåíñòâ äëÿ ñóìì çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êàê ïî ôîðìå, òàê è ïî ìåòîäó
äîêàçàòåëüñòâà. Ïðåæäå âñåãî, â íåì ó÷àñòâóåò òîëüêî îäèí èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîýô-
ôèöèåíòîâ ïåðåìåøèâàíèÿ. Áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ êâàíòèëè α, îíî íå ñîäåðæèò íèêà-
êèõ ìîìåíòîâ. Ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, ÿâíî âû÷èñëåíû.
Âûøåñêàçàííîå âïîëíå îòíîñèòñÿ è ê ìîìåíòíîìó íåðàâåíñòâó (33). Íåðàâåíñòâî (33)
óíèâåðñàëüíî â òîì ñìûñëå, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò îõâàòèòü ñëó÷àé 0 < t < 2, à òàêæå
EXj 6= 0.

12



Îòäåëüíî â [45] èçó÷àåòñÿ ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Åñëè B =
H, ãäå H ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è EXj = 0, òî äëÿ t > 2 èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

EM t
n < c1(t, φ)At + c2(t, φ)E|Y |tβ−1

t , (34)
ãäå Y � ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â H ñ íóëåâûì ñðåäíèì è òåì æå êîâàðèàöèîí-
íûì îïåðàòîðîì, ÷òî è Sn, βt � àáñîëþòíûé ìîìåíò ïîðÿäêà t îäíîìåðíîãî ñòàíäàðò-
íîãî ãàóññîâñêîãî çàêîíà.

Äàëåå â [45] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

E|Y |t < (E|Y |2)t/2βt. (35)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èçîïåðèìåòðè÷åñêîå. Îíî ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ìàêñèìóì àáñîëþòíîãî ìîìåíòà ïîðÿäêà t > 2 íîðìû ãàóññîâñêîãî âåêòîðà
ïðè ôèêñèðîâàííîì âòîðîì ìîìåíòå äîñòèãàåòñÿ íà îäíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (35), ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü íåðàâåíñòâî (34) â âèäå

EM t
n < c1(t, φ)At + c2(t, φ)(E|Y |2)t/2, t > 2.

Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä ê âûâîäó âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè íåðà-
âåíñòâà òèïà Ðîçåíòàëÿ. Äëÿ âûâîäà ïîñëåäíèõ èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîé ïîäõîä, îñíîâàí-
íûé íà ïðåäñòàâëåíèè ÷åòíîãî ìîìåíòà ñóììû èëè íîðìû ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
â âèäå ñóììû ñìåøàííûõ ìîìåíòîâ. Ïðè ýòîì âìåñòî At, êàê ïðàâèëî, ôèãóðèðóåò
n∑
1

(E|Xj|t+ε)t/(t+ε). Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ñ.À. Óòåâà [46]. Â íåé óïîìÿíóòûé
âûøå ïðÿìîé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, îäíàêî At íå çà-
ìåíÿåòñÿ íà

n∑
1

(E|Xj|t+ε)t/(t+ε). Êîìáèíàòîðíûå ðàññóæäåíèÿ Óòåâà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæ-
íû è çàïóòàíû â îòëè÷èå îò äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (34) â [45].

Íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííûå â [45], ïîçâîëÿþò, â ÷àñòíîñòè, óñîâåðøåíñòâîâàòü ìíîãèå
ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â çàêîíàõ áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ðàâíîìåðíûì ïåðåìåøèâàíèåì.

Îáçîð âåðîÿòíîñòíûõ è ìîìåíòíûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé
ñ ïåðåìåøèâàíèåì è èõ ïðèëîæåíèé ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â [47]. Óïîìÿíåì â ýòîé
ñâÿçè òàêæå ñòàòüþ Ðèî [48], â êîòîðîé íåðàâåíñòâà Áåííåòà�Õåôäèíãà è Íàãàåâà�
Ôóêà ïåðåíîñÿòñÿ íà ñóììó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ñèëüíîãî
ïåðåìåøèâàíèÿ.
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