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Обзор основных трудов лауреатаНобелевской премии академика Леонида Виталье-
вича Канторовича.

Леонид Витальевич Канторович вошел в плеяду крупнейших ученых два-
дцатого века благодаря своему капитальному вкладу в математику и экономику.
Исследования Л. В. Канторовича в области функционального анализа, вычи-
слительной математики, теории экстремальных задач, дескриптивной теории
функций и теории множеств оказали влияние на становление указанных мате-
матических дисциплин, послужили основой для формирования новых научных
направлений.

Л. В. Канторович заслуженно считается одним из основоположников со-
временного экономико-математического направления, ядро которого составля-
ют теория и модели линейных экстремальных задач. Это направление было
затем переоткрыто и развито в трудах других ученых (прежде всего Дж. Дан-
цига) и получило название «линейное программирование». Идеи и методы этой
дисциплины широко используются для постановки и решения разнообразных
экстремальных и вариационных задач не только в экономике, но и в физике, хи-
мии, энергетике, геологии, биологии, механике и теории управления. Линейное
программирование оказывает существенное влияние также на развитие вычи-
слительной математики и вычислительной техники. Нам представляется, что
никто другой не сделал так много для использования линейного программиро-
вания в экономической теории, как Л. В. Канторович.

В связи с празднованием 90-летия со дня рождения выдающегося отече-
ственного ученого, математика и экономиста, лауреата Нобелевской премии
Леонида Витальевича Канторовича мы представляем читателю краткий обзор
его замечательного научного наследия, содержащего давно ставшие классиче-
скими работы в области теоретической, прикладной и индустриальной матема-
тики.

Дескриптивная теория функций и теория множеств

Первые работы Л. В. Канторовича, доложенные на семинаре Г. М. Фих-
тенгольца в 1927–1928 гг., посвящены исследованию трансфинитной последо-
вательности классов функций, составляющих так называемую классификацию
Янга. В этой классификации в качестве исходного принимается класс непре-
рывных функций, а последующие классы получаются чередованием предельных
переходов возрастающих и убывающих последовательностей функций. Класси-
фикация Янга является детализацией классификации Бэра. Л. В. Канторови-
чем установлено, что функции Янга класса (α + 1) представимы как верхние
и нижние пределы функций Бэра класса (α) («Sur les suites des fonctions ren-
trant dans la classification de M. W. H. Young», 1929). Ему принадлежат так-
же построения универсальных функций для классов Янга («Об универсальных
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функциях», 1929). Функция двух переменных называется универсальной для
данного класса, если при специализациях одной из переменных получаются все
функции одной переменной этого класса. Универсальные функции Л. В. Кан-
торовича принадлежат тем же классам, что и представляемые ими функции.
Для классификации Бэра, как показано Леонидом Витальевичем, такого рода
универсальных функций не существует.

К тому же циклу относится работа 1932 г. «Об обобщенных производ-
ных непрерывных функций», посвященная условиям существования непрерыв-
ной функции, у которой производные числа Дини совпадают со значениями за-
данных четырех функций соответствующих классов. Дана дескриптивная ха-
рактеристика этих функций и множеств, с помощью которых решается задача.
Например, на совершенном множестве меры нуль произвольная функция пер-
вого класса Бэра оказывается производной некоторой функции. Полученные
Л. В. Канторовичем достаточные и частично необходимые условия существен-
но дополнили классические результаты А. Лебега, Р. Бэра, А. Данжуа, У. Янга
и А. Безиковича.

Принципиальные результаты по теории A-множеств и проективных мно-
жеств получены Л. В. Канторовичем в работах, выполненных преимущественно
в соавторстве с Е. М. Ливенсоном. Основными из них являются «Memoir on the
analytical operations and projective sets» (1932–1933). В этом цикле работ раз-
вивается общая теория аналитических операций над множествами, в частности
теория δs-операций Хаусдорфа — Колмогорова. Под этим названием понимает-
ся операция ΦN , сопоставляющая счетной системе множеств E1, E2, . . . , En, . . .
множество ∑

γ∈N
En1En2 . . .Enl = ΦN (E1, E2, . . . ).

Здесь γ = (n1, n2, . . . ) — последовательность натуральных чисел, а N — множе-
ство последовательностей γ, определяющее операцию. К δs-операциям относит-
ся, например, A-операция П. С. Александрова, применение которой к замкнутым
множествам порождает A-множества. Устанавливаются теоремы о зависимости
дескриптивных свойств результата операции от класса множеств, из которого
черпаются E1, E2, . . . , а также от дескриптивных свойств множества N , рас-
сматриваемого как множество иррациональных чисел.

В качестве одного из приложений построенной теории доказывается, что
все трансфинитные последовательности так называемых C-множеств, получаю-
щихся применением A-операции к множествам, дополнительным к множествам
предыдущего класса (за исходный класс берут A-множества), укладываются во
второй проективный класс. Впервые дано также аналитическое представление
всех проективных классов.

Конструктивная теория функций

К началу 30-х годов относятся также первые работы Л. В. Канторовича
по конструктивной теории функций. Его внимание в этой области привлекли
прежде всего известные многочлены

Bnf(x) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ck
nx

k(1 − x)n−k,

с помощью которых С. Н. Бернштейн в 1912 г. дал оригинальное доказатель-
ство знаменитой теоремы Вейерштрасса. В статье «О сходимости последова-
тельности полиномов С. Н. Бернштейна за пределами основного интервала»
(1931) Л. В. Канторович установил следующий неожиданный факт: если функ-
ция f регулярна хотя бы на части отрезка (0, 1), то сходимость Bnf к f имеет
место в некоторой части комплексной области. Эти исследования Л.В. Канторо-
вича были продолжены С. Н. Бернштейном в нескольких работах 1936–1943 гг.
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В статье «О некоторых разложениях по полиномам в форме С. Н. Берн-
штейна» (1930) Л. В. Канторович заметил, что запись произвольного многочле-
на Pn степени n в форме

Pn(x) =
n∑
k=0

ϕ
(n)
k Ck

nx
k(1− x)n−k, ϕ

(n)
k = (n+ 1)

(k+1)/(n+1)∫
k/(n+1)

f(t) dt,

может оказаться весьма полезной.
Леонид Витальевич нашел сингулярный интеграл, сходящийся к соответ-

ствующей функции f ∈ L[0, 1] почти везде. Отсюда следует почленная диф-
ференцируемость почти везде последовательности полиномов Бернштейна для
абсолютно непрерывной функции f .

Используя другой выбор ϕ
(n)
k , Л. В. Канторович получил простое доказа-

тельство известной теоремы Бэра о представлении полунепрерывной функции
в виде предела монотонной последовательности непрерывных функций. В более
поздней работе «Об общих методах улучшения сходимости в способах прибли-
женного решения граничных задач математической физики» (1934) на основе

еще одного выбора ϕ
(n)
k Леонид Витальевич создал аналитический аппарат для

представления произвольной измеримой функции во всех ее точках аппроксима-
тивной непрерывности. Этот аппарат до сих пор используется в теории функ-
ций.

К рассматриваемому циклу относится также статья «Несколько замечаний
о приближении к функциям посредством полиномов с целыми коэффициента-
ми» (1934), в которой решается задача существенности ухудшения наилучше-
го приближения непрерывной функции многочленами, если потребовать, чтобы
коэффициенты таких многочленов были целыми. Эти исследования были про-
должены А. О. Гельфондом в 1955 г.

Приближенные методы анализа

Первые работы Л. В. Канторовича по приближенным методам анализа бы-
ли опубликованы в 1933 г.

В 1933–1934 гг. им предложено несколько методов приближенного решения
задачи о конформном отображении круга на односвязную область, ограничен-
ную некоторой кривой. Эти методы основаны на погружении заданной области
в однопараметрическое семейство, включающее область, для которой конформ-
ное отображение известно. Используя затем разложение по малому параметру,
Леонид Витальевич вывел явные формулы для приближенного вычисления ис-
комого конформного отображения «О конформном отображении многосвязных
областей» (1934).

Разработке этого подхода и его обобщению на случай многосвязных обла-
стей посвящены работы 1933–1938 годов. Предложенный Леонидом Виталье-
вичем метод малого параметра уже в 1933 г. был включен В. И. Смирновым
в третий том его учебника «Курс высшей математики». Этот метод широко
используется в механике, а также в работах Г. М. Голузина по экстремальным
проблемам теории функций.

В работе «Один прямой метод приближенного решения задачи о минимуме
двойного интеграла» (1933) был предложен новый вариационный метод при-
ближенного решения двумерных уравнений эллиптического типа, основанный
на сведении соответствующей задачи минимизации интеграла

I(u) =
∫∫
D

[
a

(
du

dx

)2

+ b

(
du

dy

)2

+ cu2 + 2fu

]
dxdy
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на множестве функций двух переменных к минимизации функционала, завися-
щего от нескольких функций одного переменного (метод приведения к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям).

Этот метод Л. В. Канторовича вошел в руководства по математике
(Л. Э. Эльсгольц) и механике (А. И. Лурье).

Дальнейшему развитию вариационного метода, а также других приближен-
ных методов решения дифференциальных интегральных уравнений посвящены
работы 1934–1937 гг. В частности, в статье «Применение интеграла Стилтьеса
к расчету балки, лежащей на упругом основании» (1934) был впервые предложен
известный метод коллокации. Указанные методы до сих пор широко использу-
ются в приложениях — механике, технике и физике.

К рассматриваемому циклу примыкают также исследования Л. В. Канто-
ровича по методу Ритца. В них даются теоремы о сходимости, а также методы
приведения к обыкновенным дифференциальным уравнениям, основанные на со-
четании идей конструктивной теории функции с аналитической техникой оценок
операторов. Этими вопросами в то время, как известно, занимались Н. М. Кры-
лов, Н. Н. Боголюбов, Г. И. Петров, М. В. Келдыш и другие. Исследования
Л. В. Канторовича получили продолжение в работах его учеников.

В теории механических квадратур Л. В. Канторович, мастерски используя
простую идею об аддитивном выделении особенностей, привел в статье «О при-
ближенном вычислении некоторых типов определенных интегралов и других
применениях метода выделения особенностей» (1934) ряд остроумных приемов
для вычисления интегралов от гладких функций. Это послужило также источ-
ником построения численных методов решения интегральных уравнений при
наличии сингулярностей, в частности уравнений теории переноса.

В более поздней работе «Об особых приемах интегрирования четных и не-
четных функций» (1949) выводятся формулы численного интегрирования чет-
ных и нечетных функций, которые при n узлах дают точные результаты для
полиномов до степени 4n − 2. Отсюда получаются и некоторые кубатурные
формулы.

Разработанные Л. В. Канторовичем методы отражены в написанной им
совместно с В. И. Крыловым монографии 1936 года «Методы приближенного
решения уравнений в частных производных» (2-е изд. «Приближенные методы
высшего анализа», 1941).

Это сочинение стало первой в мировой научной литературе книгой по чис-
ленным методам высшего анализа, неоднократно переиздававшейся в дальней-
шем в нашей стране и за рубежом.

Функциональный анализ

Выполненные в 1934 г. работы Л. В. Канторовича и Г. М. Фихтенголь-
ца по проблеме представления линейных функционалов и операторов явились
первыми исследованиями российских математиков по теории нормированных
пространств. В то время функциональный анализ еще только оформлялся в са-
мостоятельное научное направление, и одной из первостепенных задач было на-
копление фактического материала — осмысление общих понятий в конкретных
ситуациях. Поскольку основой всех построений функционального анализа того
времени служили нормированные пространства и линейные операторы в них,
большое значение приобретало аналитическое представление линейных функ-
ционалов и операторов в конкретных нормированных пространствах. К 1934 г.
общая форма линейного функционала была известна для всех классических ба-
наховых пространств, за исключением пространства L∞ всех ограниченных
измеримых функций. Иначе обстояло дело с аналитическим представлением
операторов. Результаты И. Радона (общие формы ограниченных и компактных
операторов из пространства C непрерывных функций в себя) были единственны-
ми значительными результатами в этом направлении. Полученные Л. В. Кан-
торовичем и Г.М.Фихтенгольцем теоремы об общем виде линейных функциона-
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лов и об аналитическом представлении ограниченных операторов, действующих
из C в L∞, заполнили имевшиеся пробелы в списке известных сопряженных
пространств и послужили отправным пунктом для дальнейших исследований
по теории линейных операторов. Отметим, что в работе «Некоторые теоремы
о линейных функционалах» (1934) на основе полученных результатов установ-
лена недополняемость пространства C в L∞, что представляет интерес с точки
зрения современной геометрической теории банаховых пространств. В этой же
работе дано также решение проблемы Банаха о мощности множества линейных
функционалов в пространстве M ограниченных функций.

К тому же периоду относятся исследования Л. В. Канторовича, посвящен-
ные одной из наиболее актуальных проблем 30-х годов — созданию математи-
ческого аппарата, используемого в физике и квантовой механике. Леонид Ви-
тальевич поставил задачу распространения — «обогащения» функционального
пространства Гильберта за счет введения «идеальных» функций, которые уже
не будут функциями в обычном смысле. Существенно новым по сравнению с ис-
следованиями К. Фридрихса здесь явилась предложенная Л. В. Канторовичем
схема пополнения, основанная на рассмотрении не одного, а целого семейства
самосопряженных плотно определенных операторов, связанных с операторами
дифференцирования. Этот же круг вопросов — обобщенные функции и реше-
ния — был затронут в его работах об обобщенных интегралах Стилтьеса.

В середине 30-х годов в исследованиях Леонида Витальевича создавалось
новое важное направление функционального анализа — теория упорядоченных
пространств. Л. В. Канторович вводил и подробно изучал класс векторных
решеток, в которых всякое ограниченное множество элементов имеет точные
границы (такие пространства, как уже отмечалось, вошли в литературу под
названием K-пространства). Большое внимание Леонид Витальевич уделял
регулярным K-пространствам, где сходимость по упорядочению обладает ря-
дом свойств, сближающих ее с обычной сходимостью в множестве веществен-
ных чисел. Леонид Витальевич строил теорию операторов в K-пространствах,
выделяя в качестве основного класс регулярных операторов, т. е. таких линей-
ных операторов, которые представимы в виде разности двух положительных
линейных операторов. Он доказал, что совокупность регулярных операторов,
отображающих одно K-пространство в другое, также образует K-пространство
(«О некоторых классах линейных операций», 1936).

Этот результат представляет далеко идущее обобщение теоремы Ф. Рисса,
относящейся к конкретному пространству функционалов.

Параллельно с разработкой общей теории K-пространств Леонид Виталье-
вич дал разнообразные приложения этой теории ко многим вопросам функцио-
нального анализа, теории функций и теории функциональных уравнений. По-
скольку многие классические функциональные пространства, изучавшиеся ме-
тодами теории нормированных пространств, оказываются одновременно
K-пространствами, то привлечение к изучению таких функциональных про-
странств теории K-пространств позволило Л. В. Канторовичу провести более
детальное исследование линейных операторов. Леонид Витальевич (частично
совместно с Б. З. Вулихом) установил общие аналитические представления ли-
нейных операторов различных классов во многих конкретных пространствах.
Теоремы Канторовича о распространении операторов нашли в его работах при-
менения к теории интеграла, меры, а также к решению положительной пробле-
мы моментов. Из общих соображений Леонидом Витальевичем были получены
аналоги теорем Гамбургера, Стилтьеса и Хаусдорфа. Теоремы о сходимости по-
следовательностей линейных операторов в K-пространствах Л. В. Канторович
применил к теории неопределенного интеграла Лебега и к теории ортогональ-
ных рядов.

Для приложений функционального анализа к теории численных методов
оказалась чрезвычайно полезной построенная Л. В. Канторовичем теория про-
странств, нормированных в обобщенном смысле — с помощью элементов не-
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которого K-пространства. Такие обобщенно нормированные пространства
называют теперь BK-пространствами. В теорию BK-пространств включает-
ся и теория самих K-пространств (в этом случае в роли нормирующего про-
странства выступает то же самое K-пространство) и теория нормированных
пространств (нормирующее пространство — поле вещественных чисел). Для
BK-пространств Леонид Витальевич получил ряд теорем о методе последо-
вательных приближений. Эти теоремы используются при анализе численных
методов решения конечных и бесконечных систем уравнений, в том числе ли-
нейных и нелинейных дифференциальных, а также интегральных уравнений.
Одновременно этот подход позволил дать абстрактную трактовку классическо-
го метода мажорант («О функциональных уравнениях», 1937).

За указанный цикл работ в области теории упорядоченных векторных про-
странств Л. В. Канторовичу на Первом Всесоюзном конкурсе работ молодых
ученых (1938) была присуждена первая премия.

В восьмидесятые годы в рамках булевозначного анализа было доказано,
что решеточно-нормированные пространства Канторовича, удовлетворяющие
введенной им специальной аксиоме разложимости нормы, служат изображения-
ми обычных банаховых пространств. Поучительно, что аксиома разложимости
нормы часто исключалась последователями Канторовича в последующих иссле-
дованиях как имеющая непонятную природу. Время подтвердило прозорливость
Леонида Витальевича: на современном языке разложимость нормы оказывается
эквивалентной переформулировкой ее экстенсиональности.

В 1940 г. Л. В. Канторович приступил к подготовке итоговой монографии.
Однако работа над этой монографией была завершена совместно с Б. З. Вулихом
и А. Г. Пинскером лишь к концу 40-х годов. В книге «Функциональный анализ
в полуупорядоченных пространствах» (1950) впервые дается систематическое
изложение теории K-пространств. Она до сих пор является ценным пособи-
ем для специалистов в этой области. Некоторым дополнением к ней является
обзорная статья «Полуупорядоченные группы и линейные полуупорядоченные
пространства» (1951).

Прогресс математики и расширение сферы ее приложений подтвердили
значимость теории K-пространств, которая стала одним из основных разделов
функционального анализа.

Л. В. Канторович постоянно подчеркивал неразрывную связь K-прост-
ранств с теорией неравенств и экономической проблематикой. Последующие
исследования многих авторов подтвердили, что идеи линейного программиро-
вания имманентны теории K-пространств в следующем строго математическом
плане: выполнение в абстрактной математической структуре любого из приня-
тых вариантов формулировок принципа двойственности с неизбежностью при-
водит к тому, что исходный объект является K-пространством.

Удивительно прозорливым оказалось многократно высказанное Л. В. Кан-
торовичем положение о том, что элементы K-пространства суть обобщенные
числа. Эвристический принцип Канторовича состоящий в том, что элементы
K-пространства суть своего рода вещественные числа, нашел блестящее под-
тверждение в рамках современной математической логики.

Развитие булевозначных моделей теории множеств, вызванное к жизни
в 60-е годы прошлого века в связи с решением проблемы континуума, продемон-
стрировало фундаментальное значение расширенных (универсально полных)
K-пространств, каждое из которых, как неожиданно оказалось, служит новой
равноправной моделью вещественной прямой. При этом решеточно-нормирован-
ные BK-пространства, считавшиеся искусственными абстракциями, оказались
в точности новыми изображениями обычных банаховых пространств. Тем са-
мым K-пространства навсегда вошли в сокровищницу мировой науки.

Статья «Приближенное решение функциональных уравнений» (1956) свя-
зана с кругом идей С. Л. Соболева, использованных им в фундаментальных
трудах по теоремам вложения различных функциональных классов. Оттал-
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киваясь от своих исследований по аналитическому представлению операторов,
Л. В. Канторович предложил новую схему получения теорем вложения. Основой
этой схемы является выделение нового важного класса ядер, обеспечивающего
компактность соответствующих интегральных операторов. Выделенные ядра,
именуемые ядрами Канторовича, широко используются в современной теории
операторов.

С помощью идей из работы «О перемещении масс» (1942), связанных с рас-
смотрением транспортной задачи, Л. В. Канторович и Г. Ш. Рубинштейн в ис-
следованиях 1958 г. предложили новую нормировку конечных мер на метриче-
ском компакте. В полученном нормированном пространстве сильная сходимость
при условии равномерной ограниченности полных вариаций оказывается экви-
валентной обычной ∗-слабой сходимости соответствующих мер. Сопряженным
к построенному пространству является пространство функций, удовлетворяю-
щих условию Липшица. Благодаря этим свойствам указанное функциональ-
ное пространство (его называют пространством Канторовича — Рубинштейна)
широко используется в приложениях, в частности в математической экономике
и теории вероятностей.

В 1959 г. выходит монография «Функциональный анализ в нормированных
пространствах», написанная Л. В. Канторовичем совместно с Г. П. Акиловым.
Эта монография оказала существенное влияние на исследования по примене-
ниям функционального анализа и на его преподавание в ведущих вузах стра-
ны и за рубежом. Наряду с оригинальной трактовкой традиционных разделов
функционального анализа в нормированных пространствах большое внимание
в книге уделено приложениям к вычислительной математике. Указанная моно-
графия переведена на многие языки. В 1977 г. вышло ее второе, существенно
переработанное и дополненное издание («Функциональный анализ»), в которое
включены вопросы функционального анализа, связанные с математической эко-
номикой, а также излагаются основы теории упорядоченных пространств. Это
издание также переведено на несколько языков.

Функциональный анализ и прикладная математика

Л. В. Канторович впервые применил функционально-аналитические мето-
ды в вычислительной математике. Этому направлению посвящены его работы
1937–1957 гг. Центральной здесь является статья «Функциональный анализ
и прикладная математика» (1948), объединяющая целый цикл его работ и удо-
стоенная Государственной премии. Само название этой статьи звучало в 1948 г.
непривычно. Лишь теперь, причем в значительной степени благодаря работам
Л. В. Канторовича, функциональный анализ стал основным аппаратом в иссле-
дованиях по вычислительной математике.

Основная мысль статьи заключается в том, «что идеи и методы функ-
ционального анализа могут быть использованы для построения и анализа эф-
фективных практических алгоритмов математических задач с таким же успе-
хом, как для теоретического анализа этих задач». С этих позиций в статье
рассматриваются три вопроса: общая теория приближенных методов решения
функциональных уравнений, метод наискорейшего спуска и функционально-
аналитический вариант метода Ньютона.

Первая попытка объединения различных приближенных методов на основе
изучения функциональных уравнений была предпринята Л. В. Канторовичем
еще в 1937 г. в работе «О функциональных уравнениях». Ядром теории, пред-
ложенной в статье 1948 г. «К общей теории приближенных методов анализа»,
явилась принципиально новая идея — изучение связи исследуемого функцио-
нального уравнения

Kx = y, x ∈ X, y ∈ Y,

в банаховых пространствах X и Y с «приближенным» уравнением

K̃x̃ = ỹ, x̃ ∈ X̃, ỹ ∈ Ỹ ,
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в более простых, как правило, конечномерных пространствах X и Y . Дока-
зываются общие теоремы, в которых на основании данных о точном решении
устанавливается разрешимость приближенного уравнения и сходимость при-
ближенных решений к точному, а также теоремы, позволяющие на основе ана-
лиза приближенного уравнения устанавливать существование точного решения
и оценивать его близость к полученному приближенному.

Построенная Леонидом Витальевичем общая теория функциональных урав-
нений, базирующаяся на вариации исходных функциональных пространств
и операторов, использовалась им для анализа основных приближенных методов
решения важнейших классов уравнений второго рода (метод редукции для бес-
конечных систем линейных уравнений, различные методы решения интеграль-
ных и дифференциальных уравнений).

Получаемые при этом оценки оказывались, как правило, лучшими, чем ра-
нее известные для соответствующих методов. Относительно некоторых методов
теоремы сходимости и оценки скорости сходимости были установлены впервые,
например для метода коллокации. Построенная Л. В. Канторовичем абстракт-
ная теория приближенных методов сыграла важную роль в теории разностных
методов (B. C. Рябенький, А. Ф. Филиппов), в ряде конкретных прикладных
исследований (B. C. Владимиров, А. И. Каландия и др.).

Общий метод наискорейшего спуска сформулирован Леонидом Витальеви-
чем в работе «Об одном эффективном методе решения экстремальных задач
для квадратичных функционалов» (1945), результаты которой были доложены
им на семинаре в Математическом институте им. В. А. Стеклова еще в сентя-
бре 1943 г. Этот метод в его простейшем варианте предназначен для решения
линейных уравнений с положительно определенными операторами в гильберто-
вых пространствах. Л. В. Канторовичем была установлена сходимость метода
и точные оценки скорости сходимости. Сейчас известны многочисленные свя-
зи метода наискорейшего спуска (в особенности его многошагового варианта)
с другими методами решения задач линейной алгебры.

Работы Л. В. Канторовича по методу Ньютона «О методе Ньютона для
функциональных уравнений» (1948), «О методе Ньютона» (1949) блестяще под-
тверждают неоднократно выдвигавшиеся им два тезиса. Первый из них за-
ключается в том, что разумно проведенное обобщение позволяет яснее увидеть
существо дела и получить, как это ни парадоксально, более точный резуль-
тат, чем при индивидуальном изучении частной задачи. Второй тезис состоит
в том, что наличие хорошего приближения помогает не только локализировать
предполагаемое решение, но и установить сам факт его существования.

Разработанный Леонидом Витальевичем функционально-аналитический
аналог метода Ньютона принято называть методом Ньютона — Канторовича.
В работах «Принцип мажорант и метод Ньютона» (1951), «Некоторые даль-
нейшие применения метода Ньютона для функциональных уравнений» (1957)
Л. В. Канторович дал более глубокую разработку общего метода мажорант,
основанную на теории упорядоченных векторных пространств.

Линейное программирование

В 1938 г. к Л. В.Канторовичу обратились сотрудники Центральной лабора-
тории Ленинградского фанерного треста с просьбой рекомендовать численный
метод для расчета рационального плана загрузки имеющегося оборудования.
Речь шла о комплексном выполнении пяти видов работ на лущильных станках
восьми типов. Вопрос сводился к определению матрицы (hik) и величины z из
условий

hik ≥ 0,
5∑

k=1

hik = 1,
8∑
i=1

hikαik = zpk, z → max,

где hik — суммарная производительность станков i-й группы при выполнении
работ k-го вида, a pk характеризует требуемый ассортимент. Из соответствую-
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щих результатов классического анализа вытекает, что в искомой матрице (hik)
лишь двенадцать элементов отличны от нуля. Однако перебор всех таких ком-
бинаций был сопряжен с непреодолимыми вычислительными трудностями (тре-
бовалось решить C12

40 ≈ 109 систем линейных уравнений с двенадцатью неиз-
вестными). Поэтому стало ясно, что эффективные методы решения подобных
задач должны базироваться на принципиально новых идеях, позволяющих про-
водить целенаправленный перебор указанных комбинаций.

Ядром открытия Л. В. Канторовича является установленная им объектив-
ная связь задачи оптимального планирования с задачей определения соответ-
ствующих стоимостных показателей. На этой основе формулируются признаки
оптимальности, позволяющие предложить различные схемы направленного пе-
ребора допустимых планов и систем стоимостных показателей. В частности,
для приведенной задачи фанерного треста соответствующий признак состоит
в следующем. Для оптимальности допустимого плана (h∗

ik) необходимо и до-
статочно, чтобы нашлись разрешающие множители λ∗

k, удовлетворяющие соот-
ношениям

λ∗
k ≥ 0,

5∑
k=1

λ∗
k > 0, λ∗

kαik = max
i

λ∗
sαis при h∗

ik > 0.

Указанные разрешающие множители λ∗
k объективно оценивают трудоемкость

выполнения работ, а величины µ∗
i = maxs λ∗

sαis можно рассматривать как про-
катные оценки соответствующей группы станков.

Основам теории оптимального производственного планирования были по-
священы доклады Л. В. Канторовича, с которыми он выступал в Ленинградском
университете и Ленинградском институте инженеров промышленного строи-
тельства в мае 1939 г. В том же году была издана брошюра «Математиче-
ские методы организации и планирования промышленного производства», пред-
ставляющая собой дополненную стенограмму этих докладов. В этой работе
на основе разрешающих множителей исследуются различные классы планово-
производственных задач.

Для характеристики широты охвата материала достаточно перечислить
наименования разделов: распределение обработки деталей по станкам, органи-
зация производства с обеспечением максимального выполнения плана при усло-
вии заданного ассортимента, наиболее полное использование механизмов, мак-
симальное использование комплексного сырья, наиболее рациональное исполь-
зование топлива, рациональный раскрой материалов, наилучшее выполнение
плана строительства при данных строительных материалах, наилучшее рас-
пределение посевных площадей, наилучший план перевозок. Математическому
изложению и обоснованию предложенных методов посвящены три приложения.
В последнем из них на основе геометрической интерпретации задач линейного
программирования доказывается существование разрешающих множителей.

Выдающийся американский специалист в области линейного программи-
рования Дж. Данциг отмечал: «Работа Л. В. Канторовича 1939 г. содержит
почти все области приложений, известные в 1960 г.»∗).

Разработке и конкретизации методов линейного и нелинейного програм-
мирования посвящены многие работы Леонида Витальевича, опубликованные
в 1940–1981 гг. Особый интерес представляет статья «Об одном эффективном
методе решения некоторых классов экстремальных проблем» (1940), посвящен-
ная исследованию бесконечномерных задач выпуклого программирования. Для
таких задач устанавливается признак оптимальности и формулируются идеи
построения численных методов на основе последовательного улучшения имею-
щихся приближений. В ней дается характеристика не только решений оптими-
зационных задач, но и всех экстремальных или эффективных по Парето точек.

∗) Данциг Дж. Б. Линейное программирование, его применения и обобщения: Пер. с англ.
М., 1966. С. 29.
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Большое внимание Л. В. Канторович уделял исследованию специальных
классов задач линейного программирования. В 1940 г. Л. В. Канторович
и М. К. Гавурин изучили транспортную задачу в матричной и сетевой постанов-
ках. Предложенный ими метод потенциалов и его обобщение до сих пор широко
используются в экономической практике. Бесконечномерный аналог транспорт-
ной задачи, исследованный в работе «О перемещении масс» (1942), позволил
Л. В. Канторовичу в статье «Об одной проблеме Монжа» (1948) доказать спра-
ведливость известной гипотезы Монжа для широкого класса задач перемещения
масс. На этой же основе, как уже отмечалось, было построено и изучено новое
функциональное пространство, широко используемое теперь в математической
экономике и теории вероятностей — так называемое пространство Канторо-
вича — Рубинштейна. Вопросам рационального раскроя посвящены работы
Л. В. Канторовича «Рациональные методы раскроя металла» (1942), «Подбор
поставов, обеспечивающих максимальный выход пилопродукции в заданном ас-
сортименте» (1949), а также написанная им совместно с В. А. Залгаллером мо-
нография «Расчет рационального раскроя промышленных материалов» (1951;
2-е изд. «Рациональный раскрой промышленных материалов», 1971). Пред-
ложенные в монографии методы решений задач рационального раскроя наряду
с алгоритмами линейного программирования используют оригинальные идеи
вычисления индивидуальных раскроев. Аналогичные идеи были впоследствии
развиты Д. Беллманом в теории динамического программирования.

Вычислительная техника и программирование

Л.В. Канторович внес значительный вклад в развитие вычислительной тех-
ники и программирования. Предложенные им алгоритмические и структурные
решения легли в основу оригинальных вычислительных устройств. В середине
50-х годов под руководством Леонида Витальевича были разработаны релей-
ные клавишные вычислительные машины «Вильнюс» и «Вятка», которые сы-
грали важную роль в автоматизации вычислительных работ на предприятиях
и в учреждениях страны («Релейная клавишная вычислительная машина для
автоматического выполнения арифметических операций», 1959). Интересные
идеи, связанные с усовершенствованием различных вычислительных устройств,
предложены в работах «Устройство для умножения» (1973), «Электромехани-
ческое запоминающее устройство» (1974).

В те же годы Л. В. Канторович обратился к вопросам автоматизации про-
граммирования, а также других форм интеллектуальной деятельности челове-
ка (осуществление выкладок с символами, преобразование программ и т. п.).
Предложенные им принципы («Об одной математической символике, удобной
при проведении вычислений на машинах», 1957) получили продолжение в рабо-
тах отечественных и зарубежных авторов.

В начале 60-х годов Л. В. Канторович выдвинул идею «усиления» вычи-
слительных возможностей универсальных ЭВМ путем комплексирования их со
специализированными процессорами (приставками), ориентированными на мас-
совые вычисления, характерные для того или иного класса задач.

В 1963–1965 гг. в Институте математики Сибирского отделения под ру-
ководством Л. В. Канторовича был разработан специализированный процессор
(«Вычислительная система, состоящая из универсальной цифровой вычисли-
тельной машины и малой вычислительной машины», 1965). В этой системе
был использован предложенный Леонидом Витальевичем роторный принцип ре-
ализации массовых арифметических операций. Операции выполнялись с пре-
дельной скоростью, ограниченной только быстродействием оперативной памя-
ти. Некоторые архитектурные решения, положенные в основу системы (прямой
доступ к оперативной памяти, конвейерная организация обработки и др.), впо-
следствии получили широкое распространение в отечественных и зарубежных
машинах. Использование проблемно-ориентированных процессоров стало од-
ним из перспективных направлений вычислительной техники.
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Заслуживают внимания также общие идеи Л. В. Канторовича о комплекс-
ном развитии машинной математики — методы, алгоритмы, программирова-
ние, структура машин («Комплексный подход к реализации массовых вычисле-
ний», 1974).

Оптимальное планирование и оптимальные цены

Л. В. Канторович заложил фундамент современной теории оптимального
планирования. Развернутому изложению основных идей этой теории посвяще-
на его капитальная монография «Экономический расчет наилучшего исполь-
зования ресурсов» (1959, 1960). Стержнем этой книги является формулиров-
ка основной задачи производственного планирования и динамической задачи
оптимального планирования. Указанные задачи достаточно просты, но в то же
время учитывают важнейшие черты экономического планирования. Одно из
привлекательных качеств состоит в том, что они базируются на схеме линей-
ного программирования и, следовательно, на развитом аналитическом аппарате
и обширном наборе эффективных вычислительных средств, часть из которых
предложил сам Леонид Витальевич.

Динамическую задачу оптимального планирования Л. В. Канторович фор-
мулирует следующим образом. Заданы наборы вещественных чисел

(askit), s ∈ S, (k, i, t) ∈ N = K × I × T ; (bkit), (k, i, t) ∈ N0,

где K, I, T — конечные множества индексов, а N0 — некоторое собственное
подмножество множества N . Требуется найти набор чисел (xs), s ∈ S, удовлет-
воряющий двум условиям:

1)
∑
s∈S

askit ≥ bkit, (k, i, t) ∈ N0,

2) не существует набора (x̃s), s ∈ S, удовлетворяющего 1) и неравенствам∑
s∈S

askitx̃
s ≥
∑
s∈S

askitxs, (k, i, t) ∈ N \N0,

среди которых имеются строгие.
Содержательно набор чисел

(
askit
)
, (k, i, t) ∈ N , при фиксированном s ∈ S

интерпретируется как производственный способ по переработке одних ингреди-
ентов в другие, где положительные числа означают выпуск, а отрицательные—
затраты соответствующих продуктов k в пунктах или районах i в периоды вре-
мени t. Требуется найти такой производственный план, определяемый объе-
мами (интенсивностями) xs использования различных способов, при котором
выполняются ограничения по ресурсам (bkit > 0) и обеспечивается выполнение
плановых заданий (bkit < 0) и при этом не существует аналогичного плана xs,
использующего меньшие ресурсы по всем (k, i, t) ∈ N \N0. Условие 2) обычно
конкретизируется в зависимости от принятого критерия оптимальности.

Динамическая задача оптимального планирования привлекала большое
внимание Л. В. Канторовича и в последующие годы. В частности, ей посвящена
ключевая работа «Динамическая модель оптимального планирования» (1964);
см. также «Оптимальные модели перспективного планирования» (1965). Здесь
указаны важнейшие направления расширения и совершенствования основной
схемы динамический модели и намечены пути использования ее в практике пла-
нирования. В этой работе Леонид Витальевич показал, как в экономическую
модель вводятся элементы нелинейности, стохастики и дискретности и какую
роль они играют как в более точном учете экономической реальности, так и при
математическом анализе соответствующих моделей. Работа 1964 г., по суще-
ству, определила направление многих экономико-математических работ, кото-
рые были выполнены в последующие годы. За рубежом, в частности, большое
развитие получило направление, именуемое теорией экономики благосостояния.
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Все основные элементы этого направления заложены в работах Леонида
Витальевича по глобальным оптимизационным моделям экономики. Выдаю-
щимся достижением Л. В. Канторовича явилась формулировка оптимальных
цен, осознание того факта, что цены и план составляют единую неразделимую
систему и не могут рассматриваться изолированно. Указанные цены Леонид
Витальевич назвал объективно-обусловленными оценками, чтобы подчеркнуть,
что эти цены отражают совокупность условий, при которых составляется опти-
мальный план. (Отметим, что окончательное название было им выбрано, когда
велась уже корректура книги «Экономический расчет»; он заменил этим назва-
нием предыдущее «наиболее целесообразные оценки», чтобы повысить «кри-
тикоустойчивость» термина.) Можно считать, что объективно-обусловленные
оценки оптимального плана — ориентир, к которому должны приближаться
реальные цены.

Система объективно-обусловленных оценок включает в себя не только оцен-
ки обычных продуктов, но также оценки вкладов ресурсов, в том числе трудо-
вых, оценки фондов, условий социального характера, оценки времени как фак-
тора производства. Предложенный в этих работах подход к оценке природных
ресурсов, «прокатные» оценки для оборудований прочно вошли в арсенал эко-
номических показателей.

Своей трактовкой объективно-обусловленных оценок Л. В. Канторович за-
ложил основы оптимизационного экономико-математического анализа широкого
круга фундаментальных экономических проблем таких, как проблемы эффек-
тивности капитальных вложений, новой техники и других хозяйственных ме-
роприятий, проблемы хозяйственного расчета, экономической оценки природ-
ных ресурсов, рационального использования труда. Использование объективно-
обусловленных оценок обеспечило существенное продвижение в проблеме вы-
бора показателей оценки деятельности предприятий и других хозяйственных
органов.

Здесь уместно заметить, что формулировка динамической модели опти-
мального планирования создала впечатление у некоторых исследователей, что
планирование и управление экономикой могут быть полностью осуществлены
централизованно с помощью оптимизационной задачи. Леонид Витальевич был
одним из первых, кто осознал важность декомпозиционных методов и лежащих
в их основе локальных решений, с помощью которых в конечном счете форми-
руется оптимальный план для всей экономики в целом. В своих работах он по-
стоянно указывал на использование принципов декомпозиции как при решении
больших задач линейного программирования, так и при организации реального
процесса составления плана. В работе «Оптимальные модели перспективного
планирования» (1965) этот вопрос проработан им особо.

В этой, а также в серии последующих работ Леонид Витальевич изучал
вопрос построения динамической модели оптимального планирования на базе
существующей статистической информации, в частности на базе информации
межотраслевого баланса. Путь, указанный в этих работах, оказался плодотвор-
ным, и в свое время определенное место заняли оптимизационные модели, бази-
рующиеся на информации межотраслевого баланса.

В то же время внимание Л. В. Канторовича привлекали экономические мо-
дели, которые могли быть подвергнуты достаточно полному математическому
анализу в силу их малой размерности. Малоразмерные (однопродуктовые и дву-
продуктовые) модели довольно интенсивно исследовались за рубежом. Накоплен
обширный арсенал средств анализа таких моделей. Однако Л. В. Канторович
и в этой области внес свой оригинальный вклад. В работе «О некоторых функ-
циональных уравнениях, возникающих при анализе однопродуктовой экономи-
ческой модели» (1959) он сформулировал такую однопродуктовую модель, в ко-
торой учитывается срок ввода основных производственных фондов. Их анализ
позволяет исследовать проблему амортизации и эффективности капитальных
вложений и ряд других вопросов, которые особенно актуальны именно при пла-
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нировании. К изучению однопродуктовых моделей Л. В. Канторович обращался
не раз. Им рассматривались различные способы введения и учета технического
прогресса. В частности, исследован вопрос о влиянии темпов технического про-
гресса на норматив эффективности капитальных вложений. Предложен способ
оценки численной величины норматива исходя из имеющихся статистических
данных. Тем самым впервые был дан объективный подход к исчислению нормы
эффективности.

Экономические проблемы планирования

Л. В. Канторович внес выдающийся вклад в экономическую науку. При
оценке этого вклада следует иметь в виду, что Канторович жил и работал
в стране с централизованным планированием, видел преимущества и недостат-
ки системы и стремился усовершенствовать именно ее. Однако его вклад с рас-
падом этой системы не пропадает полностью, хотя некоторые достижения нуж-
но воспринимать по-другому.

Рассмотрим прежде всего его вклад в проблему ценообразования— одну из
коренных, затрагивающую, по существу, все сферы функционирования обще-
ства. С ликвидацией громоздкой системы централизованного установления цен
их научный расчет изменил свою роль, но не потерял значения. Принципиально
важно, что Л. В. Канторович установил связь цен и общественно-необходимых
затрат труда. Он дал определение понятия оптимума, оптимального развития,
конкретизировав, в частности, что следует понимать под максимальным удовле-
творением потребностей членов общества. Из его положения о неразрывности
плана и цен вытекает зависимость общественно-необходимых затрат труда от
поставленных целей общества.

Таким образом, цели общества, оптимальный план и цены составляют одно
неразрывное целое. Им указаны конкретные условия, при которых объективно-
обусловленные оценки оптимального плана совпадают с полными (прямыми
и сопряженными) затратами труда. Определение перспектив экономики, нали-
чие гигантских «естественных монополий» заставляет сохранить для них рас-
чет по крайней мере опорных цен, согласованных и взаимно, и с интересами
других отраслей экономики.

Математические модели получили отражение в некоторых курсах полити-
ческой экономии. В работах Л. В. Канторовича исследованы многие основ-
ные проблемы экономической теории и практики хозяйствования в условиях
централизованного планирования. При этом характерно, что наряду с науч-
ным, теоретическим анализом проблемы, основывающимся на единой концеп-
ции оптимального плана и оптимальных (объективно-обусловленных) оценок,
Леонид Витальевич учитывал специфику проблемы, имеющийся опыт, делал
конкретные выводы и давал практические предложения. Эти положения и под-
ход нашли продолжение в работах многих ученых экономико-математического
направления в нашей стране и за рубежом. В определенной, хотя, к сожалению,
и небольшой, мере они уже используются и в экономической практике.

Указывая на недостатки действовавшей экономической системы, Л. В. Кан-
торович подчеркивал, что система экономических показателей должна быть еди-
ной, построена по единому принципу. В связи с этим значительную часть своих
работ в этой области Леонид Витальевич посвятил разработке и анализу конк-
ретных экономических показателей.

Положение о необходимости оценки природных ресурсов и принципы такой
оценки использованы в работах самого Леонида Витальевича и его учеников.
Особое внимание было уделено оценке земельных ресурсов и воды, учету этих
показателей в (заготовительных) ценах на сельскохозяйственную продукцию.
Предложены оригинальные подходы к их расчету (сочетание метода наимень-
ших квадратов и линейного программирования). На этой основе были даны
рекомендации по улучшению системы экономических показателей и расчетов
в сельском хозяйстве. Значение предложенных им принципов расчета в склады-
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вающейся экономической системе только возрастает. Здесь достаточно указать
на значение рентных платежей, например, при использовании невосполнимых
ресурсов.

В работах Л. В. Канторовича вскрывается сущность понятия показателя
эффективности капиталовложений, показывается его роль в экономических рас-
четах принятия решений, предлагается методика определения величины этого
нормативного показателя. Таким образом, Л. В. Канторович дал убедительное
научное обоснование необходимости применения норматива эффективности и на
основе оптимизационного подхода дал объективный путь его расчета.

В работе «Амортизационные платежи при оптимальном использовании обо-
рудования» (1965) Л. В. Канторовичем была вскрыта сущность понятия амор-
тизации. Он показал, как можно повысить эффективность использования обо-
рудования, разделив амортизационные платежи на два типа и с помощью остро-
умной математической модели указал, как определить численную величину ко-
эффициента амортизационных отчислений. Это изменение позволило сделать
немало принципиальных выводов о необходимости корректировки принятой ме-
тодики расчета амортизации.

Специальный интерес проявлял Леонид Витальевич к проблемам транспор-
та. Еще в его первых экономических работах был дан общий анализ транспорт-
ной задачи и метод потенциалов для ее решения. Этот метод широко использо-
вался на транспорте (железнодорожном, автомобильном, морском, воздушном)
и в органах централизованного снабжения для рационального прикрепления
и рациональной организации перевозок. Он безусловно сохраняет свое значение
и сейчас наряду с широко используемыми методами диспетчерского управления
и расчетами маршрутов.

В работах «Об использовании математических моделей в ценообразовании
на новую технику» (1968), «Математико-экономический анализ плановых реше-
ний и экономические условия их реализации» (1971) Л. В. Канторович иссле-
довал проблему эффективной работы транспорта с экономической точки зре-
ния, показал, каковы должны быть транспортные тарифы в зависимости от
вида транспорта, груза, расстояний и т. д. В цикле работ им рассматривались
и вопросы комплексной транспортной системы— взаимосвязь транспорта с дру-
гими отраслями народного хозяйства и распределение перевозок между видами
транспорта с учетом экономичности и в особенности энергозатрат. Эти работы
сохраняют свое значение и сейчас.

В работах Л. В. Канторовича помимо проблем народно-хозяйственного пла-
нирования рассмотрены вопросы, относящиеся к отраслевому планированию.
Наиболее простой и часто используемой является предложенная им модель, ба-
зирующаяся на транспортной задаче. На более сложные модели, в частности
производственно-транспортную, динамическую, декомпозиционную, им указа-
но в публикациях по текущему и перспективному отраслевому планированию
(«Возможности применения математических методов в вопросах производствен-
ного планирования», 1958) и др. Эти вопросы нашли отражение в исследованиях
отраслевых АСУ.

Большое внимание Леонид Витальевич уделял вопросам рационального ис-
пользования труда. В частности, по-видимому впервые, для более рациональ-
ного распределения трудовых ресурсов им было предложено введение платежей
предприятий за использование труда дифференцированных по профессиям, по-
ловозрастным признакам и территории. Он указывал также на возможности
научного, количественного подхода к социальным проблемам, вопросам совер-
шенствования сферы услуг и др. Вопросы экономического стимулирования ра-
ционального использования трудовых ресурсов остаются актуальными и сейчас.

В течение многих лет и особенно в последние годы Л. В. Канторовича ин-
тересовали проблемы эффективности технического прогресса, в частности во-
просы внедрения в производство новой техники.
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Особый интерес представляет обоснование предложения об установлении
двух уровней цен на принципиально новую продукцию в первые годы ее выпус-
ка. Важное значение имел также вывод о необходимости более высоко оценивать
вклад в национальный доход технического прогресса и науки, чем это получа-
лось по принятым тогда методам расчета («Ценообразование и технический
прогресс», 1979).

Л. В. Канторович уделял большое внимание внедрению разработанных им
методов в экономическую практику. В первую очередь в этой связи следует
отметить цикл работ, посвященных методам рационального раскроя материа-
лов, начатый Леонидом Витальевичем еще в 1939–1942 гг. В 1948–1950 годах
эти методы были внедрены на Ленинградском вагоностроительном заводе име-
ни Егорова, на Кировском заводе и распространены впоследствии на некоторых
других предприятиях. Более широкому распространению методов рациональ-
ного раскроя способствовал ряд проведенных по инициативе Л. В. Канторовича
совещаний.

С 1964 г. по предложению Леонида Витальевича проводилась большая ра-
бота по внедрению системных методов расчета оптимальной загрузки прокат-
ных станов в масштабах всей страны.

Являясь членом Государственного комитета по науке и технике, Л. В. Кан-
торович вел большую организационную работу, направленную на совершен-
ствование методов планирования и управления народным хозяйством. Он воз-
главлял Научный совет ГКНТ по использованию оптимизационных расчетов,
состоял членом многих ведомственных советов и комиссий (по ценообразованию,
транспорту и др.). Вклад Л. В. Канторовича в исследование проблемы эффек-
тивности производства и, в частности, проблемы эффективности капитальных
вложений исключительно велик.

Работы Леонида Витальевича Канторовича устремлены в будущее, откры-
вая многочисленные перспективы дальнейших исследований. Хочется верить,
что они найдут достойное продолжение в работах новых поколений ученых.
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