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С. С. КУТАТЕЛАДЗЕ 

ВАРИАНТ НЕСТАНДАРТНОГО ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Идея учета точности соблюдения критерия оптимальности при прак
тическом решении экстремальной задачи находит известное отражение 
в выпуклом е-программировании [1—-5], дающем аппарат оценок при
ближения к оптимуму по функционалу. Развитый формализм достаточно 
специфичен и в некотором смысле оказывается искусственно усложнен
ным по сравнению с обычйой теорией. В то же время он не вполне кор
релирует с бытующими приемами, основанными на поиске «практиче
ского оптимума» с помощью «практически точного» соблюдения требо
ваний дополняющей нежесткости, отвечающих классическому случаю 
е » 0 . В результате можно говорить об определенном расхождении и 
даже разрыве теоретических и практических воззрений. 

Цель настоящей статьи — указать возможный вариант ликвидации 
указанного разрыва в свете концепций нестандартного анализа [6—8]. 
В работе вводится понятие инфинитезимально оптимального решения, 
как допустимой точки, значение целевой функции в которой бесконечно 
близко к идеалу — не обязательно реализованному значению програм
мы. Таким образом, инфинитезимальный оптимум предстает в качестве 
приемлемого претендента на роль «практического» оптимума, ибо ни
какие осуществимые процедуры не в состоянии отличить его от обыч
ного — «теоретического» — оптимума. Приводятся основные формулы 
исчисления инфинитезимальных субдифференциалов, отвечающих при
веденной концейщи оптимальности. Получающиеся правила ^ля внеш¬ 

, них множеств совпадают по форме со своими классическими аналогами 
стандартного выпуклого анализа. При этом в признаках инфинитези-
мальной оптимальности действительно возникает приближенно' выпол
ненная дополняющая нежесткость. Все это позволяет считать описывае
мый вариант нестандартного выпуклого программирования по меньшей 
мере допустимым. 

§ 1. Инфшштезимальные субдифференциалы 

1.1. Пусть X—векторное пространство, Y — упорядоченное вектор
ное пространство с присоедйнейным наибольшим элементом +«>. Рас
смотрим выпуклый оператор F: Х - ^ Г и точку х из эффективного мно
жества domF : = {х e i : Fx < +00} оператора F. Для элемента « > О 
(из конуса положительных элементов Y+ пространства Y) принятым 

способом определяем г-субдифференциал F в точке х, т. е. множество 

dBF(x) : = {А ев L(Xf Y): (Ух & Х)Ах- Ах К Fx - Fx + е) , 

где L (X, Y) — пространство *линейных операторов, действующих из 
X в Y. 

1.2. Пусть в Y выделено фильтрованное по убыванию семейство Е 
положительных элементов. Считая \ Y и Е стандартными множествами, 
определим монаду \ъ(Е) соотношением ц,(Е) :== П {[0, е ] : е-ё °Е} ; Здесь, 
как обычно, °Е — множество стандартных элементов Е или стандартное 
ядро Е. Элементы ^ ( Е ) называют положительными бесконечно малыми 
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или инфинитезималъными (относительно Е ) . В дальнейшем без особых, 
оговорок подразумевается, что Y — это Х-пространство, а монада \х(Е) — 
это внешний конус над °R и, кроме того, fi(E) П'°Г = 0. (В приложе
ниях, как правило, Е — фильтр единиц в Y). Будет использоваться так
же отношение бесконечной близости между элементами Y, т. е. 

У*™Уг ^х(Е) Д Уг~У1^ | i '(E). 
1.3. Имеет место равенство 

П dEF(x)= U deF(x). 
\ 8 = К е=(1(Е) 

< ДЛЯ А е L(X, Y) последовательно выводим: 

4 е П deF{x)++ 
е=°Е 

+ * ( V s t e е е ) (V* е= X) Ах — Ах < Fx — F~x + г++ 

( V s t e е= е ) F* (А): = sup (Ac — F * ) < — + e +*• ' 
xedomF 

^ ( V s t 8 e e ) 0 < ( i ) - ( i ^ - ft) < e ~ -

* +-> F* (Л) — ( 4 z — Flc) 

U e e F ( i ) . t> 

1.4. Внешнее множество, фигурирующее в обеих частях равенства 
1.3, называют инфинитезималъным субдифференциалом F в точке х 
и обозначают через DF(x). Элементы DF(x) называют инфинитезималъ
ными субградиентами F в точке х. Специальных указаний на множе
ство Е при*этом не делают, так как вероятность недоразумений незна
чительна. 

1.5. Пусть выполнено предположение «стандартности антуража», 
т. е. параметры X, F, х — стандартные множества. Тогда стандартизация 
инфинитезималъного субдифференциала F в точке х совпадает с (ну
левым) субдифференциалом F в x,s т. е. 

*DF(x)~dF(x). 

< Для стандартного 4 s ° i (X, Г ) в силу принципа переноса вы
полнено 

А СЕ *DF(x) А & DF(x) 
( V s t e е= Е) (Ух е Х)Ах - Ах < Fx - Fx + г 

(Уг е Ё) (Уд? €= Х)Ах -Ax<Fx-Fx + s е дР(х), 
ибо inf Е = О на основании соотношения \i(E) П °Г = 0. > 

\ § 2. Основные формулы для вычисления 
инфинитезимальных субдифференциалов 

2.1. Пусть Z — стандартное К-пространство и G: Y Z ~~ возраста
ющий выпуклый оператор. Если множества XX epiG и epiFXZ нахо
дятся в общем положении, то 

• * D(GF)(x)~ U D(BF)Cx). 

Если, кроме того, параметры (за исключением, быть может, точки х) 
стандартны, то для стандартных ядер справедливо представление 

°D(GF)(x)~± U °D{BF)Cx). 
' , BG°DG(Fx) 
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< Отметим, что по условию монада р,(Е) — это'нормальная внеш
няя подполугруппа в Z, т. е. 

, е € Е ^ ( Е ) - [ 0 , e ] c z ^ ( E ) ; 
р ( Е ) + ц ( Е ) с : ^ ( Е ) . 

Учитывая это обстоятельство и привлекая как 1.3, так и правила вы
числения е-субдифференциалов, последовательно получаем 

D(GF)(x) = U ds(GF)(x) = 
e s n ( E ) 

= U I) U deUBF)(x) = 

- U U d 8 W ) ( x ) = 

= U U U dz*(BF){x)~ 

h>°>4*0 B^G(Fx) Г2>°>Е2*° 
- U U D(BF)U). 

Пусть теперь выполнено предположение о стандартности антуража 
и А е= °D(GF) (х). Тогда для некоторого бесконечно малого е будет 

(GF)* (А) = sup (Ах — GFx) < Ах — GF~x + е, 
эс= dom (GF) 

По формуле замены переменной в преобразовании Юнга с учетом прин
ципа переноса имеется стандартный оператор B^°L(Y, Z) такой, что 
В положителен, т. е. В G= °L+(Y, Z) и, кроме того, 

(GF)*(A)==(BF)*(A)+G*(B). * , 
Отсюда следует 

е > sup (Ах — В Fx) + sup (By — Gy) — Ax + GFx = 
oc=domF y s d o m G 

t = sup (Ax — Ax — (BFx — BFx)) + 
« ~ dom F 

+ sup (By — BFx — (Gy — GFx)). 
2/—domG 

Положим _ • _ 
г± : « sup (By — BF* — (Gi/ — GFx))r 

y~ dom G 

e 2 : = sup (Ax — Ax — (5ft — BFx)). 
x~: dom F 

Ясно, что 4 e= <f 2(BF)(x), т. e. 4 e ° D ( B F ) (x), и B e d E l G(F#), ; 

т. e. J5e °DG(Fx), ибо 8 i « 0 и e 2 « 0. I> 
2.2. Пусть Fu ..., F„ : X Г* — выпуклые операторы, причем n — 

стандартное натуральное число. Если Fu ..., F n «находятся в общем по
ложении, то для точки х е= domF d i П.. .П d o m F n выполнено 

D(Fl+.,.+ Fn)(x)^DFi(x)+:..+ DFn(x). 
< Доказательство состоит в применении 1.3 и правилаг е-субдиф-

ферёнцирования суммы с учетом того, что сумма стандартного числя 
бесконечно малых слагаемых вновь бесконечно мала. > 

2.3. Пусть Fu ..., Fn: X Y ' — выпуклые операторы, причем не
стандартное число. Допустим, что Ft, ..., Fn находятся в общем поло
жении, Y—это векторная решетка и х « domF 4 V . . .V Fn. Если Z-~^ 
стандартное К-пространство и A &L+(Y, Z) — положительный линейный 
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оператор, то элемент B&L(X, Z) служит инфинитезималъным субгра
диентом оператора A (F 4 V . . . V Fn) в точке х в том и только том случае, 
если совместна следующая система условий: 

4 = 1 1 4 ; 4 E L + ( 7 , Z ) ( f c = l , ; . . . r n ) ; 

S Akl tt A (F±lV • . . VFnx); В e= j g D (AkFk) (x). 

<3 Определяем операторы 

(F 1 ? . . , Fn): X -+(Y»)\ \FU .. , Fn)x : = (F 4*, . . . , Fnx); 

x : F n - ^ F ; yn):=yi V . . .V yn. . 

Тогда справедливо представление 
A(Ft V . . . V F n ) = ^ x ( F t , F n ) . 

Отсюда, учитывая 2.1 и вспоминая, что 4% — сублинейный оператор, 
выводим требуемое. > 

2.4. Пусть X'— векторное пространство, Y — некоторое ^-простран
ство и М- — слабо порядково ограниченное множество в L (X, Y). Рас
смотрим регулярный,выпуклый оператор F : = e^< t s^> 2 / r где, как обычно, 
гзФ~~~ канонический сублинейный оператор 

Wloo(st>rY)-+Y% e ^ / : = s u p / ( ^ ) ( / e ! o o ( i , T ) ) 

и аффинный оператор <s£>y для у е (.s^, i/) действует по правилу 
<М>ух (s&>X +у; <s£>x: A s&r+Ах. 

2.5. Если- G: F - > Z ' — возрастающий выпуклый оператор, действу
ющий в стандартное К-пространство причем в образе F(X) имеется 
алгебраически внутренняя точка dom G, а элемент х из X таков, что 
Fx ^domG, то справедливо представление (ср. [2]) 

D(GF)(x)~ 

= {B(ay.Bbstf=DG(F~x)\ В > 0 ; BA^Fxtt В<&уух]. 

< Если C^D(GF) (х), то по 1.3 С е= de(GF) (х) при некотором е « 0. 
Остается привлечь соответствующее правило е-субдифференцирования. 
Если же В ^ 0, е DG(Fx) и B^aFx tt В^^УуХ^ то для неко
торого е « 0 будет, конечно же, В Д ^ ^ deG(Fx). Положим, кроме то
го, б:== B&^Fx — B(s&}yX. Тогда 8>0 и . 6 « 0 по условию. Значит, 
ВШУ е de+6(GF) (х). Остается заметить, что б + е « 0. > 

2.6| Пусть в условиях 2.5 отображение, G — это сублинейный опе
ратор Магарам. Тогда 

D(GF)(x)^ U U Td6F(x)« 

<1 В силу 2.1 можно считать, что G : = Г. Если для всякого ж е ! 
выполнено _ С# — Cx^Fx-Fx + b и Г6 « 0, то ' -бесспорно ТС е= 
<== dT6(TF) (x)cz D(TF) (х). Для завершения доказательства возьмем 
В€= D(TF) (х). Согласно 1.3 имеется бесконечно малое е такое, что B e 
^ dB(TF) (х). Привлекая соответствующее правило е-субдифференциро
вания из [9], найдем 6 ^ 0 и С^дбР(х) такие, что Т8 ^ е и В — ГС. 
Это и требовалось. £> 
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1 . " " 

2.7. Пусть 3 — некоторое множество и ( F 5 ) S e S — равномерно регу
лярное семейство выпуклых операторов. Справедливы представления 

D(О-2 Fi) (#) = U о-2 O^F^xy, 
\ | е з ; бег^а/Г) | е з 

D fsupF^ (sj = U /о - 2 4dMF^ {xh 0 < a , < l y , 
l i e s / l | е з I 

o- 2 «g = * Y \ O- 2 4 F l ~ s t l P F l °- S a & s © ^ ° i -
l e a • l e a l e a Is a J 

0 Доказательство немедленно вытекает из 2.6 с учетом резуль
татов [9]. > 

ч 2.8. Полезно отметить, что формулы 2.2—2.7 допускают уточнения, 
аналогичные имеющемуся в 2.1 в случае стандартности антуража (в ко
торый, быть может, не включена точка х). Подчеркнем также, что по 
приведенным образцам выводится полный спектр всевозможных формул 
субдифференциального исчисления (свертки, лебеговы множества 
и т. п . ) . . 

\ • • 

, § 3. Инфиннтезимальные субдифференциалы в обобщенных точках 1 

3.1. Пусть, как и выше, F: X т> У —, выпуклый оператор, действу
ющий в стандартное ^-пространство Y и $6 :=<§?(•) — обобщенная точ
ка в dom F, т. е. сеть элементов dom F. Говорят, что оператор А е= 
e £ ( Z , Y) —это инфинитезимальный субградиент F в обобщенной точ
ке 35\ если для1 некоторого бесконечно малого положительного е вы
полнено / 

F* (А) < lim inf (AS? - FSe) + е. 

Таким образом, в предположении стандартности антуража инфинитези
мальный субградиент — это* обычный опорный оператор в обобщенной 
точке [10, 11]. Условимся обозначать символом DF(S6) совокупность 
всех инфинщезимальных субградиентов F в $в. Это множество по по
нятным причинам называют инфинитезимальным субдифференциалом 
F в ЗБ. 

Сделаем выводы для двух основных правил субдифференцирования 
в обобщенной точке, представляющие интерес в связи с тем, что точ
ные формулы для соответствующих е-субдифференциалов неизвестны. 

3.2. Пусть FU . . . , F n ~— стандартный набор выпуклых операторов в 
общем положении и обобщенная точка S6 лежит в dom 7^ П.. .Л domF n . 
Тогда 

D(FT+...+ Fn) (Se) - DF, (#?) +...+ DFn (%). 

< Пусть Ak e DFh(SS) ддя k f = 1, . . . , n, т. e. 

Ft (Ah) < lim inf (AJS - FH%) + BH 

при подходящих бесконечно малых е 4, . . . ? е п . При этом 

(F + . . . + J p n ) * ( ^ + , . . + 4 ) < 2 РЦАнЖ 

< 2 ( И т i n f (Ah% - FhS6) + е й ) < 

п n, 

< lim inf 2 — РКШ) + 2 e f t , • 

в силу обычных свойств "преобразования Юнга щ нижнего предела. Оста
ется заметить, что 8 i + . . . + 8 n « 0 , и сделать вывод о справедливости 
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включения для множеств, рассматриваемых в интересующем нас 
равенстве. . 

Для проверки противоположного включения, сведя дело Я п = 2, 
возьмем А <= D(F 4 + F2) (36). Тогда при некоторых е ~ 0 и Аи А2 та¬ 
ких, что Ai + А2 = Д, будет Л 

( J F 1 + F 2 ) * ( 4 ) = F* 1 (A) + ^ * K ) . 

F\ (AT) + F* ( 4 2 ) — lim inf — (Fv+ F2) (Зв)) < e. 

Положим по определению 

6 r : = F\ (AX) — lim inf (AJB — F-ffi), 

6 2 : = F*2 {A2) - lim inf (A2% - F 2 $?) . 

Видно, что при & : = 1, 2 выполнено \ 

О < sup (Akx — Fhx) — lim s u p ^ s ^ — FHSS) < 6 f e. ' 

Значит, остается убедиться в бесконечной малости 6 t и б 2 . Имеем 
6, + б 2 < 

< е + lim inf (ЛЯ? — (Fl + F,) (Ж)) — 2 Hm inf ( A ^ — < 
fe=i 

< (s + lim sup (Aje — FJg) — lim Ы\АХ% — FJB))^ 

Л (e +" lim sup (A2SS — F2Se) — lim inf (AJP — < 

< (e + F* (AX) - lim inf (AJB - FJB)) Д 

Л (е + F*2 (Л 2) - lim inf ( Л 2 ^ - F%%)) = 8 + 6 ^ 8 5 . 
Отсюда 0 < (j t V 6 2 < e, что и завершает доказательство. > ' . 

3.3. Пусть Z — стандартное К-пространст-во и G: Y Z' — возра
стающий выпуклый оператор. Если множества X X epi G и epiFXZ 
находятся в общем положении, то для обобщенной точки SB в doru(GF) 

D(GF)(3B)=* U D(BF)(S6). 
B<=DG(F%) 

< Если известно, что 
(BF)*(A)^limmi(A% -BFSBy+t,; 

G* (В)< lim inf (BF% — GFS5) + e 2 

для некоторых бесконечно малых et и е 2, то 
(GF)*(A)<(BF)*(A) + G*(B)*i 

lim inf (А9В - BFSB) + e 4 + lim inf (BFSe - GFSB.) + e 2 < 
^ lim inf (ASe - GFW) + e 4 + e 2 . 

Следовательно, .4 e Z)(&F) (Я?) и правая часть анализируемой формулы 
символизирует множество, входящее в ее левую часть. 

Для завершения доказательства возьмем А е= D(GF) (SB). Тогда 
найдутся бесконечно малое е и оператор В такие, что 

(GF)*(A) = (BF)*(A)+G*(B)< lim inf (ЛЯ? г- GF8B)+ е. 
Положим \ 

^:=(BF)*(A)-limini(Aa?-BF&), .. 
•' б 2 :-G*{B)~1imm(BF&-GF%). 

Считывая свойства верхних и нижних пределов, выводим, во-первых, 
-в, > (BF) * (А) - lim sup (А% BFS6) > О, 

i 6t>G*(B)-1imswp(BF# -GF&)>0 
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\ 

и, во-вторых, 
61 + 6 * # < 

< lim inf (AS6 - GF&)+ e - lim inf (Am - BFW) -
-\immi(BFge -GF^)< 

< (lim sup (ASP - BFge) — lim inf (Age — BF SB) + e) Д 
Д (Hm sup (BF\SS — GFSe) - lim inf (BF% - G F ^ ) + e)< Ь} /\82 + e,; 

ибо справедливы очевидные неравенства 

lim sup (BF% - GFge)< G* (B); 
lim sup(Age - BF%) < . ( B F ) * ( 4 ) . 

Таким образом, 0 < 6i'V 6 2 < 8 и б 4 « 0, б 2 « 0. Это означает, что В ез 
^DG(Fge) я A^D(BF)(ge). > . 

§ 4. Признаки инфинитезимальных решений 

4.1. Точку х е= dom F называют инфинитезимальным решением 
безусловной программы Fx inf,, гДе ,F: X -> F , если 0^DF(x), т. е. 
если х допустимо и Fx « i n f {Fx: х е X } . Естественным образом пони
мают инфинитезимальное решение произвольной программы. 

4.2. 2? стандартной безусловной программе Fx inf имеется инфи
нитезимальное решение в том и только том случае, если, во-первых, 
образ F(X) ограничен снизу и, во-вторых, существует стандартное обоб
щенное решение (хг)еевЕ рассматриваемой программы,- т, е. xt^AomF 
и у ^Fxu<y + е для всех е е Е, где у : = inf F(X) — значение про¬ 
граммы. , 

< В силу принципов идеализации и переноса с учетом 1.3 выводим (3£ G X ) 0 E D F ( X ) (Я* щ X) (Vste е Е)0 е= deF(x) 
^ ( Vst п п Е о сЕ)(ЗжеХ) (Ve е Е 0>0 -е d*F(*) ^ 

(̂VsteeE)(3 êGl)0e№(a:£)̂  
^ (Ve е Е) (Яж, е X ) (Уж Е X)Fa; > Fa;. - е. > 

4.3. Рассмотрим регулярную выпуклую программу 
Gx^O, Fx-^Ы. 

Таким образом, G, F: X-+Y (для простоты dom F = dom G = X), при 
каждом х е= X либо Gx ^ 0, либо Gx ^ 0, и, кроме того, для некоторого 
х0

 е X элемент —Gx0 — это единица в Г. 
4.4. В случае стандартного антуража допустимая внутренняя точ

ка х является инфинитезимальным решением рассматриваемой регуляр
ной программы в том и только том случае, если совместна следующая 
система условий: 

а, р •€= °[0„ 1у], а + 0 = lr„ ker а = 0; 
$Gx&0,0€zD(aF)(x)±D($G)(x). 

< При совместности рассматриваемой системы для допустимого 
х при некоторых бесконечно малых e t и е 2 будет 

aFx < aFx + $Gx- $Gx + еА + e2 ̂  aFx + в 
для. каждого стандартного 8 е= °Е. В частности, a(Fx — Рх)^ав при 

< е е= °Е, ибо а— это стандартное отображение. В силу условия ker а = 0 
и общих свойств мультипликаторов видим, что х — инфинитезимальное 
решение/ 

Пусть у : = inf {Fx: х е X, Gx< 0) — значение рассматриваемой 
программы. По условию и в силу принципа переноса у стандартный 
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элемент. Значит, вновь привлекая принцип переноса, по теореме о век
торном минимаксе найдем стандартные мультипликаторы а, § е= °[0, 1 г] 
такие, что 

а +j3 = l r ; 

О = in f (а (Fx — у) + §Gx). 
х~Х 

Обычным рассуждением [2] проверяется, что kera = 0. Кроме того, 
поскольку х является инфинитезимально оптимальным решением, для 
некоторого бесконечно малого е будет Fx — у = е. Следовательно, при 
любом х X. справедливы оценки 

—ae ^ aFx — aFx + $Gx. 

В частности, 0 > $Gx > —ae > —е, т. е. $Gx ~ 0 и 

О ев (aF + §G) (х) cz D{aF + pG) {х)% 

ибо ae + $Gx » 0. t> 
4.5. Рассмотрим регулярную в смысле Слейтера программу 

Ах —Ах, Gx ^ 0, Fx-Mnf, 

т. е., во-первых, 4 G L ( I , Ж) — линейный оператор со значениями в не
котором векторном пространстве X, отображения G: X-+Z и 
F: X F — выпуклые операторы (для удобства dom F = dom G = X ) , 
во-вторых, Z—архимедово упорядоченное векторное пространство, Y — 
это стандартное Ж-пространс^во ограниченных элементов и, наконец, 
в-третьих, для некоторой допустимой точки х0 элемент — Gx 0 является 
сильной единицей в Z. 

4.6. Допустимая точка х является инфинитезимальным решением 
регулярной вф смысле Слейтера программы в том'и только том случае, 
если совместна следующая система условий: 

T e L + ( Z , Г ) , це=£(Ж, у ) ; T Gx ~ 0 ; 

0^DF{X) + D^G)(X)+\KA. 

< При совместности рассматриваемой системы для всякой допу
стимой точки х и некоторых бесконечно малых 8 i и 8 2 будет 

Fx <Fx + 8 i + "(Gx — yGx + e 2 — \i(Ax)+ \i(Ax)^ 
^ Fx + 8 i + e 2 + "{Gx < Fx + e 

при любом стандартном 8 e °E. > 
Если x — инфинитезимальное решение, то оно и е-решение для 

подходящего бесконечно малого е. ̂  Остается привлечь соответствующий 
критерий е-оптимальности. > 

4.7. Допустимая точка х называется инфинитезимально оптимальной 
по Парето, если х является е-оптимальной по Парето для какого-нибудь 
бесконечно малого 8 (относительно сильной единицы l Y в У ) . 

4.8. Пусть точка х инфинитезимально оптимальна по Парето в ре
гулярной в смысле Слейтера программе. Тогда при некоторых линейных 
функционалах a, f$, ^ на пространствах F, Z и Ж соответственно совме
стна следующая система условий: 

а > 0 , $>0, p G x « 0 ; 
0e3D(aF)(x) + D($G)(x)+tA. 

Если, в свою очередь, приведенные соотношения выполнены для неко
торой допустимой точки х, причем а(1у)= 1 и ker а П Y+ = 0, то х слу
жит инфинитезимально оптимальным по Парето решением рассматри
ваемой программы. 
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< Первая часть доказываемого утверждения вытекает из обычного 
признака е-оптимальности по Парето с учетом отмеченных ранее свойств 
бесконечно малых. Если же выполнена гипотеза второй части интересу
ющего нас предложения, то, привлекая определения, для любого до
пустимого х^Х выводим 

' 0 < a(Fz-Fx)+ §Gx- §Gx + e, + e 2 < a(Fx-Fx)+ e 4 + e 2 - §Gx 

при подходящих бесконечно малых е 4, е 2 . Положим е : = ei + е 2 — §Gx. 
Ясно, что е ~ 0 и, кроме того, е > 0. Если теперь для допустимого х 
верно Fx — Fx < — e l r , то имеем равенство a(Fx — Fx) = e. Иными сло
вами,, a(Fxi — Fx — e l r ) = 0 и Fx — Fx = e l y . Последнее как раз и озна
чает, что х — это е-оптимальное по Парето решение. > 

4.9. По описанному образцу можно получить признаки инфинитези-
мальных решений и в других основных формах задач выпуклого про
граммирования, например, вывести нестандартные аналоги теоремы о 
характеристике естественным образом определяемых инфинитезимально 
оптимальных траекторий в конечно-шаговых терминальных динамиче
ских задачах (ср. [4 ] ) . 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Кутателадзе С. С. Выпуклое ^программирование.— Докл. А Н СССР, 1979, т. 245, 
№ 5, с, 1048—1050. ) 

2 . Кутателадзе С. С. е-субдифференциалы и е-оптимальность.— Сиб. мат. журн., 
1980, т. 21, № 1, с. 120—130. 

3. Hiriat-Urruty J-В. e-subdifferential calculus.— In: Convex analysis and optimiza
tion. Boston — London — Melbourne: Pitman, 1982, p. 43—92. 

4. Кусраев А. Г., Кутателадзе & С. Локальный выпуклый анализ.—В кн.: Совре
менные проблемы математики. Т. 19. М.: ВИНИТИ, 1982, с. 155—206. 

5. Кусраев А. Г., Кутателадзе С. С. Субдифференциалы и их применения.— Ново
сибирск: НГУ, 1985. 

6. Robinson A. Non-standard analysis. Amsterdam — London: North Holland, 1970. 
7. Девис M. Прикладной нестандартный анализ.— M.: Мир, 1980. 
8. Nelson Е. Internal set theory. A new approach to nonstandard analysis.— Bull. 

Amer. Math. Soc, 1977, v. 86, N 6, p. 1165—1196. 
9. Кусраев А. Г. Абстрактное дезинтегрирование в пространствах Канторовича.— 

Сиб. мат. журн., 1984, т. 25, № 5, с. 79—89. 
10. Гольштейн Е. Г. Теория двойственности в математическом программировании 

и ее приложения.— М*.: Наука, 1971. 
.11. Левин В. Л. Выпуклый анализ в пространствах измеримых функций и его при

менение в математике и экономике.— М.: Наука, 1985. 

г. Новосибирск Статья поступила 
4 июля 1985 г. 


