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���F�� ��H�6� G.���H���C ��@�������������F� ������� ! ��0
���������D ��G.�.6��6B � �. F�B -��!���>�6B �-K�!��� ������0
�6 �� Q���!.�����R ������.������ G�������B� ��>� ���� � G���0
!� !���>����.�6B ��� !���>�6B �-K�!���1 � ��A ��� ���A @�.��
-��!���>�� -���!�B ! ��B���6�� �����F�C � B�.�I� �������6��
��!���J�����6�� �B����� ���.�� G.�-��H���A G���!��6����1 >��
!���>����� � ��!�B �� >�CB G��.�� ������ �!� ����6� -��!���>��
-���I�� ����>��6�

�.��� ���6B !����. !J�A ��!�F� .��� � G�.� D �>�.��� ���� 0
�� �������� ��������.��6� �-���>!�1 �������6� �D!���- .F��1 �
��.61 �������6� �M�-�� � ���CE�� ��G�.� �F� ��C� Ǳ�.��C G�����C0
�� ������.����� -��!���>����.�6� -���B��6 G.���.������ � G���0
E�D F�G�.!���>����.�6B G.���.������ ���.�C , G.���.������ ��
�>����0���������A ��.�A � G���E�D ��. �� F�G�.!���>�6B ���H�0
����B� �6 �-K����C�� P�� ���� ��.����� QF�G�.G.�-��H����R�

� P��A F���� .������.��6 !����. !J�� ��������.���A �-���>0
!� � ��.6 �M�-�1 � ��!H� �B G.���H���C ! �� >���D ���!.����F�
G.�-��H���C � -���B��6B G.���.������B � G���.����D F�G�.G.�0
-��H���A ����F.����6B � G���������F.����6B �G�.���.���

�� G.��CH���� ���A F���6 �6 .�-����� � .��!�B !�����>��!�A
��� ��H� .���!�����A  �������! ��@�������������F� �������1 G�0
�!���! ��G���� ��6� ���� !����. !J�� >���� �G�.�. D� �� �����
��G��� !����.���!�B ���H����1 ���� G�6B ��@�������������� 
������ � S�� G��.�� ������1 � >��������1 ���-B�������� ���!���!�
 �CH��C�� C�6! ����H���C G.�����!�A QF�G�.R1 ��.������F�>��!�
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.����>�C F�G�.!���>�6� � !���>�6� ���H�����1 F�G�.!���>����.0
�6� � !���>����.�6� G.���.������ � �� G� T������� ���H�� ������0
���� G.��J�G����� D ����-�H����� ��A ��� ���A @�.�6 Q�� C�60
>�CR G.� ��G���������� �D-�A ��  �������! ��@�������������F�
��������

�� �F���.���C P��F� ���-�1 �6 �-6>�� �6-�.��� �������>��
G.������������6A ��C ��I�B � H� ��������.��6A  ����.� � ���
�F� @.�F���� , G��B��CE D � G�.��. !� . � ���F�� ��H�� �>�0
����1 >�� � �6-.����A � G�.��. !� .� �6G���C���C � H��C @�.��
G.��J�G� ���6E���C ��� H� κ0���6E���C� ���F�� �6 - ��� ��0
G��������� � G.��J�G ��G.���������� � ������A @�.�� , G.��J�G
��������J�� �������� 5��� =�%�"<=�%�$$7� ���� �� G��>�.!� ��1 >��
G���-��C ���-��� ��A����A ����.I���� ��!���� � G.�������C�� ��0
-�A �-6>� D Q��������.�� DR G.�!��! �

&�-� �����������<� �*���5!"

� P��� G�.�F.�@� �G�I�� ��H� D !����. !J�D ��@�������0
������F� �������1 G��������� !���.�A �������.�. ���C �� G.��C0
H���� ���A �����I�A�C >���� !��F��

&�-�-� Ǳ ��� E , �� �.����� ��!��.��� G.���.������ ��� ∗F1
F�� F , �������� ���� �!��C.��1 �� �� ���� �� >�����6B G���A R ���
C� ��!�� �-.����1 �����6 ��� �� �.����� �G�.�J�� ' / E × E → E
� · / ∗F × E → E1  ��������.CDE�� �-6>�6� �!������ ��!��.��0
F� G.���.������� Ǳ��!���! F ⊂ ∗F1 �� �� �.����� ��!��.��� G.�0
��.������ E - ��� ��!H� � ��!��.�6� G.���.������� ��� F1 �� ��
���I��� ��!��.�6� G.���.�������1 !���.��1 ����!�1 �� - ��� ��
��.��.�����6�1 �� F���-�.���6�1 ��H� ���� E C��C���C ��!��6�
!�! �� �.����� G.���.������� ��� �� ����� � !�H�6� �� �.�����
��.��.�����6� 5G.��F���-�.���6�7 G.���.������� ��C���� ��!���0
.�� ���I��� -���B��� 5F���-�.����7 G.���.�������

Ǳ ��� 5E, ‖ · ‖7 , �� �.����� ��.��.������� G.���.������ ���
∗
F� ��! �-6>��1 P������ x ∈ E ���6��D� �������� 5������������0
�� ���
������ �����71 ���� ‖x‖ , ���� G��� 5-��!���>�� �����7
>�����

Ǳ ��� UVW5E7 � μ5E7 , P�� ���I��� ���H����� ��������������
���B ���� G�6B � ���B -��!���>�� ���6B P�������� G.���.������ E�
�-����>���� μ5E7 ��F��� ���C � G.��C��A � F���� 4 �������!�A1 ��!
!�! μ5E7 ���G����� � ������A � �C � E�
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����1 >�� UVW5E7 , 5���I���7 ��!��.��� G.���.������ ��� G����
F1 � μ5E7 , �F� G��G.���.������� �-����>�� �������� E� @�!��.0
G.���.������ UVW5E7/μ5E7� �� E� ����C� ��.� @�.� ��A

‖πx‖ /X ‖x�‖ /X YV5‖x‖7 ∈ F 5x ∈ UVW5E77,

F�� π /X 5·7� / UVW5E7→ E� , !�����>��!�A @�!��.0F�����.@����
Ǳ.� P��� 5E�, ‖ · ‖7 , ���I��� ��.��.������� G.���.������1

���� ���� ������������� ������
�� E� 
��� G.���.������ 5E, ‖·‖7
������.���1 �� ��������.���A �-���>!�A E ���6��D� 5∗E7��

	�C !�H��F� x ∈ E P������ π5∗x7 X 5∗x7� ����.H���C � 5∗E7�1
G.�>�� ‖x‖ X ‖5∗x7�‖� ��!�� �-.����1 ���-.�H���� x �→ 5∗x7� �� 0
E�����C�� ������.�>��!�� ���H���� E � 5∗E7�� �-6>�� �>���D�1
>�� E ⊂ 5∗E7��

Ǳ.��G���H�� ��G�.�1 >�� E � F , �� �.����� ��.��.�����6�
G.���.������ � T / E → F , �� �.����A �F.���>���6A ����A�6A
�G�.���.� T������� ���H�����

c5T 7 /X {C ∈ ∗R / 5∀x ∈ E7‖Tx‖ ≤ C‖x‖}
C��C���C �� �.����� � �F.���>���6�� ��! ��������1 ‖T ‖ /X 3Z[ c5T 7�


��� ‖T ‖, ���� G��� >����1 �� �� !�����>��!�F� ��.�������F�
��.�������� ‖Tx‖ ≤ ‖T ‖ ‖x‖1 �G.��������F� ��C ���B x ∈ E1 �����1
>�� T 5UVW5E77 ⊂ UVW5F 7 � T 5μ5E77 ⊂ μ5F 7� �������������1 !�..�!���
�G.������� ���H���� T �� @�!��.0G.���.������ , ���I��A �G�.�0
��. T� / E� → F�1 ��A��� DE�A G� G.���� 

T�πx /X πTx 5x ∈ E7.
�G�.���. T� ������ 5��� F7 � �F.���>��1 G.�>�� ‖T�‖ X YV5‖T ‖7�

���������� ���6���� T� ������������� ������
�� T �

&�-��� �������� Ǳ���
����� E� �
�
���� ��� 	
����� �����
������ ��� ����
������ ������� ��!���
����� ����
����
 E�

� ������ ���� DE�� �-����>���C ��C ��!.6��F� � ���!� ��F�
I�.�� � J���.�� � a � .��� �� ε/ ���� X , ��.��.������� G.�0
��.������1 x ∈ X � ε > #1 ��

◦
BX5a, ε7 /X

◦
Bε5a7 /X {x ∈ X / ‖x− a‖ < $},

BX5a, ε7 /X Bε5a7 /X {x ∈ X / ‖x− a‖ ≤ $}.
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���G���� ���C G.��J�G�� ���H���6B I�.�� � !�>����� !.���0
.�C G�����6� �������.�� G����������������� ���H���6B I�.��
BE�5x�n , rn71 F�� xn ∈ E � rn ∈ R ��C !�H��F� n ∈ N1 G.�>��
U3\n→∞ rn X #� ��H�� �>�����1 >�� 5rn7  -6����� �������.�� ���0
H��� D G����������������� �� �.����B ���!� �6B I�.�� BE5xn,
rn ' rn/"n��7 � E� � ��� G.��J�G� ���6E���C � E���� �� P������
x ∈ E1 ����.H�E�A�C � !�H��� �� P��B I�.��� S������ x� , �-E�C
��>!� ���B I�.�� BE�5x�n , rn7 ��C n ∈ N� �

&�-�0� 
��� �� �.���CC .����.����� �� �.����F� ��.��.����0
��F� G.���.������ E !���>��1 �� G.���.������ E ���6��D� ������

�������������

� ������AI�� ���-���I�� ��������  ���C���C �� �.����� F�0
G�.!���>����.�6� G.���.�������1 G�P��� ����� G��.�-��� ������0
�����C �� ��!���.6B �����CB �����F� �G.�������C�

Ǳ.�H�� ���F� ���-B�����  ��>����1 >�� ��!�� � ��� F�G�.!�0
��>��F� ���H����� P�������� ����A��F� G.���.������� 	�C P��F�
��G�I�� �G.�������� !���>��A � ��6 � ���� @�.� �6 � G.������
! ��A G.��J�G G�.������ 
��� f , G����������������� � E 5�� ��
f / N → E71 �� >����>�6� � ��6 g5n7 .C��

∑∞
k�� f5k7 �G.����CD��C

.�! .���A/

9]^5f7 ∧ 9]^5g7 ∧ f5#7 X g5#7 ∧ 5∀k ∈ N75g5k ' $7 X g5k7 ' f5k ' $77,

F�� 9]^5g7 , ��!.�E����C ��G��� �6�!��6����C Qg , G��������0
���������R� �-����>�� ��!.�E���� �������� _5f, g7 G.������� D
�6I� @�.� � � ��E����� ���H�����M - ��� �-����>��� ��������
|M |1 � !���>�6A !�.����� 5X ��� .������ >����7 k ���H������� �
���H������ {#, $, . . . , k − $}�

���!1 G ��� E , �� �.����� ��!��.��� G.���.������ 5��� �� �0
.���CC �-����� F. GG�71 Y , F�G�.!���>��� G�����H����� E� `�0
@�!��. �� !�! D0��- �� -��!J�D f / {#, . . . , |Y | − $} → Y � G.�0
���H�� f �� �� �.����A G����������������� f / ∗N → Y 1 �>���C f
� ��� G.� n > |Y | − $� �G.������ G����������������� g / ∗N → E
@�.� ��A _5f, g7� � ��� G.��J�G� G�.����� g5|Y | − $7 �� �������
�� �6-�.� �� �.����A -��!J�� f 1 ����� -6��1 !�..�!��� ���� DE��
�G.��������/

∑
x∈Y x /X g5|Y | − $7� � ������������ � G.��J�G�� G�0

.����� G���.�����C ��!�� �-.���� � ��� F�G�.!���>��F� ���H�����
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�-������ ����� ���A������ �-6>��A !���>��A � ��6� ��G.���.1
���� {Ym / m < ν} , �� �.����� F�G�.!���>��� ����A���� G�����0
H���� Y 1 !���.�� C��C���C .��-������ Y 1 ��

∑

x∈Y
x X

ν−�∑

k��

∑

x∈Yk

x.

��G�.� ��F!� �G.������� �� �.����� F�G�.!���>����.��� ��0
��A��� G.���.������� Ǳ ��� E , �� �.����� ����A��� G.���.��0
����� �� �.����� F�G�.!���>��� ���H����� {e�, . . . , e�}1 F�� a ∈ ∗N1
���6�����C -������ � E1 ���� ��C �D-�F� x ∈ X � E���� �� ����0
�������� �� �.����� F�G�.!���>��� ���H����� {x�, . . . , x�} � ∗F1 ��0
!��1 >�� x X

∑�
k�� xkek� Ǳ.���.������1 ���DE�� F�G�.!���>�6A -�0

���1 � - ��� �����
������������� � �� �.���CC ��E����� P��F� -�0
���� �� H��  ���������! ����������"# G.���.������ E� �-����0
>�� �� �.���DD .����.����� E �������� W3\5E71 �� �� W3\5E7 /X a�

� ��� G.��J�G� G�.����� ��� ���A���� !���>����.�6B G.�0
��.����� � �B !���>�6B -������ ��B.����6 ��C F�G�.!���>����.�6B
G.���.����� � �B F�G�.!���>�6B -������� ��G.���.1 W3\5E7 X a
��F�� � ����!� ��F��1 !�F�� � E���� �� �� �.���� ����A�� ������0
����� F�G�.!���>��� G�����H����� Y � E1 ���DE�� �� �.���DD
��E����� a1 � �D-�� F�G�.!���>��� ���H�����1 ���DE�� �� �.��0
�DD ��E����� a ' $1 C��C���C �� �.���� ����A�� �������6�� Ǳ.�
P��� �� �.����� F�G�.!���>��� ���H����� {y�, . . . , yν} ���6�����C
�������� ������� ������������ ����

∑ν
j�� λjyj �X # ��C �D-�A

�� �.����A !���>��A G����������������� {λ�, . . . , λν}1 � !���.�A B�0
�C -6 ���� P������ ����>�� �� � �C�

`������1 >�� ���� ���H����� {y�, . . . , yν} �� �.���� ����A��
����������1 �� ��� ����A�� ���������� � � ���I��A ��>!� �.���C�
� ����� ����1 �F� ���I�CC ����A��C ����������� ����>��� ����A0
� D ����������� ��� F !�H��F� �F� ������.���0!���>��F� G�����0
H�����1 !���.�C C��C���C ����A��A �����������D � � �� �.����A
��>!� �.���C1 G��!���! ������.���0!���>��� ���H����� C��C���C
�� �.�����1 � F ⊂ ∗F�

� �. F�A ���.��61 �� �.���� ����A�� ��������� ���H����� ��0
H�� � �� -6�� ����A�� �������6� � ���I��A ��>!� �.���C� ��G.�0
��.1 ���� x ∈ E1 x �X #1 α ∈ ∗F− F1 �� {x, αx} , �� �.���� ����A��
��������� ���H�����1 �� ��� ����A�� ���������� ���I��1 ��! !�!
α /∈ F�
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� ������AI��1 F���.C � �� �.����B ����A�6B G.���.������B1
�6 ���F�� - ��� ����� � ��� �� �.����� ����A� D ����������� �
�������������1 �� �.����A -����1 �� �.���DD .����.����� � �� G�
Ǳ�P��� ���� G.���F�������� Q�� �.����AR >���� - ��� �G �!����C�

&�-�.� ���-���� ��G�>�6A G.���. F�G�.!���>����.��F� G.�0
��.������ , P�� G.���.������ 5∗C7T 1 ������������ �� ��������H�6B
�� �.����B ���-.�H���A x / T → ∗

C ��!���.�F� F�G�.!���>��F�
���H����� T � G��� F�G�.!��G��!��6B >���� ∗C� �� �����!�DE��
��!��.��� G.���.������ ��H�� .������.��� �� �.���DD ��.� 

‖x‖p /X
(

∑

t∈T
|x5t7|p

)�/p

5x ∈ 5∗C7T 7,

F�� p ∈ ∗R1 $ ≤ p� S�� G.���.������ �-����>����C �������� lp5T 7
��� H� lp5n71 F�� n , >���� P�������� ���H����� T �

��H�� .������.��� �� �.����� �!��C.��� G.����������

〈x, y〉 /X
∑

t∈T
x5t7y5t7.

���������� DE�C F���-�.���� ��.�� P������� x G.� P��� ���G�����
� ‖x‖�1 G.�>�� ����!� p X " � �-����>���� ��.�6 >���� �G �!����C�

� �� �.����A ��>!� �.���C ��� P�� ��.�6 �� 5∗C7T � ��� G.��0
J�G� G�.����� P!���������61 �� �� 5∃C�, C� > #75∀x75C�‖x‖p� ≤
‖x‖p� ≤ C�‖x‖p�7� ����!� C�, C� ∈ ∗R1 �� ��1 � >��������1 P�� !��0
�����6 ��F � -6�� -��!���>�� ���6�� ��� -��!���>�� -���I����

��G�����1 >�� ���� E , ��!���.�� ��.��.������� G.���.��0
���� 5��C �G.�����������1 ��� G���� C71 �� E G.��C�� .������.�0
���� !�! ��G���F�>��!�� G.���.������1 � !���.�� @����. �!.�����0
���A G.���������A ��>!� x ����� ���

τE5x7 /X bU{Bε5x7 / ε ∈ R�}.

Ǳ.� P��� ∗E , �� �.����� ��.��.������� G.���.������ ��� ∗C �
@����. �!.��������A G.���������A ��>!� y �� ∗E ����� ���

τ∗E5y7 /X bU{Bε5y7 / ε ∈ ∗R�}.
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�-6>�� � P��B �� >�CB � �-����>���CB �G�.�J�A ���H���C �  ���0
H���C �� �!��C.61 � ��!H� ��.�6 � �!��C.��F� G.���������C ���!
∗ �G �!����C�

Ǳ.���.������ lp5n7 C��C���C -���B���A .�I��!�A� �������1
G�����6 .���1 >�� ���� E , �� �.���CC ��.��.������C .�I��!�1
�� E� �-������ �����������A ��. !� .�A G�.C�!�1 ��� J�.������A
@�!��.0F�����.@����� x �→ x�� ������1 G���H������6A !�� � �
E� ����� ��� E� /X {x� / # ≤ x ∈ UVW5E7}� ����� ��F�1 �G.��������
���� DE��  ���.H������

����
��
��
� ������	
 E� ��������� ��!���
���� �"���
	� E ����� �
�
����� �"��	�� � ��	���#�
���� o���������� ���
!��� $���� ����% ���	
� ���
��
&'
� � ��
������
� �� ��!�
��������
��������� � E� �������� ����	��� ��
���������


��� p � n , ���� G�6� >����1 �� lp5n7� , -���B��� .�I��0
!�1 ������$��	 lq5n71 F�� q /X YV5p71 �� �� G�.C�!��� �����.@��C
� ����A�� ������.�>��C G�������� G.���.����� 1 ��� *�$�%� 
���
��G �����1 >�� p, -��!���>�� -���I�� >����1 �� n G�0G.�H��� ��0
�� G��1 �� G.���.������ lp5n7� �����.@�� l∞5n7� ��H�� G�!�����
��!H�1 >�� ��C -��!���>�� -���I�F� n � ���� G��F� p ≥ $ G.���.��0
���� lp5n7 �����.@�� Lq5μ7 ��C ��!���.�A ��.6 μ� � �� >��1 !�F��
�-� >���� n � p ≥ $ -��!���>�� -���I��1 lp5n7 �����.@�� L∞5μ7�

&�-�/� �������� (��� E ) ��������� 	������!���� ��!��
��
���� ����
����� � n /X W3\5E7 ) ��
��
���� �����% �� ���
��������� 
������� W3\5E�7 X n� * �������! ����
� E� �� ���
�

�������

� Ǳ�!�H�� ���>���1 >�� ���� E� ��G�.�-�����1 �� ��� !���>��0
��.��� 	�C A ⊂ E �-����>�� A� /X {e� / e ∈ A} ⊂ E�� Ǳ��������
�-����>���� ��G���� ���C !�! ��C ���I��B1 ��! � ��C �� �.����B
G�����H���� E� �������C >�.�� BX �-����>��� ��������� ��� �
��.��.������� G.���.������ X 1 �� �� BX /X {x ∈ X / ‖x‖ ≤ $}�

��F!� ������1 >�� BE� X 5BE7��
� ����� ����1 �!�D>���� 5BE7� ⊂ BE� �6��!��� �� ��F�1 >��

5∀λ ∈ ∗R75λ ≤ $ → ◦λ ≤ $7� Ǳ ��� ξ ∈ BE� �� �� ‖ξ‖ ≤ $� 
���
‖ξ‖ < $1 �� 5∃e ∈ E75ξ X e� ∧ ‖e‖ < $71 �� �� e ∈ BE � ��� ���6�
ξ ∈ 5BE7�� 
��� H� ‖ξ‖ X $1 �� ξ X e�1 F�� ‖e‖ ≈ $ � ��H��
�!������C1 >�� ‖e‖ > $� ����!� � P��� �� >�� e′ /X e

‖e‖ ≈ e1 G�P��� 



) ��� *������	
 ��������������

e′� X e�� ���!1 ‖e′‖ X $ � ����� ξ ∈ 5BE7�� �����F�>��1 ����

e ∈ UVW5E71 ��
◦
BE5e, ε7� ⊂ BE�5e�, ε7�

	�C ��!����������� !���>����.����� E� �������>�� G�!�����1
>�� I�. BE� !��G�!���� Ǳ� G.��G���H���D E� C��C���C ��G�.�0
-����6�1 �� �� � BE� ������C �>����� ��D� G������ ���H�����
{e�k / k ∈ N}� ����  �����������F� �6I�1 ��H�� �>�����1 >��
ek ∈ BE ��C ���B k ∈ N� `�@�!��. �� G.���������� ε > # � .��0
����.�� ���.����DE D G����������������� �� �.����B ���H����

Mn /X
⋃n
k��

◦
BE5ek, ε7 ∩BE � Ǳ�!�H��1 >��

⋃
n∈N

Mn X BE �
� ����� ����1 ���� e ∈ BE 1 �� ‖e�− e�n‖ < ε ��C ��!���.�F� n ∈

N1 �� ��F�� � ‖e−en‖ < ε1 �� �� e ∈ BE5en, ε7 ⊂Mn� � ��� G.��J�G�
���6E���C ��H�� ��!�D>���1 >�� Mn� X BE ��C G��B��CE�F� n� ∈
∗
N� ���D�� �6�����

BE� X
( n�⋃

k��

◦
BE5ek, ε7 ∩BE

)�

X

X
n�⋃

k��

( ◦
BE5ek, ε7 ∩BE

)�

⊂

⊂
n�⋃

k��

◦
BE�5e�k , ε7 ∩BE� .

S�� �!�D>���� G�����C�� ��!�D>���1 >�� {e�� , . . . , e�n�} �� H��
ε0����D ��C BE� �

Ǳ�!�H�� ��G�.�1 >�� ���� e�, . . . , en ∈ UVW5E71 F�� n ∈ N � P�����0
�6 e�� , . . . , e

�
n ����A�� ���������61 �� � e�, . . . , en ����A�� ��������0

�6 � E 5�� �� ��� ∗F7� � ����� ����1 G ��� P������6 λ�, . . . , λn ∈ ∗F
�� ��� .���6 � �D �

∑n
k�� λkek X #� 
��� λ /X \cdk |λk|1 �� λ �X # �∑n

k�� μkek X #1 F�� μk /X λk/λ � |μk| ≤ $� Ǳ��!���! |μk| , ���� G0
��1 ��!�D>���1 >�� ◦μk ��H�� � ∗R� ��F!� G.���.���1 >�� � P���
�� >�� 5

∑n
k�� μkek7

� X
∑n
k��

◦μke�k X #� �� ‖μj‖ X $ G.� ��!���0
.�� j1 �� �� ◦μj �X #1 � P�� G.�����.�>�� ����A��A �������������
e�� , . . . , e

�
n �

�� G.�������6B .��� H����A ���� ��1 � >��������1 >�� ����
�� �.���CC .����.����� E , P�� ������.���� >���� n1 �� �� W3\5E7
X n1 �� W3\5E�7 ≤ n� 	�C ��!����������� �-.����F� ��.��������
���G���� ���C -������ � P.-�B� 5��� e==4f7�



*�$�����
��
���� ������	� (

����� {e�, . . . , en} � ��.��.������� G.���.������ X ���6�����C
������� %&���'�1 ���� ‖e�‖ X . . . X ‖en‖ X $ � ��C !�H��F� j /X
$, . . . , n �6G������

∥
∥
∥
∥
∥

n∑

k��

αkek

∥
∥
∥
∥
∥
≥ |αj | 5α�, . . . , αn ∈ F7.

5S�� .���������� ��� 1 >�� ����A��C �-���>!� ���H����� 5ek7k 	�j
���������"�� ! ��!��. ej1 ���� ���������"����" M ⊂ L ! x ∈ L
����>��� �G.����������� @�.� �6 ‖x' αy‖ ≥ ‖x‖ ��C ���B α ∈ F �
x ∈M 1 ��� e=*f�7

�������� 5���1 ��G.���.1 e=*f71 >�� -���� � P.-�B� � E���� �� �
�D-�� !���>����.��� ��.��.������� G.���.������� �����������0
��1 � ��� G.��J�G� G�.����� ��!�A -���� � E���� �� � �� �� �.��0
��� n0��.��� G.���.������ E�

Ǳ ��� {e�, . . . , en} , -���� � P.-�B� � E� Ǳ�!�H��1 >�� P��0
����6 e�� , . . . , e

�
n ����A�� ���������6� 
���

∑n
k�� λke

�

k X #1 ��
‖∑n

k�� λkek‖ ≈ #1 �� ‖∑n
k�� λkek‖ ≥ |λj | ��C ���B j /X $, . . . , n� ��0

��!� P�� G.�����.�>�� ��� 1 >�� ��� >���� λk ������.��6 � B��C -6
���� �� ��B ����>�� �� � �C� ��� ���6� ��!�����1 >�� �� �.���CC
.����.����� E .���� n1 �� �� W3\5E�7 X n� ��� ���6� G�.��C >����
���.��6 ��!������

��!���J1 G.��G���H��1 >�� �� �.���CC .����.����� E -���I�
�D-�F� ������.���F� n� ��F�� ��C �D-�F� ������.���F� n � E���� 0
�� �� �.����� G��G.���.������ E� ⊂ E ��!��1 >�� W3\5E�7 X n� ��!
�����1 E�

� ���H��� � E� � ��B.������� ��.�61 G�P��� G.���.��0
���� E� ����.H�� n0��.��� G��G.���.������ G.� �D-�� n ∈ N1 ���0
����������1 E� �� ��H�� -6�� �� !���>����.�6�1 �� ��G�.�-���0
�6�� �

&�-�&� Ǳ ��� F5E7 , ���H����� ���B !���>����.�6B G��G.�0
��.����� ��.��.������F� G.���.������ E� ��C� F ∈ F5E71 �-����0
>�� �������� W3\5F 7 .����.����� G.���.������ F � Ǳ� G.��J�G 
G�.����� ∗F5E7 ������� �� 5�� �-C�������� ���B7 F�G�.!���>����.0
�6B G��G.���.����� �� �.����F� G.���.������ ∗E1 � ∗ W3\ , ���-0
.�H���� �� ∗F5E7 � ∗N1 G.�>�� ∗ W3\5F 7 X W3\5F 7 ��C !�H��F�
F ∈ F5E7�

+�� 	
����� ���!���
����� ��	������ ����
����
 E ���
'������� �
	�� F ∈ ∗F5E7% ��� E ⊂ F ⊂ ∗E� ,��!� ����
!�% ���



$# ��� *������	
 ��������������

'������� ����	������!���� �������
����� F ⊂ ∗E% �����
'��
��� ��
��
���� -��!���� ���������� ����
����
 ∗E�

� 	�!����������� G.�������C�� ��-�A G.����� G.�������� G.��0
J�G� ���6E���C� 	�C !�H��F� x ∈ E �-����>�� Ax /X {F ∈ ∗F5E7 /
x ∈ F}� ����A���� �� �.����B ���H���� 5Ax7x∈E J���.�.�����1
�� �� �-������ ���A����� !���>��F� G�.���>���C� Ǳ� G.��J�G ���60
E���C � E���� �� ���H����� F ∈ ∗F5E7 ��!��1 >�� x ∈ F ��C ���B
x ∈ X � �

������.C �� G.����� @�.� ��.��!� � ��!�����������1 ������
P�� G.����H���� ��H�� � ������ ���F�>������6B G.���H���A ��0
@�������������F� ������� ! ���.�� -���B��6B G.���.������ �B���
��A����A ����� ��!����

Ǳ.���.������ E �!���6��D� � F�G�.!���>����.��� G.���.��0
���� F � Ǳ.����!�C G.��J�G G�.�����1 ��G�.� ��H��  ������������
.����>�6�  ���.H����C ������������ G.���.������ F � �G�.���0
.�� � ���1 G.����.������� �-������� �B ��C !���>����.�6B G��0
G.���.����� E � �G�.���.�� � ��B� Ǳ��!���! E ����.H���C � F 1
G�.�B��C ! ������.��6� >���C�1 ��H�� G�� >��� .�� �����6 ����0
�������� G.���.������ E � �G�.���.�� � ����

�G������C �B���1 ����!�1 �� ���F�� G.�B���� ��������>��!� �
G�.�D �.�- �� ������ ���E.����A ��B��!�� � >��������1 ���-B�0
����C ��C G�.�B��� ! ������.��6� >���C� �!���������.������ �
.������.�����6B ��. !� .�B ��H�� ����� ��� ��������� � ��F�� ��
G.�B�����C ������� ��! ��������1 ��� e4$&f�

&�-�2� �������.�� ��G�.� �!.��J� ��G.�� � ���1 >�� G.���B����
�� ���A������ �G�.���.� G.� G�.�B��� ! ��������.���A �-���>!��

Ǳ���� E% F � G) ��������� ��!���
���� ����
����
 �
�
����! ∗F ��� �� �
� ��
��
���
#��� ��������� ���� F% ����
�
&'��
� ∗R ��� ∗C7% S, T / E → F � R / F → G ) ��������� ���������
���
���� ����
 �!�&� !���� �����&'�� ����������.

?-@ ‖T�‖ X ◦‖T ‖/
?�@ 5S ' T 7� X S� ' T�/
?0@ 5λT 7� X 5◦λ7 · T� ��� �&���� λ ∈ UVW5∗F7/
?.@ 5R ◦ T 7� X R� ◦ T��

� S�� ���A���� �>�����6� �
&�-�7� Ǳ.��G���H��1 >�� E , �� �.����� ��!��.��� G.���.��0

���� �� �!��C.�6� G.����������� 〈·, ·〉� ��F��1 !�!  H� ����>�����1
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E� , ����G�.�-������ F���-�.���� G.���.������1 � !���.�� �!��C.0
��� G.���������� 5·, ·7 �G.����C���C @�.� ��A

5x�, y�7 /X 〈x, y〉 5x, y ∈ E7.


��� T , �G�.���.1 ��A��� DE�A � F���-�.���6B G.���.��0
����B1 �� �������� T ∗ �6 �-����>��� P.������ ��G.CH���6A �G�0
.���.� Ǳ ��� σ5T 7 , ���
�� ��������� T 1 � σp5T 7 , �F� ��������
���
�� 5�� �� ���H����� ��-������6B ���>���A T 7�

(��� E ) ��������� ������������� ����
�����% 
 T / E →
E ) ��������� �������� ���
�� � ��������� ��!��% �� ��
�
������� �����&'�� ����������.

?-@ 5T ∗7� X 5T�7∗/
?�@ ���� T ) -!���� ���!
�����% ����
��� ���
�

��% �� �
	�! �� ����� � ���
�� T�/
?0@ ���� ����
����� E ����	������!���% �� σ5T�7 X

σp5T�7.

&�-�1� (��� E ) ��������� ������������� ����
�����% 

F ) ��������� �������
����� E% �� 5F⊥7� X 5F�7⊥�

� Ǳ ��� PF , �.��G.��!��. � E �� G��G.���.������ F 1 � PF� ,
�.��G.��!��. � E� �� G��G.���.������ F�� Ǳ�!�H��1 >�� P�

F X
PF� � �� *�$�& � *�$�) �6��!���1 >�� P�

F , �.��G.��!��.� �������C
G�!�����1 >�� P�

F ξ X ξ � ��� � ����!� � ��� �� >��1 !�F�� ξ ∈ F��

��� ξ X x� � x ∈ F 1 �� P�

T x
� X 5PFx7� X x� X ξ� ���-�.��1

G.��G���H��1 >�� P�

F ξ X ξ� 
��� ξ X y�1 �� 5PF y7� X y�1 ���>��1
PF y − y ≈ #� Ǳ���F�C x /X PF y1 G�� >��� ξ X x�1 �� G��!���! 
x X PF y ∈ F 1 �� ξ ∈ F�� 	�C ����.I���C ��!����������� �������1
>�� H X F⊥ � ��� � ����!� � ��� �� >��1 ���� PH ' PF X I �
PHPF X PFPH X #� � P��� �� >��1 G.����!�C ����� *�$�&1 G�� >��
PH� ' PF� X I� � PH�PF� X PF�PH� X #�1 �������������1 H� X
5T�7⊥� �

Ǳ.������ �E� �.� ��G���F������6B @�!��1 !���.6� G��.�- D�0
�C � ������AI��� � ���� DE�B G �!��B *�$�$#<*�$�$" �������� E
�-����>��� F�G�.!���>����.��� F���-�.���� G.���.�������

&�-�-6� (��� ��������� �������� ���
�� T ��!
��� � ���
������% �� σ5T�7 X {◦λ / λ ∈ σ5T 7}�
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� Ǳ ��� B /X {◦λ / λ ∈ σ5T 7}� ��F�� B , ���!� ��� G�����0
H����� C1 ��! !�! σ5T 7 , �� �.����� ���H����� � ��� 4�"�%� ��!
�����1 B ⊂ σ5T�7� 	�G ����1 >�� μ /∈ B� ��F�� � E���� �� ����0
��.���� >���� δ > # ��!��1 >�� |μ− ξ| ≥ δ ��C ���B ξ ∈ B� Ǳ.� P���
��.�� ��!H� ��.�������� |μ − ξ| ≥ δ ��C ���B ξ ∈ σ5T 7� Ǳ��!���! 
μ /∈ σ5T 71 �� 5μ − T 7−� , �F.���>���6A ����A�6A �G�.���.� �>�0
�����1 >��

σ55μ − T 7−�7 X
{

$
μ− λ / λ ∈ σ5T 7

}

.

� ��� ��.��������� T �� G�������F� .�������� ���� ��1 >�� ‖5μ−
T 7−�‖ ≤ δ−�� `��>��1 �G�.���. 5μ − T 7−� ����� ���� G� D ��.� �
��G�.� �� *�$�& 547 �����1 >�� 5μ − T 7−�� X 5μ5IE7� − T�7−� X 5μ −
T�7−�1 G��!���! 5IE7� X IE� , ��H��������6A �G�.���. �� E��
����� -6��1 μ /∈ σ5T�7� �

&�-�--� Ǳ���� W3\5E7 X N ∈ ∗N � ��������� -!���� -���!��
0��! A / E → E ����������� � ��	����! �����!
����! �
����
!
��#�� 5akl7Nk,l��% 	���
� ������������ ������&

∑N
k,l�� |akl|� �

'∞� ����
 ��� ����������� ��
����� A �������� � 	
������ 	
��
���� ������������ ��
�����% �� ����&'����� ���	������ !
��!% ���
��� ��
��
���! �
��
����! �����!�

� S�� ���� �� ���������� �� .��������

s∑

k��

nk|λk|� X
N∑

k,l��

|akl|�,

F�� λ�, . . . , λs , G����C ������� G�G�.�� .����>�6B ��-������6B
���>���A A � !.������C�� n�, . . . , ns ��������������� �

&�-�-�� Ǳ���� A / E → E ) -!���� ���
�� � λ ∈ R ) ��
��
�
���� ������ Ǳ��������!% ��� !�������� M ����������� ��
���
��� A% ���	������ ����	�� 	 λ% �������� ��������! � ��
��
����
	������!% �� �� M X {λ�, . . . , λn}% ��� n ∈ N� +������! �
	��%
��� 	
������ 	
����� λk ∈ M ��
��
��
% � ����� {ϕ�, . . . , ϕm} )
����
� �����!
���
� �����!
 ����������� ��	����% ������������
&'�� ����������! ��
�����! �� M � (��� �� -��! f ∈ E� )
����������� ��	�� A�% �����������&'�� ����������!� ��
����&
λ% �� f !���� �����
���� � ���� �������� 	�!���
#�� -��!�����
ϕ�� , . . . , ϕ

�
m�
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� Ǳ ��� H , P�� �� �.���CC ����A��C �-���>!� ���H�����
{ϕ�, . . . , ϕm}� ��! !�! m ������.���1 �����1 >�� G��G.���.������
H� � E� - ��� ����A��A �-���>!�A ���H����� {ϕ�� , . . . , ϕ�m}� �-�0
���>�� �������� E�

λ ��-�������� G��G.���.������ A�1 ���������� 0
DE�� ��-�������� ���>���D λ� ��F�� H� ⊂ E�

λ � 
��� H
� �X E�

λ 1 ��
5H�7⊥ ∩E�

λ �X #�
� ��� *�$�( �6G������H�⊥ X 5H⊥7�� Ǳ� �G.�������DH ,��0

��.������� G��G.���.������ ��C A� �������������1H⊥ ��!H� ����0
.������� G��G.���.������ ��C A1 � G���� 5H⊥7� , ����.�������
G��G.���.������ ��C A�� 	�G ����1 >�� # �X f ∈ 5H⊥7� ∩E�

λ � ��F��
λ - ��� ��-������6� ���>����� �F.���>���C A� �� 5H⊥7�1 G�P��� 
� E���� �� ��-�������� ���>���� γ �G�.���.� A|H⊥ � ��-������6A
��!��.1 ���������� DE�A γ1 �.��F������ ! H �1 ����� -6��1 !� ����
ϕi� Ǳ�� >��� G.�����.�>��� �

&�-�-0� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ ��������.���C �-���>!� -���B��� G.���.������ -6�� ���0

���� �D!���- .F�� e4$"f� �������������D ��������.���A �-���>0
!� C��C���C  ���.�G.���������� -���B��6B G.���.�����1 ���������
	�! �C0�������� � �.����6� e")"f� � .��� P��B G��C��A � ���0
.�� -���B��6B G.���.����� � ���������� DE D -�-���F.�@�D ���
� e="%1 ==$1 ==4f�

?�@ ��G.�� �- �������>��!�� �G������ ��������.��6B �-���0
>�!1 ���.�� �6A � !��J� G �!�� *�$�41 ���-���� G���� �� >�� ��C
�� >�C !�����>��!�B -���B��6B G.���.�����1 ��� e==4f� � G.���0
������A �!�������>��!�A ���.�� ���I��B ���H���� ��H�� G�� 0
>��� .�� �����6 ����!� � ����� @�!��1 ����>����F� � *�$�4� ����!�
G.� .�-��� � !���>��� @.�F�����  ����.� �� @�� ��A���� ��H��
��������.����� �G�����C ��������.��6B �-���>�!� ��!1 ��G.���.1
���� ��������.��6A  ����.� � ω�0���6E�� 5�F.���>���� ���� 7 �
G.� P��� �-������ ���A����� ω�0�����.@���� 5�F.���>���� ���.B 71
�� ��������.���C �-���>!� -���B���A .�I��!� Lp 5e#1$f7 ������.�>�0
�!� �����.@�� lp0� ��� k P!���G�C.�� G.���.������ Lp5e#, $fk71 F��
k /X "ω� � Ǳ��.�-��� ����H���� P��F� @�!�� � ������AI�� ��6�!�
��� � e="(1 ==4f�

?0@ ��G�����1 >�� ��!���.6� ���A���� ��.��.������F� G.�0
��.������ C��CD��C Q��!����6��R � ��� ��6���1 >�� ��� �G.����C0
D��C  ��.�A����� � .��G���H����� !���>����.�6B G��G.���.�����
�� >����F� G.���.�������



$4 ��� *������	
 ��������������

��������.��6� �-���>!� �-����D� ����.���6�� ��!����6��
���A������� ��!1 ��G.���.1 >���� �� >����C1 >�� ���� !�!��0�� ���A0
���� �6G������ QG.�-��H����R �� !���>����.�6B G��G.���.����0
��B1 �� P�� H� ���A���� � ��������.���A �-���>!� �6G���C���C  H�
Q��>��R� Ǳ.���.�� ��H�� �� H��� G��C��� @������A G.�������0
�����1 ��� e"&*1 ==4f� Ǳ��C��C @������A G.������������ 5��.���
G.������H�� 	H�A�� 7 � ���.�D -���B��6B G.���.����� ���� 	��0
.�J!�A �����F� �� G.���!������C � �� ���.���!�0��������A ��B��0
!��

?.@ ��G.�� � ���1 !�F�� -���B��6 G.���.������ ���D� �����.@0
�6� ��������.��6� �-���>!�1 ���������� g����� e=")f� ��G���� C
�G�J�����6A C�6! G�.��F� G�.C�!�1 �� .������.�� ���A���� �GG.�!0
���������A P!������������� -���B��6B G.���.�����1 .�����������
������.�>��!�A �����.@����� �B ��������.��6B �-���>�! e=")f� Ǳ�
P��� G���� ��� ��!H� e4)"1 4)=f�

?/@ Ǳ.����H���C *�$�& � *�$�)  ���������6 � e4=#f� ���.H����C
*�$�(<*�$�$" ��C�6 �� e=$&f� Ǳ.����H���� *�$�$#1 �G.��������� ��C
��.������F� �G�.���.� � F�G�.!���>����.��� F���-�.����� G.�0
��.������1 �� ����� ����� � -���� �-E�B ��� �J�CB 5!���.G.���.6
��� � e%"%f7�

&��� A"�!����<� )�"*�"+��"9 � *���'���4
)�����������

Ǳ.� ������������ ����A�6B �G�.���.�6B  .������A � -���B�0
��� G.���.������ >���� �  �G�I�� G.����C���C ����� ���!.�����0
J��1 �����CE�A � ������ ��B����F�  .������C G.�-��H���6�  .��0
������ � !���>����.��� G.���.������� Ǳ.� P��� �����!��� ��H�6A
��G.�� � G.�������� G�������� �G�!�.�� G.�-��H�DE�B �G�.���0
.��� � ��! E�� G�.�F.�@� ����>�� ��@������������6A G��B�� !
P��� !. F ��G.�����

&���-� ��>��� � G��C��C ���!.����F� G.�-��H���C -���B���
G.���.������ � ����A��F� �G�.���.��

Ǳ ��� X � Xn 5n ∈ N7 , -���B��6 G.���.������1 ��.�6 !���0
.6B �-����>��6 ��������� ‖ ·‖ � ‖ ·‖n� Ǳ.��G���H��1 >�� ��A� ��C
��!���.�� G������ G��G.���.������ Y ⊂ X � G�����������������
�F.���>���6B ����A�6B �G�.���.�� 5Tn7 �� Y � Xn1  ��������.CD0
E��  �����D
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?-@ U3\
n→∞ ‖Tn5f7‖n X ‖f‖ 5f ∈ Y 7�

� P��A ��� �J�� F���.C�1 >�� G����������������� 55Xn, Tn77n∈N

�� H�� ���
������ ������(����� G.���.������ X ���1 -���� G�0
�.�-��1 C��C���C ������������"����"# ���
�����' ������(���� !
G.���.����� X � 
��� Y X X 1 �� ���!.����� G.�-��H���� ���6��0
���C ���"���� Ǳ����������������� 5xn7n∈N1 F�� xn ∈ Xn1 ���
�����
�'�����	 ! f ∈ Y 1 ���� ‖Tnf − xn‖n → # G.� n→∞�

Ǳ ��� ���6 ���!.����� G.�-��H���� 55Xn, Tn77n∈N G.���.��0
���� X 1 ����A�6A 5�����H��1 ���F.���>���6A7 �G�.���. A / X → X
� G����������������� 5An71 F�� An , P�����.@��� Xn� �-����>��
�������� DAp5A7 G��G.���.������ Y 1 �����CE�� �� ���B f ∈ Y ��0
!�B1 >�� Af ∈ Y �

?�@ U3\
n→∞ ‖TnAf − AnTnf‖n X #�

5Ǳ��������1 �>������1 ����>���1 >�� 5AnTnf7 ���!.���� �B����0
�C ! Af �7

�6 - ��� ���6���� ���H����� DAp5A7 ������"# ������(���	
�G�.���.� A G�����������������D 5An7� 
��� DAp5A7 G����� � Y 1
�� F���.C�1 >�� G����������������� �G�.���.�� 5An7 ���!.���� �B�0
����C ! �G�.���. A� 
��� ���!.����� G.�-��H���� 55Xn, Tn77n∈N

C��C���C �����6� � ‖TnA−AnTn‖n → # G.� n→∞1 �� F���.C�1 >��
���!.����C �B�������� .������.���

&����� (��� 55Xn, Tn77n∈N ) ������� ���	����� ����������%
�� ��������
��������� 5Tn7n∈N 
���!��� ��
�����
% ���� �!���
!���� ������"���� 5∃C > #75∀n ∈ N75‖Tn‖n ≤ C7�

� S��  ���.H����� G.�������C�� ��-�A .������������ !�����0
>��!�F� G.��J�G� �F.���>������� 5���1 ��G.���.1 G�.�F.�@ &�" �
e$4#f7� �

&���0� �������.�� ��G�.� F���-�.���6 G.���.������ X � Xn ��
�!��C.�6�� G.���������C�� 〈·, ·〉 � 〈·, ·〉n ��������������� Ǳ.��G�0
��H��1 >�� 55Xn, Tn77n∈N , ���!.����� G.�-��H���� G.���.������
X � `�@�!��. �� -��!���>�� -���I�� J���� >���� N � .������.��
�� �.����� F���-�.���� G.���.������ XN � ��D� ��H� - !��A X
- ��� �-����>��� ��������.�� D �-���>! X�

N � �G.������ ���H�0
��� B / X →X �

Ǳ ��� Y ⊂ X , G������ G��G.���.������ �� �G.�������C *�"�$�
	�C f ∈ Y G���H�� B5f7 /X TN5f7�� � ��� *�$�& 5$7 � ��������.�0
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��F� !.���.�C G.����� ‖f‖ ≈ ‖TN5f7‖N � ���D�� �>�����6� �-.�0
��� �6��!��� .�������� ‖f‖ X ‖B5f7‖� ���!1 ����A�6A �G�.���.
B / Y → X ������.�>�� � G���� ����� ������������ G.����H�0
��� G� ��G.�.6������ �� ��� X 1 �� !���.6� �6 ��B.���� G.�H��A
������ B�

������� G����������������� 5An71 F�� An , P�����.@��� Xn1
���!.���� �B��CE D�C ! ����A��� �F.���>����� �G�.���. A /
X → X � @�F .�. DE D � �G.�������� ���!.����F� G.�-��H���C�

Ǳ.��G���H�� ���>���1 >�� G����������������� �G�.���.�� 5An7
.������.�� �F.���>��� 5�� �� 5∃C > #75∀n ∈ N75‖An‖n ≤ C77� ��F��
�� �.����A ����A�6A �G�.���. AN ��!H� �F.���>�� �1 -���� ��F�1
�F� ��.�� ‖AN‖N , ���� G��� F�G�.��A����������� >����� ���0
����������1 �F.���>���6A ����A�6A �G�.���. A�

N / X → X �6
��H�� �G.������� G.������/

A�

N 5x
�7 X AN 5x7� 5x ∈ UVW5XN 77.

� ������AI�� P��� �G�.���. - ��� �-����>����C ���� DE�� �-.�0
���/ A /X A�

N � ��! �����1 ‖A ‖ X ◦‖AN‖N �
?-@ 1
���!��� ��
������
� ��������
��������� 5An7%

��� An ) -���!�0��! Xn% ���	���� �������� 	 ��
�������!�
-���!�0��!� A ����
����
 X � ��! � ����	� � ��! ����
�% 	���

��� �&���� ���	�������� �
��
������ ����
 N ��
�
!!


X
A−−−−→ X

�

⏐
⏐
� �

⏐
⏐
�

X
A−−−−→ X

	�!!��
����
�

� ������ ���!.����A �B�������� *�"�$ 5"7 ���>�� �G.������0
����� @�.� �6 ‖ANTNf − TNAf‖N ≈ # ��C ���B f ∈ Y � �� P��
����>���1 >�� A B5f7 X BAf G.� �D-6B f ∈ Y � Ǳ�������� Y � X
� �F.���>������� ���B �G�.���.�� �� G�������F� .�������� ���>��
�.�- ����� �

?�@ Ǳ���� 
���!��� ��
������
� ��������
���������
5An7% ��� An ) -���!�0��! Xn% ���	���� �������� 	 ��
������
��!� -���!�0��!� A ����
����
 X � ����
 DAp5A7 X {f ∈ Y /



*�"�+��	����� ���������� � �
�
����! ����
����� $&

Af ∈ Y }� * �
�������% ���� Y X X � 2�3�4 �3 ����������� ��� -���
!����� ��	������ �������� ���!�������
 X % �� ��� �����������
�
 ���! X �

� ���� �� �� 5$7� �

&���.� ��>���C � P��F� �����1 �6 G.��G���F���1 >�� ��C ���B n
G.���.������ Xn !���>����.�61 � ��� �G�.���.6 An � A ��.�����6
5������G.CH��67� ��F�� A ��!H� - ��� ��.�����6� 5������������0
�� ������G.CH���6�7� � P��� �� >�� ��F����� *�$�$# σ5A 7 X {◦λ /
λ ∈ σ5AN 7} � P��� �G�!�. C��C���C ���!.���6�1 �� �� σ5A 7 ���G�0
���� � ��>�>�6� �G�!�.�� σp5A 7 �G�.���.� A ���1 ���>� F���.C1
������� ����!� �� ��-������6B ���>���A A �

� ��� G.��G���F��� ��!H�1 >�� G����������������� 5An7 ���0
!.���� �B�����C ! A� 	�C ��.������F� �G�.���.� !��� ����������
���F.���6 �� *�"�= 5$7 ���>�� �!�D>���� σ5A7 ⊂ σ5A 7� ��!�� �-0
.����1 ��-������6� ��!��.6 A 1 ���������� DE�� ��>!�� �G�!�.�
σ5A71 ��H�� .������.����� !�! �-�-E���6� ��-������6� ��!��.6
�G�.���.� A� �������C ��G��������� ��!H� ���� DE�� �-����>�0
���/ T �λ	 /X h]i5λ − T 7 ��C G.���������F� �G�.���.� T �

(��� A ) 	�!�
	���� ���
�� � A 5X 7 ⊂ B5X7% �� �!�&�
!���� ����������.

?-@ σ5A7 X σ5A 7/
?�@ ���� λ ∈ σ5A7 � λ �X #% �� A �λ	 X B5A�λ	7% ������
�

������% W3\5A �λ	7 X W3\5A�λ	7�

� � H�� G�!�����1 >�� G.� ��I�B G.��G���H���CB σ5A 7 ⊃
σ5A7 � !�H�6A ��-������6A ��!��. f �G�.���.� A 1 �� ����.H�E�A0
�C � h]i5A 71 ����� ��� f X B5x71 F�� x , ��-������6A ��!��. A1
���������� DE�A ��� H� ����� ��-�������� ���>���D1 >�� � f �

� ����� ����1 G ��� λ ∈ σ5A 71 G.�>�� �6 ��H�� G.��G���H���1
>�� λ �X #� � G.������� �� >�� λ ∈ σ5A71 �-� A , !��G�!��6A �
��.�����6A �G�.���.� ��! !�! σ5A 7 ������� ����!� �� ��-������6B
���>���A1 �� � E���� �� f ∈ X ��!�A1 >�� A f X λf � �� G�  ���0
��D A f ∈ B5X7 �1 G��!���! λ �X #1 ��.�� ��!H� f ∈ B5X7� ���!1
� E���� �� ����������6A x ∈ X ��!�A1 >�� f X B5x7� � ��� !��0
� ���������� ���F.���6 �� *�"�= 5$7 B5Ax7 X A 5B5x77 X A f X λf �
��G�.� �>������ .�������� B5λx7 X λf � � ��� ��K�!�������� B �6
G�� >���1 >�� x , ��-������6A ��!��. A1 ���������� DE�A λ� �



$) ��� *������	
 ��������������

&���/� Ǳ���� ��������� ������� 2�3�5 �% 	�!� ����% A � AN )
�
!����������� ���
���� ����
 �!�&� !���� �����&'�� �����
������.

?-@ ��� �&���� λ ∈ σ5A 7% λ �X #% !�������� σλ /X {ν ∈
σ5AN 7 / ν ≈ λ} 	������% �� �� σλ X {ν�, . . . , νk}% ���
k ∈ N/

?�@ ��� 	
����� j ≤ m 
�!������ mj /X W3\5A�νj	
N 7

	�����
 �
∑k
j��mj X W3\5A �λ	7/

?0@ 5A�ν�	
N ⊕ . . .⊕A�νm	

N 7� X A �λ	/

?.@ ���� ��!������ 5xj�, . . . , x
j
mj

7 ) ��������� �
��� �

A
�νj	
N ��� ���� j /X $, . . . , k% �� ��!������ 55x��7

�, . . . ,
5x�m�

7�, . . . , 5xk�7
�, . . . , 5xkmk

7�7 ������ ����������!

�
����! � A �λ	/

?/@ ���� A�λ	 ⊂ DAp5A7% �� ��'������� ��������� �
���
5y�� , . . . , y

�
m�
, . . . , yk� , . . . , y

k
mk

7 � A�λ	 �
	��% ��� TNy
j
l ≈

xjl �� j /X $, . . . , k/ l /X $, . . . ,mj�

� ��! �����1 ���� ν ≈ λ � x ∈ A
�ν	
N 1 �� x� ∈ A �λ	� 
���

ν�, . . . , νk ∈ σλ G�G�.�� .����>�61 �� �D-6� P������6 x� ∈ A�ν�	
N , . . . 1

xk ∈ A�νk	
N G�G�.�� �.��F������61 �������������1 x�� , . . . , x

�

k G�G�.��
�.��F������6� ��� ���6� k ≤ W3\5A �λ	7� �-.����� ��.��������
��!����� � *�$�* 5=7� ��G��!�J�� 5"7 → 5=7 � 5=7 → 547 �>�����6�
���.H����� 5%7 ���� �� �� �G.�������C ���H���C B� �

&���&� Ǳ����������������� �G�.���.�� 5An7 
����
����
���1
���� ���  ��������.C��  �����D A 5X 7 ⊂ B5X7 ��C �D-�F� -��!�0
��>�� -���I�F� N 5G.�>�� 5An7 �� �-C�������� �B�����C ! !�!�� 0
��-� A7�

	�C .��KC�����C ������� �������C P��F� �G.�������C1 G.��0
G���H�� �� �.��C1 >�� .������.������� ���!.����� G.�-��H����
55Xn, Tn77n∈N C��C���C �����6� 5��� *�"�$7� ��F��  ������ *�"�$ 5"7
����>���1 >�� G.� -��!���>�� -���I�B N �-.�� ANx !�H��F� ��0
�� G��F� P������� x ∈ XN -��!���>�� -����! ! TNy ��C ��!���.�F�
5������.���F�7 P������� y ∈ X � �������C ��G������1 >�� ������0
��.��6A !.���.�A !��G�!������ �G�.���.� F����� 5�.� 4�=�*7/ ����

�� 	�!�
	��� � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ��
� ���	���
���������� -��!���
 �	�����
��
����
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�
����! ����
����� $(

Ǳ.������ ���� G.����� �������>���  ������ !����!��G�!���0
��� G����������������� �G�.���.�� 5An71 �G.��������� ��C �D-6B
-���B��6B G.���.����� X � Xn1 F�� n ∈ N 5�.� e4%#f7� ��� �����6��0
���C �� �.�-������ ���� DE�F� >���� G.����C���F� � ������AI��
���A���� ���!.����F� G.�-��H���C/

?-@ Yjk
n∈N

Yjk
‖z‖��

53Z[{‖x‖n / Tnx X z}7 < '∞�

?�@ (��� ��������
��������� 5An7 ���	���� �������� 	
	�!�
	���!� ���
��� A% ����! -�
 �����!���� 
���!��
�% 

���	����� ���������� 55Xn, Tn77n∈N ������������ ������& �4 %
�� 5An7 ) 	�
��	�!�
	��
� ��������
����������

� Ǳ ��� ξ ∈ X � ��F�� � E���� �� ���� G�6A P������ x ∈ XN

��!�A1 >�� ξ X x�� ��! !�! !�H�6A �G�.���. Tn , P�� PG���.0
@���1 �� G� G.��J�G G�.����� � E���� �� P������ f ∈ ∗X 1 ��C
!���.�F� x X TNf � ������1 ����H����� �� 55Xn, Tn77n∈N1 G����0
�C�� �>����� f ���� G�6�� ��  �����C .������.��A �B��������
‖ANTN − TN

∗A‖N ≈ #1 ����� -6��1 ANx X ANTNf ≈ TN
∗Af � ��!

!�! A !��G�!���1 � f ���� G��1 �� ��H�� G���-.��� ������.��6A
P������ h ∈ X ��!1 >��-6 ∗Af ≈ h� ��F����� *�"�" >���� ‖TN‖N ��0
�� G��1 ���>��1 TN∗Af ≈ TNh1 ��! �� ANx ≈ TNh � A 5ξ7 X B5h7� �

��H� � &�* � &�& ������C ���!.����C �B�������� - ��� G.�����0
�� � ��� �J�� e"(#f1 !�F�� � E���� D� ��B.��CDE�� ��.� ���H���C
ın / Xn → X � Tn /X ı−�n ◦ pn1 F�� pn / X → ın5Xn7 , �.��G.��!��.�
��F!� ������1 >�� � P��� �� >�� ���!.����� G.�-��H����  �����0
���.C��  !������� � @�.� ��.��!� G.����H���C  �����D�

� ��H�����D1 .������.��C �B�������� , C������ �������>��
.��!��� �� ���F�B ����.���6B �� >�CB !����!��G�!������ 5An7
 ��������� �� ��! G.����� `���� G.�H�� ���F� ���-B����� ��A��
 �����C1 G.� !���.6B P������ x ∈ XN -��!���>�� -����! ! P��0
���� ���� TNy ��C ��!���.�F� ������.���F� y ∈ X � ���� ��!�A
!.���.�A1 G�����6A G.� .���������� � ���� DE�A F���� G��B���
! G.�-��H���D �G�.���.�� ��G� l.M����F�.�1 - ��� ��!���� ��H�
� &�*�$%�

&���2� �G.�������� !����!��G�!������ G.��-.����� ���������0
� D ������.�� D ��.��D1 G��!���!  ������ � �G.�������� *�"�* �60
G���C���C ��C !�H��F� -��!���>�� -���I�F� ��� .�����F�N � ��F��
�-6>�6� � ��������.���� ������� .��� H����C G�����CD� ��!�����



"# ��� *������	
 ��������������

���� DE�� ��H� G.����H����1 �G.��������� ��C G.��������6B G�0
.����.���

�-����>�� �������� BN �����>�6A I�. G.���.������ XN 1 ��0
B.���� ������ BN 5ε, x7 �� I�.�� G.���.������ XN � J���.�� � ��>0
!� x � .��� �� ε�

(��� 55Xn, Tn77n∈N ) ������� ���	����� ����������% �� ���
������
��������� ���
���� 5An7 	�
��	�!�
	��
 � ��! � ����	� �
��! ����
�% ���� ��
������
 �����&'
� 0�!��
.

5∀ε > #75∃
�B ⊂ X75∃n�75∀N > n�7
(
5AN 5BN 77 ⊂

⋃

y∈B
BN 5ε, TNy7

)
.

�←/ `�@�!��. �� G.���������� ������.���� ε > #� Ǳ� G.��J�0
G G�.����� ��C �D-�F� -��!���>�� -���I�F� N ����� ����� �!�D0
>����/

AN 5BN 7 ⊂
⋃

y∈B
BN 5ε, TNy7.

������� x ∈ BN � ��  !������F� �!�D>���C ���� ��1 >�� ��C �D-�F�
������.���F� n ∈ N � E���� �� ������.��6A P������ yn �� X ��!�A1
>�� ‖ANx−TNyn‖N < n−�� ��! !�! ‖TNyn−TNym‖N ≈ ‖yn−ym‖ ��C
G.��������6B ������.��6B n � m1 �� 5yn7n∈N , G�����������������
��I� � X � �������������1 5yn7 �B�����C ! ��!���.�� ������.���0
� P������ y ∈ X � ��! �����1 ‖ANx− TNy‖ ≈ #�

→/ Ǳ.��G���H��1 >�� G.���.C���C @�.� �� �� �6G���C���C�
Ǳ�.�B��C � ��A ! ��.�J���C�1 G�� >���

5∃ε > #75∀
�B ⊂ X75∀n�75∃N > n�7
(
5AN 5BN 77 �⊂

⋃

y∈B
BN 5ε, TNy7

)
.

������� ������.���� ε� > #1  ��������.CDE�� G�������A @�.� ���
�������.�� F�G�.!���>��� ���H����� B ⊂ ∗X ��!��1 >�� X ⊂ B�
Ǳ.������ G.��J�G G�.����� ! �6G������A �6I� @�.� ��1 ��A���
��!�� -��!���>�� -���I�� N 1 >��

AN 5BN 7 �⊂
⋃

y∈B
BN 5ε, TNy7.
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���!1 ������C x �� BN 1 .�����C��� �� !���.�F� �� �D-�F� P�������
���� TNy �� ������.��6� y1 �� ����I�1 >�� ������.���� >���� ε��
S�� ��!��6����1 >�� ��C ��A�����F�N �� �6G���C���C  ������ �G.�0
������C !����!��G�!������ � *�"�*� �

&���7� �������� Ǳ���� A ) 	�!�
	���� -!���� ���
�� �
����������! ����
����� X % 
 55Xn, Tn77n∈N ) ���	����� ���
�������� X � Ǳ���� 5An7n∈N ) 	�
��	�!�
	��
� ��������
�����
����� -!������ ���
���� An / Xn → Xn% ���	���� �����'
���
	 A� ����
 ��
������� ����������.

?-@ ���	� σ5A7 ����
�
�� � !��������! ���������
��
��� ��������� ����	 !�������


⋃
n σ5An7/

?�@ ���� # �X λ ∈ σ5A7 � J ) �	�������� λ% �� ���
���
'
� ����� ����	 ���	�
 σ5A7% �� λ ) �����
������
� ���������
��
� �������
� ���	
 !�����
���
 J ∩⋃

n σ5An7/

?0@ ���� � �������� �3 Mλ
n /X

∑
ν∈σ�An	∩J A

�ν	
n % �� ���

����
����� ����"�� n ����� W3\5Mλ
n 7 X W3\5A�λ	7 X s

� �� -��! ��'������� ��������
��������� ������
!
����� �
����� 5fn� , . . . , f

n
s 7 � Mλ

n % ���	���� ������
'
��� 	 �����!
����!� �
���� 5f�, . . . , fs7 � A�λ	�

� S�� ������.���C G�.�@�.� ��.��!� *�"�4 � *�"�%� �
��� �����C1 G.�������6� .��� H����C �� G.�B��C� ��C ���F.�0

��>����F� ������G.CH����F� �G�.���.�A1 ��! !�! � P��� �� >�� ��C
G����������������� 5An71 ���!.���� �B��CE�A�C ! A1 ��.�� �G�.�0
��.� AN - ��� -��!���>�� -���I�� >����� � �����!�D� G.�-���6
 H� � �G.��������� A�

N 5��� e=)$f7� ����!� ��C P��F� �� >�C ��H��
��G��������� ���!���!� ��������6� .�� �����6 � ������A .�����0
������A �B�������� 5�.�1 ��G.���.1 e$(&1 ���.��� m888�$(f1 � ��!H�
e=#*1 ���.��� %�&�*f7� ������� ����� H�1 >�� ��� ��G���� ��6� ����
G��C��C � @�!�6 ���.�� ���F.���>���6B �G�.���.�� ��H�� ��A��
� e$(&1 F���� )f�


��� λ /∈ σ5A71 �� ���������� DE�� ���>���� .���������6 �-�0
���>�� �������� Rλ5A7 /X 5λ−A7−� /X 5λ$−A7−�1 F��1 !�! �-6>��1
$ �-����>��� ��H��������6A �G�.���. I �� G.���.������ X 1 �F.�D0
E�A .��� �����J6 � ��F�-.� P�����.@����� X �

&���1� (��� A ) �
!����������� ���
�� � ���
��� ������
����� DAp5A7 ���
��
 A ��������
���������& 5An7 �������� ���
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'��������� ���
���& A% �� ��� ���	��� λ �
	���%��� λ /∈ LU5σ5A7 ∪⋃
n σ5An77% ��������
��������� 5Rλ5An77 ���	���� �������� 	 ����


��� Rλ5A7�

� ���>��� ��!�H�� �.�- ���� ��C ���>���A λ /X ±i1 !���.6�1
!�! �>������1  ��������.CD� ��I�� G.��G���H���C�� �������.��
��I� �� >�A λ /X −in �� >�A λ /X i .��-�.����C ����.I���� �����0
F�>��� Ǳ� �G.�������D � H�� ��I� �-�������� .�������� *�"�$ 5"7
��C R−i5A7 � R−i5An7 G.� ��!���.�� G������ G�����H����� Y ⊂ X �
Ǳ���H�� Y /X {5A ' i7ϕ / ϕ ∈ DAp5A7}� ��F�� Y G����� � X 1 ��!
!�! DAp5A7 , � E��������C �-����� �G�.���.� A� `�@�!��. ��
-��!���>�� -���I�� ��� .������ >���� N � ��F��

55A' i7−� − 5AN ' i7−�75A' i7ϕ X 5AN ' i7−�5AN −A7ϕ.

Ǳ��!���! ϕ ∈ DAp5A71 �� 5AN −A7ϕ ≈ #� ��C� G�����H����� B ��
��E��������A ��� R � λ ∈ C1 �-����>�� �������� ρ5λ,B7 .�����C���
��H� λ � B �� G���!���� C� Ǳ ��� S /X LU5σ5A7 ∪⋃

n σ5An77� 
�0
�� λ  ��������.C��  �����C� �@�.� ��.������F� G.����H���C1 ��
ρ5λ, S7 > #� � ��� G.��J�G� G�.����� - ���

‖5AN ' i7−�‖ X ρ5λ, σ5AN 77−� ≤ ρ5λ, S7−� � '∞.

��!�� �-.����1 R−i5AN 75A' i7ϕ ≈ R−i5A75A ' i7ϕ1 >�� ��!��6����
���!.��� D �B�������� R−i5An7 ! R−i5A7�

	�!�H�� ��G�.�1 >�� ����  ���.H����� G.����H���C ����� ��0
��� ��C ��!���.�F� λ�1  ��������.CDE�F�  �����D λ /∈ S1 �� ���
�6G���C���C � ��C �D-�F� ��!�F� λ1 >�� |λ − λ�| < ρ5λ�, S7� Ǳ��C�0
��1 >�� �� P��F� @�!�� �6��!��� �.�- ����1 ��! !�! !�H��� λ /∈ S
��H�� ��������� ��� � i1 ��� � −i F���!�A !.���A1 ��H�E�A J�0
��!�� � C − S1 �������������1 ��H�� G���-.����C ! λ �� i ��� −i
!���>�6� >����� !. F�� .��� �� ����I�1 >�� ρ5λ, S7�

N �!J�� Rλ5An7 5n ∈ N7 � Rλ5A7 �������>�6 � ��!.6��� !. F�
{λ ∈ C / |λ− λ�| < ρ5λ�, S7} � .����F�D��C � ���� DE�� .������.��
�B��CE���C .C�6/

5$7 Rλ5A7 X
∞∑

m��
5λ− λ�7mRm��

λ�
5A71

5"7 Rλ5An7 X
∞∑

m��
5λ− λ�7mRm��

λ�
5An7.
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	�!�H��1 >�� ��C G.���������F� -��!���>�� -���I�F� >���� N
� �D-�F� ������.���F� P������� f ∈ Y �6G���C���C TNRλ5A7f ≈
Rλ5AN 7TNf � ��! !�! G�������� ��.�� ��C λ�1 �� ��C �D-�F� ����0
��.���F� k ∈ N ����� ����� ������I����

5=7
k∑

m��
5λ− λ�7mTNRm��

λ�
5A7f ≈

k∑

m��
5λ − λ�7mRm��

λ�
5AN 7TNf.

������� G.���������� ������.���� ε > #� ��F�� � ��� 5$7 � 5"7
� E���� �� ����. n� ��!�A1 >�� G.� k > n� - ���

∥
∥
∥
∥Rλ5A7f −

k∑

m��

5λ− λ�7mRm��
λ�

5A7f

∥
∥
∥
∥ < ε.

�-����>�� - !��A h @ �!J�D � ����A >���� G�������F� ��.����0
����� ��! !�! h ������.���1 �� ‖TNh‖ ≈ ‖h‖� ���D�� �6��!���
��.��������
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∥
∥
∥TNRλ5A7f −

k∑

m��
5λ− λ�7mTNRm��

λ�
5A7f

∥
∥
∥
N
≤ ε.

Ǳ�!�H��1 >�� �B�������� .C��� � 5"7 .������.�� G� n� �����

‖Rλ�5An7‖ X \cd
ν
{ν / ν ∈ σ5An7} X ρ5λ�, σ5An77−� ≤ ρ5λ�, S7−�.

��� ���6� q /X |λ− λ�| · ‖Rλ�5An7‖ < $1 ��! �� �6�����

∥
∥
∥
∥

∞∑

m�k��

5λ− λ�7mRm��
λ�

5An7

∥
∥
∥
∥ ≤

ρ5λ�, S7−� · qk��

$− q → #

G.� k → ∞� 	����1 ��! !�! >���� ‖TNf‖N ���� G�� 5����������
������I���C TNf ≈ f71 �� ��A����C ����. n�1 ��C !���.�F�

5%7
∥
∥
∥Rλ5An7TNf −

k∑

m��
5λ− λ�7mRm��

λ�
5AN 7TNf

∥
∥
∥
N
< ε

G.� ���B k > n��
��! �����1 ��C ������.���F� ����.� k > \cd{n�, n�} �� 5=71

547 � 5%7 G�� >��� ‖TNRλ5A7f − Rλ5AN 7TNf‖N ≤ "ε� Ǳ.������ �
�6-�.� ������.���F� ε > # G.������ ! �.�- ���� � �

&���-6� ���� DE�� G.����H���� C��C���C G.���6� ����������
 �����������F� � G.��6� E�� G �!�� @�!���
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(��� � �������� ���������� 2�3�6 ���������� �
!���������
��� ���
���� An 	�!�
	��� � ��� ��	������ ��'���������� ����
�
 λ /∈ LU5σ5A7 ∪ ⋃

n σ5An77 ��������
��������� 5Rλ5A77 	�
��	�!�
�
	��
% �� �������&��� ���������� 2�3�7 �4 8�5 �

&���--� 
��� 55Xn, Tn77n∈N �� H�� �����6� ���!.���6� G.�0
-��H����� �  ��������.C��  �����D *�"�* 5$71 �� ���� G.����H���C
*�"�* 5"7 !����!��G�!������ G����������������� .��������� ���� ��
�� �� .������.��A �B��������� 	������>���  ������ .������.��A
�B�������� .��������� �����C ���� DE�� G.����H����� 5�.� e$(&1
���.��� )�"%f7�

+������!% ��� � �������� ���������� 2�3�6 ������� ���	���
��� ���������� 55Xn, Tn77n∈N ������������ ������& 2�3�2 �4 � ���
��	����� ��'��������� ���
��� D ⊂ DAp5A7 ���
��
 A ������
������ �������

U3\
n→∞ Yjk

ϕ∈D,‖ϕ‖A��

‖5TnA−AnTn7ϕ‖n X #,

��� ‖ϕ‖A /X ‖Aϕ‖'‖ϕ‖� ����
 ��������
��������� 5Rλ5An77 �������
�� 	 Rλ5A7 
���!����

&���-�� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ ����.���1 G.����������6A � P��� G�.�F.�@�1 ��C� �� ���0

��� �� ���-���.��1 
� �� +�.���� � �� o� g.����!��� e"4=f� �G.�0
������C1 ����6� � *�"�$1 C��CD��C �G�J�����6�� �� >�C�� G��C��C
���!.����A �B��������1 ���B��CE�A ! l� ����D e4))1 4)(f� ��G�!0
�6 P��F� G��C��C �-� H��D��C � !��F� e4%"f� � >��������1 � e4%"1
G�.�F.�@ &�=f ������� G��C��� ���
������ 
����
������1 !���.��
� ��!���.6B �� >�CB P!���������� !����!��G�!�������

?�@ 	��!.����� G.�-��H���� G.� Y X X ��G���� ���C ��!H�
� e"(#f1 F�� G.���.������ Xn @ �!J�A �� !���>��A ���!� ���H��6
� L�5Rn7 !�! G��G.���.������ �� G��>��6B @ �!J�A1 � � !�>�����
����A�6B �G�.���.�� Tn ��C�6 �.��G.��!��.6 �� P�� G��G.���.��0
����� `������1 >�� � P��� �� >�� Tnf ����>����C �� ��-��J6 ���>�0
��A f ��H� ��C ��G.�.6���A @ �!J�� f � ����!� ��C F���!�A @ �!0
J�� f .������� ��H� Tnf � ��-��J�A ���>���A f �B�����C ! � �D�
�����!�DE�C G.� P��� �����H����� .������.����� �G�.���.6 An
!�! �G�.���.61 ��A��� DE�� � X 5� P��� �� >�� X X L�5Rn771 � 0
E��������  G.�E��� ������������ �B�������� �G�!�.�� ��D>��6�



*�=�9�� :;��
 "%

G.� P��� �!��6�����C G��C��� ����������� 
����
������ G������0
����������� �G�.���.�� 5An71 ����>�DE�� ����������� D !��G�!�0
����� ���H�����

⋃
n∈N

An5U71 F�� U , �����>�6A I�. � L�5Rn71
��� e"(#f� S�� G��C��� -6�� ������� � e"4(f�

?0@�6 .������.��� ����� ����!� �� >�A ������G.CH���6B �G�0
.���.�� � ���!.���6� �G�!�.�� � !��G�!��6�� .������������� ��0
��!� G.�������C���C1 >�� .��������6A G��B�� ��H�� �!������C G�0
����6� � � -���� �-E�A ��� �J��� ��!���.6� .�� �����6 � �B�����0
��� �G�!�.�� �G�.���.�� An1 ���!.���� �B��CE�B�C ! �G�.���. A
� �� >�� -���B��6B G.���.�����1 �� � G.��G���H���� Y X X 5���
�G.�������C �� *�"�$7 -6�� G�� >��6 ��-�F�.�� � ����@�� e4%#1
4%$f1 !���.6� ��!H� ��G��������� ��������.��6� �����6� 	�C ��0
����G.CH���6B ����F.����6B �G�.���.�� �� !��G�!��6B F. GG�B
��!�A G��B�� ��G�������� 
� �� +�.��� � e=$&f�

?.@ � ��!����������� *�"�& �6 ��G��������� pciW5X7�0���60
E�������1 �� �� ���������� DE�A ��.���� G.��J�G� ��G.�����������
��F!� ������1 >�� ��C ��G�.�-�����F� X �������>�� ��G���������
ω�0���6E������� ��������.���F�  ����.� ���

?/@ Ǳ��C��� !����!��G�!������ �� *�"�* ����� �.������ � G�0
�C���� !��G�!������ G����������������� 5An71 ��G���������6� �
e"(#f� ��!  H� ����>����� � *�"�*1 � e"(#f G.��G���F����C � E�����0
����� ��B.��CDE�B ��.� ���H���A ın / Xn → X � Tn /X ı−�n ◦ pn1
F�� pn / X → ın5Xn7 , �.��G.��!��.� � P��A ��� �J�� �G�.���. An
��H�� ���H�������� � �G�.���.�� qAn /X ınAnTn1 ��A��� DE�� �X �
��F����� e"(#f G����������������� 5An7 
����
���1 ���� ���H�����⋃
n
qAn5B71 F�� B , �����>�6A I�. � X 1 ������������ !��G�!����

��F!� ������1 >�� !��G�!������ G����������������� 5An7 � ��6���
e"(#f ���>�� �� !����!��G�!������� 	�A����������1 ���� x ∈ BN ��C
���B ������ G�6B N ∈ ∗N1 �� ıN 5x7 ∈ B � qAN ıNx X ıNANx ≈ y ��C
��!���.�F� ������.���F� y ∈ X ���� !��G�!������ � ��6��� e"(#f
� ���.��6 4�=�*�

&�0� ���< 	;�*�

����A �� ���-���� G�����6B !����. !J�A ��@�������������F�
������� C��C���C ��.� �M�-�1 ��I��I�C G.�������� � .C�� .�������
@ �!J��������F� �������1 ���.�� ��.�C������A � ���B����>��!��
������.������1 ��� e%1 "&(f� � P��� G�.�F.�@� G.����C��C ��>���0
�6� �������C � ��.�B �M�-��
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&�0�-� Ǳ ��� 5X,A , ν7 , �� �.����� G.���.������ � !���>��0
���������A G���H�������A ��.�A� ��>���1 G ��� A , �� �.���CC
��F�-.� G�����H���� �� �.����F� ���H����� X � ν / A → ∗

R ,
�� �.���CC !���>��0���������C G���H�������C @ �!J�C� S�� ����0
>���1 � >��������1 >�� A ⊂ ∗P5X7� �.��� ��F�1 ��C F�G�.!���>��F�
��-�.� ���H���� {A�, . . . , A�}1 F�� a ∈ ∗N1 - ���

⋃�
k�� Ak ∈ A 1 � ��0

�� Ak G�G�.�� �� G�.���!�D��C1 ��

ν

(
�⋃

k��

Ak

)

X
�∑

k��

ν5Ak7.

�-K�������� F�G�.!���>��A ����! G����� ���H���� �G.����C���C
��! H�1 !�! � � ��� F�G�.!���>��F� ���H����� � *�$�=� 
��� f /
N → P5X7 , G����������������� � P5X71 �� .�! .���A �������C
����C G����������������� g / N →P5X7/

9]^5f7 ∧ 9]^5g7 ∧ f5#7 X g5#7 ∧ 5∀k ∈ N75g5k ' $7 X g5k7 ∪ f5k ' $77.

��!.�E���� P� @�.� � �6 �-����>�� ��������
⋃
5f, g7� ����0

��� ��G�.� F�G�.!���>��� ���H����� A� ⊂ A � G���H�� a /X |A�|�
`�@�!��. �� !�! D0��- �� -��!J�D f / {#, . . . ,a − $} → A� � G.�0
���H�� �� �� �� �.����A G����������������� f / ∗N → A 1 �>���C f
� ��� G.� n > a − $� �G.������ G����������������� g / ∗N → A
@�.� ��A

⋃
5f, g7� � ��� G.��J�G� G�.����� g5a − $7 �� �������

�� �6-�.� �� �.����A -��!J�� f 1 ����� -6��1 !�..�!��� ���� DE��
�G.��������/

⋃
A∈A�

A /X g5a− $7� � ������������ � G.��J�G�� G�0
.����� �������� ��!�� �-.���� �-K�������� F�G�.!���>��F� ���H�0
���� �-������ ����� ���A������ �-6>��F� !���>��F� �-K�������C�

�������.�� ���I�DD @ �!J�D
◦ν / A �→ ◦5ν5A77 ∈ R

• 5A ∈ A 7,

F��1 !�! �-6>��1 ◦5ν5A77 , ������.���C >���� ν5A71 ���� ν5A7 ��0
�� G�� � ◦5ν5A77 X '∞ � G.������� �� >��� ��F!� ������1 >�� @ �!0
J�C ◦ν !���>��0����������

&�0��� ��.� �M�-� �����!��� !�! �>����0���������� G.����H�0
��� ◦ν �� ���I�DD σ0��F�-. σ5A 71 G�.�H���� D ��F�-.�A A � ��0
!�� G.����H����1 !�! - ��� G�!����� ��H� � *�=�41 �6������C ��
���.��6 ��-�F� , ��.������.�1 �� �������������� G.����H���C
�.�- �� ���!���!� ��G���F������6B @�!���1 �F.�DE�B ��B��>��! D
.����
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����� A � B� )
����
� 
����
 ���!������� X ��� �� ����
� ���
����
 � P5X7 %
��������
� A�� (��� S ⊂ X � ��� �&���� A ∈ A� ���� S ⊂ A%
���� S ∩A X ∅% �� ��� �&���� B ∈ B� ���� S ⊂ B% ���� S ∩B X ∅�

� ���H����� P ⊂ X ������� ����>���6�1 ���� ��� G.�������0
�� � ���� P /X

⋂∞
k�� Bk1 F�� 5Bn7 ⊂ A� � ��C !�H��F� ���H����� A�

��-� ��� ����1 ��-� �F� ��G������� ���G����� � ����� �� Bk� Ǳ ���
P , ����! G����� ���B ����>���6B G�����H���� X � ��F!� ������1
>�� ���H����� �� P G�G�.�� �� G�.���!�D��C �

⋃
P X X 1 �� �� P ,

.��-����� ���H����� X � �� �G.�������C ����>����F� ���H�����
�����1 >�� ��C P ∈ P � A ∈ A� �6G���C���C ���� �� ������I���A
P ⊂ A � P ∩ A X ∅� �������������1 A X

⋃{P ∈ P / P ⊂ A} ��C
!�H��F� A ∈ A�� `������ �����1 >�� ��F�-.� B� ������� � ��>�����
�� ���H���� B ⊂ X ���� B /X

⋃
P ′1 F�� P ′ ⊂P �

������� ��G�.� ��!�� ���H����� S ⊂ X 1 >�� ��C !�H��F� A ∈
A� ��-� S ⊂ A1 ��-� S∩A X ∅� ��F�� G����������������� 5Bk7 ���B
P�������� �� A�1 ����.H�E�B S1 ��!���1 >�� P /X

⋂
Bk �B���� � P �

��! !�! S ⊂ P 1 �� ��C B ∈ B� � ���  H� ��!������F� �����H�6
��I� ��� �� >�C/ ��-� P ⊂ B � ��F�� S ⊂ B1 ��-� P ∩ B X ∅ �
��F�� S ∩B X ∅� �

�-����>�� �������� c5A 7 ����! G����� ���B ���H���� S ⊂ X 1
 ��������.CDE�B ���� DE��  �����D/ � E���� �� �>����C G����0
F�-.� A� ��F�-.6 A ��!�C1 >�� S ����.H���C � G����A ��F�-.� G��0
���H���� X 1 G�.�H�����A A� 5�� �� � G����A G����F�-.� - �����
P5X77� � P��� �� >�� F���.C�1 >�� ���H����� S G�.�H�����C ��F�-0
.�A A�� ���� DE��  ���.H����� ��F!� �6������C �� �G.�������A�

?�@ 9�������� c5A 7 �����
����� ����� σ�
�����% ���
��! σ5A 7 ⊂ c5A 7�

&�0�0� +�� �&���� !�������
 S ∈ c5A 7 �!��� !����% � ����!
����	� ���� �� �����&'�� ����������.

?-@ ��'������� -��!��� A ∈ A �
	��% ���A ⊂ S � ν5A7 )
���	������ ����"�� �����/

?�@ ��'������� ��������
��������� 5Ak7k∈N ⊂ A �
	
�%
��� S ⊂ ⋃

k Ak � ����� ν5Ak7 �������� ��� ���� k ∈
N�

� Ǳ ��� ���H����� S ∈ c5A�7 G�.�H�����C �>����A G����F�-0
.�A A� ��F�-.6 A � Ǳ���H�� A ′� /X {A ∈ A� / |ν5A7| � '∞}�
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��� S ⊂ ⋃
A ′� 1 �� �6G���C���C 5"7� � G.������� �� >�� �������

p ∈ S − ⋃
A ′� � �������.�� �>����� ���H����� A ′′� /X {A ∈ A� /

p ∈ A} � �������1 >�� ��� ���!� �� ������������ !���>�6B G�.���0
>���A � ������� �� ���H���� � -��!���>�� -���I�A ��.�A� Ǳ ���
A5n,B7 /X {A ∈ A / p ∈ A ⊂ B, ν5A7 ≥ n}� � ���  !����0
�6B ���A��� ���H����� A ′′� ���H����� {A5n,B7 / n ∈ N, B ∈ A ′′� }
���!� �� ������������ !���>�6B G�.���>���A� ��F����� G.��J�G 
���6E���C � E���� �� ���H����� A ∈ A ��!��1 >�� A ∈ A5n,B7 ��C
���B n ∈ N � B ∈ A ′′� � ��!�� �-.����1 ν5A7 , -��!���>�� -���I��
>����1 p ∈ A � A ⊂ B ��C ���B B ∈ A ′′� � 	�G ����1 >�� ��!���.��
���H����� C ∈ A� �� ����.H�� A� ��F�� p /∈ C ��� p ∈ X − C1
���>��1 X−C ∈ A ′′� � G�P��� A ⊂ X−C� ���!1 ��C �D-�F� C ∈ A�

��-� A ⊂ C1 ��-� A ∩ C X ∅� ��! !�! S G�.�H�����C ��F�-.�A A�1
�� ��-� A ⊂ S1 ��-� A∩ S X ∅ ��F����� *�=�" 5$7� ��! !�! p ∈ A∩ S1
�� ���H�� -6�� A ⊂ S1 ����� -6��1 �6G���C���C 5$7�

Ǳ.��G���H��1 >�� �6G�����6 �-�  �����C 5$7 � 5"7� ��F��
A ⊂ ⋃

k Ak1 G.�>�� ν5A7 , -��!���>�� -���I�� >����1 � ����>�0
�6 ν5Ak7 ���� G�6� � ��� G.��J�G� ���6E���C A ⊂ A� ∪ . . . ∪An
��C ��!���.�F� n ∈ N� S��1 ����!�1 �������H��1 ��! !�! G.������
! G.�����.�>���� ��.������� ν5A7 ≤ ν5A�7 ' . . .' ν5An7� �

&�0�.� �������� <�������
�������
� !�
 ◦ν / A → R
• ���
�

�
�� �����������! �������
��������! 
�����
�����! λ �
 ���"�
�&& σ�
����� σ5A 7% ���������& 
������ A � $���� ����% ��
�
������� �����&'�� ����������.

?-@ λ5B7 X 3Z[{◦ν5A7 / B ⊂ A,A ∈ A } 5B ∈ σ5A 77/
?�@ ���� λ5B7 < '∞ ��� ��	������ B ∈ σ5A 7% ��

λ5B7 X Yjk{◦ν5A7 / A ⊂ B,A ∈ A }n

?0@ ���� λ5B7 < '∞ ��� ��	������ B ∈ σ5A 7% �� ��'��
������ A ∈ A �
	��% ��� λ5A�B7 X #/

?.@ ��� ������������ B ∈ σ5A 7 ���� ��'������� A ∈ A
�
	��% ��� A ⊂ B � ◦ν5A7 X '∞% ���� ��'�������
��������
��������� 5An7n∈N !������� �� A % �
	
�%
��� B ⊂ ⋃

n∈N
An � ◦ν5An7 < '∞ ��� ���� n ∈ N�

� � E���������� ��.6 λ ���� �� �� ���.��6 ��-�F� , ��.�0
�����.� � G.����H���� ��.6� ������ G.���������� P��A ���.��6
�6G���C���C �.�������6� �-.�����
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� ����� ����1 ������� ���.����DE D G����������������� ���0
H���� 5Ak7k∈N � A � G.��G���H��1 >�� ���H����� A /X

⋃
k Ak ��0

��.H���C � A � � ��� G.��J�G� ���6E���C A X Am ��C ��!���.�F�
m ∈ N1 �������������1 ◦ν5Ak7 → ◦ν5A7� 	�!�H�� ��G�.�  ���.H��0
��C 5$7<5=7 � �������������� G.����H���C�

������� B ∈ σ5A 7� Ǳ.�J�� .� G.����H���C ��-�F� , ��.�0
�����.� F�.����. ��1 � >��������1 >�� ��C !�H��F� B ∈ σ5A 7 �����
����� @�.� ��

λ5B7 X 3Z[

{ ∞∑

k��

◦ν5Ak7 / Ak ∈ A 5k ∈ N7, B ⊂
∞⋃

k��

Ak

}

.

�������������1 ��C �D-�F� # < ε ∈ R � E���� �� G������������0
����� �� �.����B ���H���� 5Ak7k∈N1 ��C !���.�A B ⊂ ⋃∞

k�� Ak �∑∞
k��

◦ν5Ak7 < λ5B7' ε/"� ��! !�! ν5Ak7 < ◦ν5Ak7' ε/"k�� G.� ���B
k ∈ N1 �� ��C G.���������F� n ∈ N ��H�� ��G�����

ν

(
n⋃

k��

Ak

)

≤
n∑

k��

ν5Ak7 ≤

≤
∞∑

k��

◦ν5Ak7 '
∞∑

k��

ε/"k�� < λ5B7 ' ε.

	���.��� 5Ak7k∈N �� �� �.����A G����������������� 5Ak7k∈∗N1 ��0
G���� C G.��J�G G.����H���C =�%�$$ 5$7� �������.�� �� �.�����
���H����� {n ∈ ∗N / ν 5

⋃n
k�� Ak7 < λ5B7 ' ε}� ��! !�! P�� ���H�0

���� ����.H�� ��� ������.��6� ��� .����6� >����1 �� G� G.��J�G 
G�.�G������C ����.H�� � ��!���.�� -��!���>�� -���I�� F�G�.��� 0
.������ >���� a� Ǳ���H�� A� /X

⋃�
k�� Ak� ��F�� G� �G.�������D

- ��� B ⊂ A� � ν5A�7 < λ5B7 ' ε1 ���>��1 ◦ν5A�7 ≤ λ5B7 ' ε� ���
���6� �-�������� 5$7�

	�G ����1 >�� λ5B7 < '∞� � ��� ��!������F� ��H�� G���0
-.��� �� �.����� ���H����� C ∈ A ��!1 >�� B ⊂ C � ν5C7 !���>0
��� ��F��  ���.H����� 5"7 G�� >����C G.��������� 5$7 ! ���H���� 
C − B� 	����1 G ��� 5Ak7k∈N , ���.����DE�C G�����������������
� A 1 G.�>�� Ak ⊂ B � |ν5Ak7 − λ5B7| < $/k� Ǳ.����H�� P� G�0
���������������� �� �� �.����A ���.����DE�A G�����������������
5Ak7k∈∗N � ���� H� ���A������ � � ��� G.��J�G� G�.�G����������
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G��-�.�� ��!�� ������ G��� F�G�.��� .������ >���� a ∈ ∗N1 >��
|ν5A�7 − λ5B7| < $/a� ��F�� λ5B7 X ◦ν5A�7 � ��F!� ������1 >��
λ5A��B7 X #� ���.H����� 547 �6��!��� ��G��.��������� �� *�=�=�

�������C ��!����� ��������������� Ǳ.��G���H��1 >�� λ� � λ� ,
��� σ0��������6B G.����H���C ��.6 ◦ν �� σ5A 7� ��! !�! σ5A 7 ⊂
c5A71 �� ! ���H���� S ∈ σ5A 7 ��H�� G.������� *�=�=� 
��� �6G��0
���� *�=�= 5$71 �� � E���� �� ��!�� A ∈ A 1 >�� A ⊂ S � ◦ν5A7 X ∞1
G�P��� λj5S7 X ∞ ��C j /X $, "� 
��� H� �6G���C���C *�=�= 5"71 ��
� E���� �� G����������������� 5Ak7k∈N � A ��!�C1 >�� S ⊂ ⋃

k Ak �
ν5Ak7 ���� G�� ��C !�H��F� k ∈ N� ��H�� �>����� -�� �F.���>���C
�-E�����1 >�� P�� G����������������� ���.������� Ǳ�  �����������A
 H� @�.� �� *�=�4 5$7

λj5S ∩Ak7 X 3Z[{◦ν5A7 / A ∈ A , S ∩Ak ⊂ A ⊂ Ak} 5j /X $, "7.

���D�� �����1 � >��������1 >�� λ�5S ∩ Ak7 X λ5S ∩ Ak7 ��C k ∈
N� Ǳ��!���! S X

⋃
k5S ∩ Ak7 � G����������������� 5S ∩ Ak7k∈N

���.������1 �� λ�5S7 X λ�5S7� ��� ���6� λ� � λ� ���G���D� ��
σ5A 7� �

&�0�/� Ǳ ��� S5A 7 , G�G������� σ5A 7 ������������ ��.6 λ1 �
νL , G.����H���� λ �� S5A 7� ��H�� G�!�����1 >�� ���� νL5X7 <
'∞1 �� B ∈ S5A 7 � ��� � ����!� � ��� �� >��1 !�F��

Yjk{◦ν5A7 / A ⊂ B,A ∈ A } X 3Z[{◦ν5A7 / B ⊂ A,A ∈ A } X νL5B7.

��-�. 5X,S5A 7, νL71 G.�������CDE�A ��-�A G.���.������ � σ0����0
�����A ��.�A νL1 ���6��D� ������������� )*��� 5��C 5X,A , ν771 �
��. νL , ����� )*��� 5����>�DE�A ν7�

N �!J�C f / X → ∗
R ���6�����C ��������� �� )*�� 1 ���� ���

����.��� ������������ σ0��F�-.6 S5A 7� �� �.���CC @ �!J�C F /
X → ∗

R ���6�����C A 0���������1 ���� {x ∈ X / F 5x7 ≤ t} ∈ A
G.� ���B t ∈ ∗R� �� �.���CC A 0����.���C @ �!J�C F / X → ∗

R

���6�����C ��$������ @ �!J�� f / X → R1 ���� f5x7 X ◦F 5x7 ��C
νL0G�>�� ���B x ∈ X �

&�0�&� �������� =��	#�� f / X → R ��!��!
 �� :;��� ����

� ����	� ����
% 	���
 f �!��� ��0�����
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� ←/ ������� A 0����.�� D �� �.���DD @ �!J�D F / X →
∗
R� 	�C G.���������F� ������.���F� >���� r ∈ R - ���

{x ∈ X / ◦F 5x7 ≤ r} X
⋂

k∈N

{x ∈ X / F 5x7 ≤ r ' $/k} ∈ σ5A 7,

�������������1 @ �!J�C ◦F ����.��� G� �M�- � 
��� f5x7 X ◦F 5x7
νL0G�>�� ��D� 1 �� f ��!H� ����.��� G� �M�- �

→/ Ǳ ��� ��G�.� f ����.��� G� �M�- � ������� !�! D0��- ��
� ��.�J�D 5qk7k∈N ���H����� ���B ������.��6B .�J�������6B >�0
���/ Q X {qk / k ∈ N}� Ǳ���H�� Bk /X {x ∈ X / f5x7 ≤ qk}� Ǳ��0
-�.�� �� �.����� ���H����� Ak ∈ A ��!1 >��-6 νL5Ak�Bk7 X # �
Ak ⊂ Al G.� qk ≤ ql� Ǳ���� C�� ����� G.��J�G��� G.����H���C
� G�.�G����������1 ��A��� -��!���>�� -���I�� ��� .������ >����
a ��!��1 >�� Ak ∈ A � qk ≤ ql ���>�� Ak ⊂ Al G.� ���B k, l ≤ a�
�G.������ ��G�.� �� �.���DD A 0����.�� D @ �!J�D F / X → ∗

R

� F�G�.!���>�6� ���H������ ���>���A {q�, . . . , q�} ���  �������1
>�� ������I���C F 5x7 ≤ qk � x ∈ Ak .���������6� ��>���1 ����
 !������� F�G�.!���>��� ���H����� G�.�� ��.����� � G�.C�!� ���0
.������C qk� < qk� < . . . < qk� 1 �� ��H�� G���H���

F 5x7 /X

⎧
⎪⎨

⎪⎩

qk� , ���� x ∈ Ak� ,
qkl
, ���� x ∈ Akl

−Akl−� 5$ < l ≤ a7,

qk���, ���� x /∈ Ak� .

��! �����1 ��C �D-�F� k ∈ N ������I���C F 5x7 ≤ qk � f5x7 ≤ qk
.���������6 G.� ���B x /∈ D /X

⋃
k∈N

Ak�Bk� ��! !�! νL5D7 X #1 ��
◦F 5x7 X f5x7 ��C νL0G�>�� ���B x ∈ X � �

&�0�2� �� �.���CC @ �!J�C F ���6�����C �������1 ���� ���H�0
���� �� ���>���A 3\5F 7 ���� F�G�.!���>��� ���H������ ��! ����� ��
��!����������� ���.��6 *�=�*1 ��C!�C ����.���C G� �M�- @ �!J�C
����� ��@���F1 C��CDE�A�C G.����A @ �!J��A� �>������1 G.����C
�� �.���CC @ �!J�C F C��C���C A 0����.���A ��F�� � ����!� ��0
F��1 !�F�� F−�5{t}7 ∈ A ��C �D-�F� t ∈ ∗R� � P��� �� >�� ��C F
�G.������ �� �.����A ����F.��

∫

X

F dν X
∑

t∈��F 	

F 5t7ν5F−�5{t}77.
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��� A ∈ A 1 ��1 !�! �-6>��1
∫
A
F dν X

∫
X
F · χA dν1 F�� χA ,

B�.�!��.����>��!�C @ �!J�C ���H����� A�
�-����>�� AN /X {x ∈ X / |F 5x7| ≥ N}� �� �.���CC G.����C

A 0����.���C @ �!J�C F / X → ∗
R ���6�����C S 0������������1

����
∫
AN

F dν ≈ # ��C �D-�F� -��!���>�� -���I�F�N � ��H�� G�!�0
����1 >�� !�H��� �� ���� DE�B  �����A .���������� S 0����F.�. 0
������ @ �!J�� F /

?-@
∫
X F dν , P�� ���� G��� F�G�.��A����������� >����
�

∫
A
F dν ≈ #1 !�! ����!� A ∈ A � ν5A7 ≈ #n

?�@
∫
X
◦|F | dνL X ◦5

∫
X |F | dν7 < '∞�

	�� ���� DE�� ���.��6 �����C��C ! �� >�D G.���.����� �M�-�
� !���>��A ��.�A/ νL5X7 < '∞�

&�0�7� �������� Ǳ���� 5X,A , ν7 ) ��������� ����
����� �
	�������
��������� !���% 
 5X,S5A 7, νL7 ) �����������&'�� ���
��
����� :;��
� =��	#�� f / X → ∗

R ����� νL���������!��
����
 � ����	� ����
% 	���
 f �!��� S ���������!�� ��0����
F / X → ∗

R� * -��! ����
� �!��� !���� 
�������

∫

X

f dνL X
◦( ∫

X

F dν

)

.

� Ǳ�!�H�� ���>���1 >�� ���� @ �!J�C f �F.���>���1 ����.���
G� �M�- � ����� �F.���>���6A ��@���F F 1 ��

∫
X f dνL X ◦

∫
X F dν�

� ����� ����1 ������� G.��� D ����.�� D G� �M�- @ �!J�D g �
!���>�6� >����� ���>���A {r�, . . . , rn}1 G.�>�� g ≤ f � ��F�����
���.��� *�=�4 ��C ���H����� Bk /X g−�5rk7 ��H�� G���-.��� ��!��
Ak ∈ A 1 >�� νL5Ak�Bk7 X #� N �!J�C G1 .����C rk �� Ak1 �� H��
��@���F�� ��C g� ����� ��F�1

∫
X g dνL X ◦∫

X Gdν1 ��! !�! � P���
�� >�� �-� ����F.��� G.�������CD� ��-�A !���>�6� � ��61 .���6�
�. F �. F �


��� �F.���>���6A ��@���F F� @ �!J�� f  ��������.C�� ��.�0
������ G ≤ F�1 ��1 � ����A ���.��61

∫
X
GdνL ≤

∫
X
F� dν1 �1 � �. F�A

���.��61 |F 5x7−F�5x7| ≤ $/n ��C νL0G�>�� ���B x ∈ X � ��C �D-�F�
������.���F� n ∈ N1 G�P��� 

∫
X F dν ≈

∫
X F� dν� ��!�� �-.����1

∫

X

g dνL X
◦( ∫

X

Gdν

)

≤
◦( ∫

X

F� dν7
)

X
◦( ∫

X

F dν

)

,
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G�P��� 
∫
X
f dνL ≤ ◦5

∫
X
F dν7� �-.����� ��.�������� G�� >���C1

���� �������� f �� −f � F �� −F �
Ǳ.��G���H�� ��G�.�1 >�� @ �!J�C f C��C���C νL0����F.�. �0

��A� � ��� G.� P��� �>�����1 >�� f ≥ #1 ��! !�! � �-E�� �� >��
��H�� ���G����������C G.������������ f X f� − f−� Ǳ ��� F ′ ,
��@���F @ �!J�� f 1 � E���������� !���.�F� F�.����.����� ���.�0
��A *�=�*� 
��� Fn /X F ′ ∧ n1 �� � ���  H� ��!������F� - ���

◦( ∫

X

Fn dν

)

X
∫

X

5f ∧ n7 dνL →
∫

X

f dνL.

Ǳ.������ ! G����������������� 5Fn7n∈N G.��J�G6 G.����H���C �
G�.�G����������1 ��A��� -��!���>�� -���I�� ��� .������ >���� a1
��!��1 >�� ◦5

∫
X FN dν7 ≈

∫
X f dνL →

∫
X f dνL ��C ���B -��!���>��

-���I�B N ≤ a� N �!J�C F /X F� �� H�� S 0����F.�. ��6� ��@0
���F�� @ �!J�� f �

���-�.��1 G ��� ����� S 0����F.�. ��6A ��@���F F @ �!J�� f �
��G���� C G.��J�G ����G����������1 ��C G.���������F� # < ε ∈ R

��H�� ��A�� ���� G��� ��� .������ >���� n ∈ N ��!��1 >�� ��C
���� G��F� m ≥ n - ���

∫
F≥m F dν ≤ ε� ����� G.������  !�������

�6I�  ���.H����� ��C �F.���>����A @ �!J��1 �6�����
∫

X

5f ∧ n7 dνL ≈
∫

X

5F ∧ n7 dν ≤
∫

X

F dν ≤

≤
∫

X

5F ∧ n7 dν ' ε ≈
∫

X

5f ∧ n7 dνL ' ε.

��!�� �-.����1 >���� ◦5
∫
X F dν7 !���>�� � C��C���C G.������ G�0

����������������
∫
X5f ∧ n7 G.� n→∞1 >�� � �.�-�������� �

&�0�1� �������� Ǳ���� 5X,A , ν7 ) ��������� ����
�����
� 	�������
��������� !���� +�� �&��� ��������� ������ A �
��!��!�� 0��	#�� F / X → ∗

R �����&'�� ������� -	���
������.
?-@ F �������� S ���������!��/
?�@ ◦

∫
X
|F | dν < '∞ � ν5A7 ≈ # ������

∫
A
|F | dν ≈ # ���

�&���� A ∈ A /
?0@

∫
X
◦|F | dνL X ◦

∫
X |F | dν�

� 	�!����������� ��G���� �� ���-.�H���C1 �����F�>�6�  H�
G.�������6�1 � �� ����.H�� ��!�!�B ���6B �. ������A� �



=4 ��� *������	
 ��������������

&�0�-6�Ǳ.��G���H��1 >��X , F�G�.!���>��� ���H�����1 A /X
P5X7 � ν , �����#+�	 ���� � ����� r1 �� �� ν5A7 /X r|A| G.�
�D-�� A ∈ A 1 F�� |A| , >���� P�������� ���H����� A � r ∈ ∗R'�

���������� DE�� G.���.������ �M�-� �-����>����C 5X,S�, ν�71
� ��.� ν� ���6�����C ����������� ����� )*���� � �� >�� .����0
��.�6B ��. �M�-� ��C!�C �� �.���CC @ �!J�C F / X → ∗

R C��C���C
G.����A � A 0����.���A1 G.�>��

∫
A
F dν X r

∑
x∈A F 5x7 ��C �D-�F�

A ∈ A �
��.� �M�-� ν� !���>�� G.�  ������1 >�� >���� r · |X | ���� G0

��� 
��� r X |X |−�1 �� G.���.������ �M�-� 5X,S�, ν�7 ���6��D�

��������
�� � �-����>�D� 5X,S, νL7 ��� 5X,SX , νXL 7� � �� >�� !�0
��>��A ��.6 �M�-�1 ���� F / X → ∗

R C��C���C S 0����F.�. ��6�
��@���F�� @ �!J�� f / X → R1 �� � ��� ���.��6 *�=�)

∫

X

f dν� X
◦(

r
∑

x∈X
F 5x7

)

.

&�0�--� 	�!�H�� ��G�.� �-�-E���� ���.��6 *�=�) ��C �� >�C
G.���.����� �M�-� � -��!���>��A ��.�A ν��

�������.�� G.���.������ �M�-� 5X,S�, ν�7� Ǳ.��G���H��1 >��
���H����� M ∈ S�  ��������.C�� ���� DE��  �����D/ � E���� 0
�� ���.����DE�C G����������������� �� �.����B ���H���� 5Mn7n∈N

��!�C1 >�� M X
⋃
n∈N

Mn � r · |Mn| � '∞ ��C ���B n ∈ N�
� P��� �� >�� �������� SM� �-����>��� σ0��F�-. {A∩M / A ∈

S�} G�����H���� ���H�����M 1 � �������� νM� , �F.���>���� ν�
�� SM� �

Ǳ.���.������ s /X 5M,SM� , νM� 7 ������� σ0
������� �������
���������� ������������ )*��� 5X,S�, ν�7� � ��� �>����� ��!H�1
>�� A /X ∗P5X7 , P�� ���H����� ���B �� �.����B G�����H���� X �

�� �.���DD @ �!J�D F / X → ∗
R ���6��D� SM 0����������

���1 ���� �6G�����6 ���� DE��  �����C/
?-@ r

∑
ξ∈X |F 5ξ7| � ∞n

?�@ 5∀A ∈ A75r · |A| ≈ #→ r ·∑ξ∈A |F 5ξ7| ≈ #7n
?0@ 5B ∈ A ∧B ⊂ X −M7→ r ·∑ξ∈B |F 5ξ7| ≈ #�


��� X XM 1 �� M , �� �.����� ���H����� � �� ω�0���6E��0
����� ���� ��1 >�� X X Mn ��C ��!���.�F� n ∈ N� � >��������1
ν�5X7 < '∞ � 5� ��� *�=�&7 G��C��� SM 0����F.�. ������ ���G�0
���� � G��C���� S 0����F.�. �������



*�=�9�� :;��
 =%

�� �.���DD @ �!J�D F / X → ∗
R ���6��D� ��$������ @ �!0

J�� f / X → ∗
R1 ���� f5ξ7 X ◦F 5ξ7 ��C νM� 0G�>�� ���B ξ ∈M �

&�0�-�� ������ ��!���.6� �-����>���C� Ǳ ��� L �-����>���
�� �.����� F�G�.!���>����.��� ��!��.��� G.���.������ @ �!J�A
F / X → ∗

R � ��.��A ‖F‖ /X r · ∑ξ∈X |F 5ξ7|� 
��� A ∈ A1 ��
‖F‖A /X ‖F · χA‖ /X r

∑
ξ∈A |F 5ξ7|1 F�� χA , B�.�!��.����>��!�C

@ �!J�C ���H����� A�
��G�����1 >�� UVW5L 7 , ���I��� G��G.���.������ ���� G�6B

P�������� G.���.������ L 1 ������������ ��>!��� � ���� G�6�� ��.0
����1 � L� ⊂ UVW5L 7 , ���H����� P�������� � -��!���>�� ����A
��.��A 5��� *�$�$7� ��������.���C �-���>!� L � /X UVW5L 7/L� G.��0
�����C�� ��-�A ����G�.�-������ -���B��� G.���.������ 5���� �� �0
.���CC ��E����� |X | ���H����� X , -��!���>�� -���I�� >����7�
�-����>�� �������� S 5M7 G��G.���.������ UVW5L 71 �����CE�� ��
SM 0����F.�. ��6B @ �!J�A�

� P��� .������ ���F�� @�!��.����� ���H����� M 1 ��! >�� ���0
��� S 5M7 � SM - ��� G����� S 1 � ������ νM� , G.���� ν�� ��!�0
��J1 ��G��� F ∼ G ����>���1 >�� ‖F −G‖ ≈ #�

?-@ +�� ����������� 0��	#�� F ∈ L �� ������"����
‖F‖ ≈ # �������% ��� F 5ξ7 ≈ # ��� ν������� ���� ξ�

� Ǳ.��G���H��1 >�� ������C ��!�� ���H����� A ∈ S�1 >��
ν�5A7 > # � ◦F 5ξ7 �X # ��C ���B ξ ∈ A� Ǳ�!�H��1 >�� ��F�� ��!���.��
�� �.����� B ∈ A  ��������.C�� ��� H� ���6�  �����C��

� ����� ����1 ���� ν�5A7 ≤ '∞1 �� G� ���.��� *�=�4 ν�5A7 X
Yjk{ν�5B7 / B ∈ A1 B ⊂ A}� 
��� ν�5A7 X '∞1 �� G� ��A H� ���.�0
�� ��-� � E���� �� �� �.����� G�����H����� B ���H����� A1 ��C
!���.�F� ν�5B7 X '∞1 ��-� ��H�� G���-.��� G�����������������
5An7 �� �.����B ���H���� ��!1 >��-6 A ⊂ ⋃∞

n��An � ν�5An7 < '∞
��C ���B n ∈ N� � G�������� �� >�� ν�5A ∩ An7 → '∞1 G�P��� 
� E���� �� ��!�A ����. n1 >�� ν�5A ∩ An7 > #1 ����� -6��1 �����
��H�� G.������� ���.�� *�=�4�

���!1 ��C ��!���.�F� B ∈ A �6G���C���C ν�5B7 > #� ��! !�!
T /X {|F 5ξ7| / ξ ∈ B} , �� �.����� ���H�����1 �� α /X ◦53Z[ T 7 > #
� ◦‖F‖ ≥ ◦5αr|B|7 X ◦αν�5B7 > #� �

?�@ (��� F ∈ S � G ∼ F % �� G ∈ S �

� 
���A  ��������.C�� ����� ��  �����A 5"7 � 5=7 �G.�������C
�� *�=�$$1 �� ‖F‖A ≈ # �1 G��!���! ‖F −G‖ ≈ #1 - ��� ��!H� ‖F −
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G‖A ≈ #� ��!�� �-.����1 ‖G‖A ≈ #� �
�����F�>�6� ���-.�H���C G.����C� ! ���� DE��  ���.H��0

��D�

?0@ ����
��
��
� ������	
 S � �����
����� ����� �
�
!	����� �������
����� �
�
���
 ����
����
 L ��

&�0�-0� �������� =��	#�� f / X → ∗
R ����� νM� ����������

!�� � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ��
 �!��� SM ���������!��
��0���� F � * -��! ����
� �!��� !���� 
�������

∫

M

f dνM� X
◦(
r

∑

ξ∈X
F 5ξ7

)

.

� ����1 >�� �������>�� �-�������� ���.�� ��C G���H�������A
@ �!J�� f � � ������������ � P��� G.��G���H��1 >�� f ∈ L�5ν�7 �
f ≥ #� Ǳ ��� fn /X f · χMn � Ǳ����������������� 5fn7 ���������
���.������ � �B�����C G���>�>�� ! ����F.�. ���A @ �!J�� f 1 ���0
����������1

5$7
∫

M

fn dν� →
∫

M

f dν��

�� ��F�� ��.�� ��!H� � G.�������� ������I����

5"7
∫

M

|fn − fm| dν� → #, n,m→ '∞�

�������� @ �!J�� fn ����.H���C �� �� �.����� ���H�����Mn

!���>��A ��.61 G�P��� ��F����� ���.��� *�=�) � E���� �� S 0����0
F.�. ��6A ��@���F Fn @ �!J�� fn1 .���6A � �D ��� Mn 5���� 
 �����C *�=�$$ 5=71 Fn5ξ7 X # G.� ξ ∈ X −Mn7� ����� ��F�1 �����
����� .�������� 5��� *�=�$$7

5=7
∫

M

fn dν
M
� X

◦(
r

∑

ξ∈X
Fn5ξ7

)
�

	����1  ������������ �6I� G.�������� ������I���� 5"7 ���0
>��1 >�� ◦‖Fn − Fm‖ → # G.� m,n → '∞� ��F�� �� G.����H���C
*�=�$" 5=7 �6��!��� � E���������� �� �.����A @ �!J�� F ∈ S ��0
!�A1 >�� ◦‖Fn − F‖ → #� ��! �����1 ◦‖Fn‖ → ◦‖F‖� Ǳ.������6A
G�.�B�� � 5=7 �  >���� 5$7 G.������ ! ��� 1 >�� 5=7 �6G���C���C
��!H� ��C F � f � �������C G�!�����1 >�� f5ξ7 X ◦F 5ξ7 ��C ν�0
G�>�� ���B ξ� ������� G.���������� ��� .������ >���� k > #� Ǳ�0
�C���1 >�� ◦‖Fn · χMk

− F · χMk
‖ → # G.� n → ∞� 
��� n > k1



*�=�9�� :;��
 =&

�� Mn ⊃ Mk1 �������������1 fn · χMk
X fk · χMk

� ��!�� �-.�0
���1 ν�0G�>�� ��D� Fn · χMk

≈ Fk · χMk
1 � ��F�� ν�0G�>�� ��D� 

Fn · χMk
− F · χMk

≈ Fk · χMk
− F · χMk

� ��! !�! @ �!J�� � G�����0
��� ������I���� S 0����F.�. ��6 � .���6 � �D ��� ���H�����Mk

!���>��A ��.61 �� ◦‖Fn·χMk
−F ·χMk

‖ X ◦‖Fk·χMk
−F ·χMk

‖� Ǳ�.�B�0
�C � G�������� .�������� ! G.���� G.� n→∞1 G�� >�� .��������
◦‖Fk · χMk

− F · χMk
‖ X #1 �G.��������� ��C ���B k� ��G�.� �� G.��0

��H���C *�=�$" 5$7 �6�����1 >�� ν�0G�>�� ��D� Fk · χMk
≈ F · χMk

�
���!1 ������I���� f · χMk

≈ F · χMk
�6G���C���C ν�0G�>�� ��D� 

�1 ����� -6��1 f ≈ F |M ��!H� ν�0G�>�� ��D� 1 �-� M X
⋃∞
k��Mk�

Ǳ.��G���H�� ��G�.�1 >�� F ∈ S � f / M → R ��!��61 >��
f5ξ7 X ◦F 5ξ7 ��C G�>�� ���B ξ ∈M � Ǳ�!�H��1 >�� ��F�� f ∈ L�5ν�7
� ��C F � f �6G���C���C .�������� 5=7� Ǳ ��� Fn /X F · χMk

� ��F��
ν�0G�>�� ��D� fn /X f ·χMk

≈ Fn1 ���>��1 G.������� ���.��� *�=�)1
��! !�! ν�5Mn7 !���>��� ��� ���6� �G.�������6 ������I���C

∫

M

|fn| dν� X ◦‖Fn‖ ≤ ◦‖F‖.

Ǳ��!���! G����������������� 5|fn|7 ��������� ���.������ �
G.� P��� �B�����C ! |f |1 �� �� ���.��6 ��-�F� � G.�������� G�.�0
B��� ���� ��1 >�� f ∈ L�5ν�7� � ��� ��!������F� �6I� � E���� ��
S 0����F.�. ���C �� �.���CC @ �!J�C G / X → ∗

R1 ��C !���.�A
�6G���C���C .��������

∫
M |fn| dν� X ◦‖G‖�

T��-6 ��!����� 5=7 ��C F � f 1 �������>�� �-�������� ������0
I���� ‖F −G‖ ≈ #� ���>��� �������1 >�� ���� A ∈ A � A ⊂ M 1 ��
���� ω�0���6E������� A ⊂ Mn ��C ��!���.�F� ����.� n� `�@�!0
��. �� ��!�� ���H����� A � ���������� DE�A �� ����. n� Ǳ ���
FM /X F · χM � ��F�� ν�0G�>�� ��D� f ≈ GM � ν�0G�>�� ��D� 
f ≈ FM 1 �������������1 ν�0G�>�� ��D� FMn ≈ GMn � �� ��F��
‖F −G‖A ≈ #1 ��! !�! F � G C��CD��C S 0����F.�. ��6���

�������.�� ����A���� @�.� � tm,n5A7 /X {A ∈ A ∧ Mn ⊂
A ∧ ‖F − G‖A ≤ m−�}� 	�C !�H��F� ��� .�����F� >���� N ∈ N

� E���� �� A ∈ A1 ��C !���.�F� ��.�� @�.� �� tm,n5A7 G.� ���B
n,m ≤ N � �������������1 � E���� �� A ∈ A1 ��C !���.�F� ��.�6
���B @�.� �6 tm,n5A7� �� ��F��M ⊂ A � ‖F −G‖A ≈ #� Ǳ��!���! 
F,G ∈ S 1 �� - ��� ‖F −G‖X−A ≈ #� �������������1 ‖F −G‖ ≈ #� �
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&�0�-.� Ǳ ��� p ∈ e$,'∞71 � .������.�� �� �.����� G.���.��0
���� Lp1 �����CE�� �� @ �!J�A F / X → ∗

R � ��.��A

‖F‖p X
◦(

r
∑

ξ∈X
|F 5ξ7|p

)�/p

.

���F�� G.����CD��C � -���� G��.�-�6� �-����>���C ��C P��F� G.�0
��.������ � ��.�6 � ���/ L X

p,� � ‖·‖p,�� 	�C F,G ∈ Lp - ��� G�����
F ∼

p
G1 ���� ‖F −G‖p ≈ #� Ǳ.���.������ L �

p �G.����C���C ��! H�1

!�! � �6I� � G�.�F.�@� *�$� 	�C G.���������F� A ∈ A �6G���C���C
‖F‖p,A X ‖F · χA‖p� �-����>�� �������� Sp5M7 G��G.���.������
Lp1 �����CE�� �� @ �!J�A F ∈ Lp1 ��C !���.6B ���G��� |F |p - ���
SM 0����F.�. ���A� 	�C G.�����6 - ��� G����� Sp1 �G �!�C M 1
!�F�� P�� �� ����� ! G ����J�� ��! !�! ‖F‖p,A X ‖|F |p‖A ��C �D0
-�A �� �.����A @ �!J�� F � G.���������F� A ∈ A1 �� G.����H���C
*�=�$" 5$7<5=7 ����D��C � ����1 ���� �������� � ��B L 1 S � ‖ · ‖ ��
Lp1 Sp � ‖ · ‖p ���������������

����.I���� �����F�>�6� �-.���� ����C��C !��G��!��6� G.�0
��.������ Lp � Sp� ����� ��F�1 ���� F / X → C , �� �.���CC
@ �!J�C1 �� F X u]F ' i 8\F � ��C !�H��F� A ∈ A - ���

‖u]F‖p,A, ‖ 8\F‖p,A ≤ ‖F‖p,A ≤ ‖u]F‖p,A ' ‖ 8\F‖p,A.
�� P��B ��.������� ���� ��1 >�� F ∈ Lp 5Sp7 � ��� � ����!� � ���
�� >��1 ���� u]F ∈ Lp 5Sp7 � 8\F ∈ Lp 5Sp7�

(��� f / M → F% ��� F ) �������� ���� �	
���� �R ��� C %
�� f ∈ Lp5s7 � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ��'������� ��0����
F / X → ∗

F 0��	#�� f �
	��% ��� F ∈ Sp5M7� $���� ����% ‖f‖p X
◦‖F‖p�

&�0�-/� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ �����. !J�C ��.6 �M�-� G.����H��� � e4#%f� ����.���1

G.����������6A � *�=�$<*�=�$#1 B�.�I� ��������1 ��� e%1 "&(f� ���.�0
�� *�=�4 ��C �� >�C !���>��A ��.6  ���������� �M�-�� � e4#%f� 
���0
���������� � �� >�� -��!���>��A ��.61 � ��!H� ���A���� *�=�4 547
 �������� g����� e==#fn .�� �����6 *�=�" � *�=�= ��C�6 �� e==#f�

?�@ ���.��� *�=�*  ���������� �M�-�� e4#%1 4#*f� �����F�>��C
B�.�!��.���J�C ������C � ��C ����.��6B ���-.�H���A �� ���>�0
��C�� � G����� ��G�.�-������ ���.�>��!�� G.���.������ 5��� e"4)1



*�4��������������� ����
���� � !��� =(

4#%f7� 	����� � *�=�& �G.�������� S 0����F.�. ������ ���� �M�- e4#*fn
���!���!� .���� ����.��� .������.�� � e"4&f P!�����������  ������
*�=�& 5$7�

?0@ Ǳ��C��� σ0!���>��F� G��G.���.������ G.���.������ �M�-�
���� 
� �� +�.��� � e4&f� � P��A H� .�-���  ���������� ���.���
*�=�$=� � ����H���� *�=�$$<*�=�$4 �6 ���� �� ����F.�@�� e=$&f�

&�.� �")��)�"*�"+��"� )���������� � 4���,

v��� �����CE�F� G�.�F.�@� , G�!�����1 >�� ��C!�� ������.�0
��� G.���.������ � σ0!���>��A ��.�A G�F. H����C � G.���.������
�M�-� G��B��CE�F� F�G�.!���>��F� G.���.������ � .������.��A ��0
.�A� ��!���.6� .��� H����C ��H� G.��G���F�D�1 >�� ��G���� �0
�6A ��������.��6A  ����.� �  ��������.C�� G.��J�G ��������0
J�� ���������

&�.�-� ��A>�� �6 ��A����C ��!������������ ��F�1 >�� ��C !�H0
��F� G.���.������ 5X,a, μ7 � σ0!���>��A ��.�A μ ��H�� G���.�0
��� G.���.������ �M�-� 5X,S�, ν�7 � �F� σ0!���>��� G��G.���.������
5M,SM� , νM� 7 ��!��1 >�� X ⊂ ∗X � ��C !�H��F� p ∈ e$,∞7 � E���� 0
�� ������.�>��!�� ���H���� jp / Lp5μ7 → Lp5νM� 7� 	����1 ��C �D0
-�A @ �!J�� f ∈ Lp5μ7 �� �.���CC @ �!J�C F /X ∗f |X ����.H���C
� Sp5M7 � �� H�� ��@���F�� jp5f7� ���D�� �6��!���1 � >�����0
���1 >�� ��C �D-�F� f ∈ Lp5μ7 5��>���1 ��C �D-�F� G.����������C
!����� f7

∫

X

f dμ X
◦(

r
∑

ξ∈X

∗f5ξ7
)

.

Ǳ ��� 5Y,_, μ7 , ������.���� G.���.������ � ��.�A� S������ ξ
�� ∗Y ���6��D� ��������1 ���� ξ �� ����.H���C �� � ����� ����0
��.���� ���H����� � ����A ��.6� ���!1 P������ ξ ∈ ∗Y �� >���1
���� ��C �D-�F� ������.���F� A ∈ _ �� μ5A7 X # ���� �� ξ /∈ ∗A�

?-@ Ǳ���� ��� -��!���� ∗Y ����
���� ������% ��'������
�� ��������� !�������� B ∈ _ �
	��% ��� μ5∗Y − B7 X # � ���
-��!���� B ����
����

� Ǳ ��� J , ����� ���H���� � ����A ��.6� Ǳ� G.��J�G 
��������J�� � E���� �� F�G�.!���>��� ���H����� M ⊂ ∗J ��!��1
>�� ��C �D-�F� ������.���F� A ∈ J �6G���C���C ∗A ∈ M � Ǳ ���
X /X

⋃
M � ��F�� X ∈ ∗Y ∗μ5X7 X #� ����1 >�� ���� ξ ∈ ∗Y − X 1



4# ��� *������	
 ��������������

�� ξ , �� >�A�6A P������1 c Y − X C��C���C ���H������ G����A
��.6� �

?�@ Ǳ���� 
��!
���
�!�� ����
��
���� �������! ����
��������� ���#��� �
�
���������% 
 5X,Y , μ7 ) ��
��
����
����
����� � !���� ����
 ��'������� �
	�� -��!��� ξ ∈ ∗X % ���

5∀Y ∈ Y 75μ5Y 7 X #→ ξ ∈ ∗Y 7.

� �������.�� �� �.����A !���� N /X {Y ∈ Y / ∗μ5Y 7 X #}�
��G���� C G.��J�G ��G.����������1 ��H�� G�!�����1 >�� ��A����C
F�G�.!���>��� ����A���� G /X {Gn / n < λ} 1 F�� λ ∈ ∗N1 ��!��1 >��
G ⊂ N � ∗A ∈ N↔ ∗A ∈ G� � ��� G.��J�G� G�.����� Y� /X

⋃{Gn /
n < λ} ∈ ∗Y � �������������1 ∗μ5Y�7 X #� ���D�� ∗μ5∗X − Y�7 X
∗μ5∗X7 X μ5X71 �� �� ∗X − Y� �X ∅ 5G.��G���F����C1 >�� μ5X7 > #7�
�>������1 �D-�A P������ �� ∗X − Y� C��C���C ��!��6�� �

Ǳ��C��� �� >�A��F� P������� ��F!� .��G.���.��C���C �� �� >�A
τ 0������.���F� G.���.������ � ��.�A�

Ǳ ��� τ , ��G ����6A P������ � 5Y,_, λ7 , P�� τ 0������.����
G.���.������ � σ0!���>��A ��.�C�������A ��.�A λ� S������ y ∈ Y
������� τ 0��������1 ���� ��C �D-�F� τ 0������.���F� ���H�����
A ∈ _ �� λ5A7 X # �6��!��� y /∈ A�

� >��������1 ���� >���� τ ������.���1 �� �� 5Y,_, λ7 , ����0
��.���� ��.�C�������� G.���.������1 �� τ 0�� >�A�6A P������ y ∈
∗Y �� >���� ��� �����C1 τ 0�� >�A�6� P������6 �G.����CD��C � �
������.���� G.���.������ 5Y,_, λ7 ��C ��������.���F� τ � 	�C τ 0
������.���F� G.���.������ G.����H���� 5$7 �������C � �����

?0@ >�'������� ��������� !�������� B ∈ _ �
	��% ���
μ5∗Y −B7 X # � ��� -��!���� B ����&��� τ �����
���!��

� 	�!����������� G����.C�� .��� H����C �� 5$71 ����!� ���0
��� G.��J�G� ��������J�� ���� �� G.������� .��C������.�����6A
G.��J�G ��������J�� ��C τ 0������.��6B ���H����� �

&�.��� Ǳ.��G���H��1 >�� 5Y,_, λ7 , G.���������� τ 0������.�0
�6B ��.�C������6B G.���.����� 5Y�,_�, λ�7 � 5Y�,_�, λ�7� ��F!� ��0
����1 >�� ���� y X 5y�, y�7 , P�� τ 0�� >�A�6A P������ Y 1 �� yl ,
��!���.6A τ 0������.��6A P������ Yl� �-.����� ����.��� ��!1 ��0
G.���.1 ���� y� X y� � ��.� ���F����� IY /X {5y, y7 / y ∈ Y } .����
� �D1 �� P������ 5y�, y�7 �� - ��� τ 0�� >�A�6�1 ��H� ���� τ 0�� >���



*�4��������������� ����
���� � !��� 4$

P������ y�1 ��! !�! 5y�, y�7 �B���� � τ 0������.���� ���H����� � ��0
��A ��.6 IY �

?-@ (��� y� ) -�� τ �����
���� -��!��� Y�% 
 y� ) -��
5τ, y�7�����
���� -��!��� Y�% �� 5y�, y�7 ����� τ �����
���! -��!���
��! Y X Y� × Y��

� Ǳ ��� A ⊂ Y� × Y� , ��!�� τ 0������.���� ���H�����1 >��
λ5A7 X #� ��F�� ��C �D-�F� z� ∈ Y� ���H����� Az� /X {z� ∈
Y� / 5z�, z�7 ∈ A} - ��� 5τ, z�70������.��6�� �-����>�� C /X {z� ∈
Y / λ�5Az�7 X #}� ��! �����1 C , P�� τ 0������.���� ���H����� �
λ�5C7 X $ G� ���.��� N -���� Ǳ�  �����D y� C��C���C τ 0�� >�A�6�
P��������1 G�P��� y� ∈ C1 �������������1 λ�5Ay�7 X # � y� /∈
Ay� 1 G��!���! ���H����� Ay� C��C���C 5τ, y�70������.��6�� ���!1
5y�, y�7 /∈ A �1 ����� -6��1 5y�, y�7 , P�� τ 0�� >�A�6A P������� �

?�@ Ǳ ��� 5Y,_, λ7 , ��!���.�� τ 0������.���� ��.�C�0
������� G.���.������� �� �.���CC G����������������� 5yn7n∈∗Z ��0
�6�����C ����������� ������������"����"# τ 0�� >�A�6B P�����0
��� � Y 1 ���� ��� G.�������C�� ��-�A τ 0�� >�A�6A P������ τ 0����0
��.���F� G.���.������ 5Y

∗
Z, λ∞71 F�� λ∞ , �>����C ���G��� ��.6 λ�

&�.�0� ������� ��������� D G����������������� 5yn7n∈∗Z �� τ 0
�� >�A�6B P�������� � Y � ��� - ��� ����.������� G.�����������

?-@
∫

Y

f dλ X U3\
n→∞

�
n

n−�∑

k��

f5yk7

��C τ 0������.���A @ �!J�� f �

?�@ Ǳ���� 5Y,_, λ7 ) ������������ ����
�����% 
 λ∞

) �����
� ������� !�� λ �
 !�������� Y Z� +�� �&��� �������
��!�� 0��	#�� f / Y → R �����
��! ��!����! Af !�������� ���
��������
���������� 5yn7n∈Z ∈ Y Z% ��� 	����� �!��� !���� ����
��
������ �4 � ����
 λ∞5Af 7 X $�

� Ǳ ��� T / Y Z → Y Z , �G�.���. ����F� , �������$��� ,���
����/

T 55yn7n∈Z7 /X 5y′n7n∈Z, y′n /X yn��.

��������1 >�� �G�.���. T &�������� 5��� e(&1 F���� )1 § $1 ���.��� $f7�
��� ���6� ��C !�H��A @ �!J�� ϕ ∈ L�5λ∞7 - ���

∫

Y Z

ϕdλ∞ X U3\
n→∞

$
n

n−�∑

k��

ϕ5T ky7



4" ��� *������	
 ��������������

��C G�>�� ���B y ∈ Y Z� Ǳ ��� ���-.�H���� w� / Y Z → Y �G.����C��0
�C @�.� ��A w�55yn7n∈Z7 /X y�� �� �G.�������C ��.6 λ∞ �����1 >��
���-.�H���� w� ��B.��C�� ��. 1 �������������1

∫
Y Z ϕdλ

∞ X
∫
Y f dλ1

���� ϕ X f ◦w�� ����� ��F�1 ϕ5T ky7 X 5f ◦w�75T ky7 X f5yk71 ��! ��
� �6��!��� �.�- ����� �

?0@ �������� (��� 5yn7n∈∗Z ) ���
����!
� ��������
�
��������� τ �����
���� -��!����� � Y % �� ��� �&��� τ ���
��
����
0��	#�� f / Y → ∗

R% �����'�� � L�5λ7% ����������� �4 �

� Ǳ.������ .��C������.�����6A G.��J�G G�.����� ! G.����0
H���D 5"71 ��!�D>���1 >�� τ 0������.���� ���H����� Af ����� G��0
� D ��. 1 �������������1 �D-�C ����������C G�����������������
5yn7n∈Z τ 0������.��6B P�������� ����.H���C � Af � ��� ���6� �60
G������ 5$7� �

&�.�.� �������� (��� 5Y,_, δ7 ) ��	����� τ ���
��
���� ���
��
����� � 	������� !��� δ% �� ��'������� ��������� ����	��
������ !�������� Y� ⊂ Y �
	��% ��� ��� �&��� τ ���
��
���� �����
����!�� 0��	#�� f / Y → ∗

R ����������� 
�������
∫

Y

f dδ
τ≈ δ5Y 7
|Y�|

∑

y∈Y�
f5y7.

� �������1 G.�H�� ���F�1 >�� δ5Y 7 , P�� τ 0������.���� F�0
G�.��A����������� >����1 �� C��CDE���C1 ���-E� F���.C1 ���� G0
�6�1 � !���>����� δ ����>��� ��I� �G.����������� ������I���C
δ5Y 7 �X ∞� `������ G.���.������ 5Y,_, δ7 �� ��.�C�������� G.�0
��.������ 5Y,_, λ71 G���F�C λ /X �

δ�Y 	δ� ��F�� ��H� ����F.�����
G� δ � λ ������C �>������C ��C��/

∫

Y

f dδ X δ5Y 7
∫

Y

f dλ.

Ǳ ��� y /X 5yn7n∈∗Z ,����������C G����������������� τ 0�� >�A�6B
P�������� �� 5Y,_, λ71 �N , ��!���.�� 5τ, y70-��!���>�� -���I�� F�0
G�.��� .������ >����� ��F�� G��!���! G����������������� � G.�0
��A >���� @�.� �6 *�4�= 5$7 5τ, y70������.���1 ��1 ��G���� C 4�*�4 5$71
G.�B���� ! ������I���D

∫

Y

f dλ
�τ,y	≈ $

N

N−�∑

k��

f5yk7.
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���� � !��� 4=

Ǳ���H�� Y� /X {y�, . . . , yN−�}� �������C ���G����������C ����>��0
��A �6I� ��C��D ��H� ����F.����� G� δ � λ � ��� @�!���1 >��

������I���� α
�τ,y	≈ β ���>�� α

τ≈ β 5��� 4�*�"7� �

&�.�/� �������.�� ����� ������.���� G.���.������ 5X,a, μ7 �
σ0!���>��A ��.�A μ� ���!1 � E���� �� ���.����DE�C G��������0
��������� ���H���� Xn ∈ a ��!�C1 >�� μ5Xn7 < '∞ ��C ���B n ∈ N

� X X
⋃
n∈N

Xn� Ǳ ��� an �-����>��� σ0��F�-. {A ∩ Xn / A ∈ a}1 �
μn , P�� � H���� μ �� an� ��F�� ��C �D-�A ����F.�. ���A @ �!0
J�� f / X → R - ���

∫

X

f dμ X U3\
n→∞

∫

Xn

fn dμn,

F�� fn /X f |Xn �

�������� >�'�����&� ��������� ����	������� !��������
X ⊂ ∗X � ������������������ ����� r ∈ ∗R �
	��% ���

∫

X

f dμ X
◦(

r
∑

ξ∈X

∗f5ξ7
)

��� �&��� ��
��
���� 0��	#�� f ∈ L�5μ7�

� Ǳ ��� τ , -��!���>�� -���I�� F�G�.��� .������ >�����
Ǳ���H�� 5Y,_, δ7 /X 5∗Xτ , ∗aτ , ∗μτ 7� ��F�� 5Y,_, δ7  ��������0

.C��  �����C� ���.��6 *�4�4� ��! �����1 ∗fτ , P�� τ 0������.���C
����F.�. ���C @ �!J�C �� ∗Xτ � ��! !�! Y� ⊂ ∗Xτ 5�G.�������� Y�
��� � *�4�471 �� ∗fτ |Y� X ∗f |Y� � `������ ��!H�1 >�� �� ����>����F�
G�.�� @�.� ��.��!�A G.�������F� ������I���C G�� >���

∫

X

f dμ X
◦∫

∗Xτ

∗fτ dμτ .

�.�- ���� �6��!��� ��G�.� �� G�������F� ������I���C � ���.��6
*�4�41 ���� G���H��� r /X δ5Y 7|Y�|−� � X /X Y� �  >����1 >��

∫
X
f dμ

, ������.���� >����� �



44 ��� *������	
 ��������������

&�.�&� ��H� ��� G��.�- D��C ��!���.6� @�!�6 �� ���.�� ��.0
��.�����6B - ���6B ��F�-.� ��� P�� �������C ���D��C � !��F� e"(f�

Ǳ ��� B , - ���� ��F�-.� � m, ��.�F� G���H�������C !���>0
��0���������C ��.� �� B� ��F�� B  ��������.C�� �����# �����
����� ����-���� ���1 !�! �E� F���.C�1 ����� ������� ���n �� ��
!�H��� G�����H����� E ⊂ B1 �����CE�� �� G�G�.�� ���KD�!��6B
P��������1 �� -���� >�� �>����� ��C!�C σ0��F�-.� �>����F� ��G� C�0
�C���C G����A� Ǳ��� D - ��� ��F�-. �� ��.�F� G���H�������A
�>����0���������A ��.�A ���6��D� ��������������

Ǳ ��� 5B�,m�7 � 5B�,m�7 , ��.��.�����6� - ���6 ��F�-.6�
��H�6A F�����.@��� ϕ / B� → B�1 ��B.��CDE�A ��. 1 C��C���C
������ ����������1 �� �� ϕ5YjkE7 X Yjkϕ5E7 ��C �D-�F� E ⊂
B�� ���D�� �6��!���1 >�� ϕ5B�7 , G.�������C G����F�-.� B�1
�� �� ��>�6� ��.B��� F.���J6 G.���������F� ���H����� E ⊂ ϕ5B�7
� ��F�-.�B ϕ5B�7 � B� ���G���D��

Ǳ.��G���H�� ��G�.�1 >�� 5Y,_, δ7 , G.���.������ � !���>��A
��.�A � n5_7 /X {c ∈ _ / δ5c7 X #}� ��F�� _ /X _/n5_7 , ��.��0
.������C - ���� ��F�-.� �� ��.�F� G���H�������A ��.�A δ ��!�A1
>�� δ5ecf7 X δ5c71 F�� ecf , !���� P!������������� P������� c ∈ _ �
_� ��.��.����� D ��F�-. _ G.��C�� ���6���� ��������
�� ������
��� G.���.������ 5Y,_, δ7� � !�H��A ����.���A @ �!J��A f / Y →
R ��CH�� ��������� ���.����DE��1 ��G.�.6���� �G.��� ����A����
5etf 7t∈R P�������� _1 ���6������ '���
�������
�� ��� �����(����

�� �����-� ��C f � �G.����C���� @�.� ��A eft /X e{y / f5y7 ≤ t}f�
`������1 >�� Yjk5eft 7 X -B � 3Z[5eft 7 X 6B�

?-@ ,�!��!
� 0��	#�� f ��������!
 � ��! � ����	�
� ��! ����
�% ���� �����
�

∫∞
−∞ t dδ5e

t
f 7 �������� �

∫

Y

f dδ X

∞∫

−∞
t dδ5etf 7.

� S�� G.����A � B�.�I� �������6A @�!�1 ���1 ��G.���.1 e"(1
F���� m81 § =f� �

?�@ (��� 5Y,_, δ7 ) ��
��
���� ����
����� � 	�����
��� !���% Y� ⊂ ∗Y ������������ �������! ����!� 2�?�? ��� ��
��
�
���! τ % λ /X δ5Y 7 · |Y�|−� � 5Y�, Sλ, νλ7 ) �����������&'�� ���
��
����� :;��
% �� ����
����� ψ / _ → Sλ% ��������!�� 0�!��



*�4��������������� ����
���� � !��� 4%

��� ψ5ecf7 X e∗c∩ Ynf �c ∈ _ % �����
����� ����� ���
��&'�� !��
!���!�0��!�

� ���� �� ���������� �� ���.��6 *�4�41 ���� G.�������  !�0
���� D ��� @�.� � ! B�.�!��.����>��!�� @ �!J�C� ���H����
�� _� �

?0@ Ǳ���� ��������� ������� ������'��� ��������
��� 2�?�2 �3 � Ǳ��������! �������������% ��� h ∈ L�5δ7 � H /X
∗h|Y� % 
 0��	#�� h̃ / Y� → R �
	��
% ��� h̃5y7 X ◦∗h5y7 ��� ����

y ∈ Y�� ����
 h̃ ∈ L�5νλ7%
∫
Y
h dδ X

∫
Y�
h̃ dνλ � 0��	#�� H �����

S ���������!���

� 	�C �D-�F� ������.���F� t ∈ R G���H�� Ct /X {y ∈ Y / h5y7 ≤
t}1 ct /X eCtf ∈ _1 Et /X {y ∈ Y� / h̃5y7 ≤ t} � et /X eEtf ∈ Sλ� ��F��
5ct7t∈R , .����H���� �����J6 @ �!J�� h � _ � 5et7t∈R , .����H�0
��� �����J61 ���������� DE�� P������ h̃� ��! !�! ������.@���
ψ / _ → Sλ1 �G.�������6A � 5"71 ��B.��C�� ��>�6� F.���J61 ��1 G�0
��F�C ẽt /X ψ5ct71 G�� >��1 >�� 5ẽt7t∈R , .����H���� �����J6� ��
G.��J�G� G�.����� �����1 >�� ẽt X {y ∈ Y� / ∗h5y7 ≤ t}� ��G���� C
�G.�������� h̃1 �6 G�� >�� et� < ẽt� � ẽt� < et� ��C �D-6B ������.�0
�6B t� < t�� ���D�� � �� ��G.�.6������ �G.��� ����A��� 5et7t∈R �
5ẽt7t∈R �6��!��� et X ẽt ��C �D-�F� t� ��G�.� �� 5$7 G�� >��� G�.0
�6� ���  ���.H����C �.�- ���F� G.����H���C1 ��! !�! ψ ��B.��C��
��. � �.����  ���.H����� �6��!��� �� *�=�& 5$7� �

&�.�2� �� *�4�$ �����1 >�� ��C �D-�F� ������.���F� A ∈ a �60
G���C���C @�.� ��

μ5A7 X ◦5r · |X ∩ ∗A|7.
5`����1 !�! �-6>��1 ◦t /X '∞1 ���� t ∈ ∗R � t ≈ '∞�7 ���D�� � ��
������I���C μ5∗Xn7 < '∞ �6��!���1 >�� �.�A!� s X 5M,SM� , νM� 71
F�� Mn /X X ∩ ∗Xn ��C ���B n ∈ N � M /X

⋃
n∈N

Mn1 - ��� σ0
!���>�6� G��G.���.������� G.���.������ �M�-� 5X,S�, ν�7�

�������� Ǳ���� 5X,a, μ7 ) ��
��
���� ����
����� � σ�	��
������ !���% ����! X X

⋃
n∈N

Xn � μ5Xn7 < '∞ ��� ���� n ∈ N�
Ǳ��������!% ��� X ⊂ ∗X � r ∈ ∗

R ����������&� �������!
����!� 2�?�@� Ǳ�����! Mn /X X ∩ ∗Xn � M /X

⋃
n∈N

Mn� ���
��
 ��� �&���� p ∈ e$,'∞7 � ����������� f ∈ Lp5μ7 �������
��� 0��	#�� F 5f7 /X ∗f |X ������ � Sp5M7 � jp5f7 X ◦F 5f7% ��



4* ��� *������	
 ��������������

jp / Lp5μ7→ Lp5νM� 7 ) ���!������	�� ��������� * �
�������% ����
f ∈ L�5μ7% �� ∫

X

f dμ X
∫

M

j�5f7 dνM� .

� 	������>�� G.������ ��!����������� G.� p X $ � f ≥ #�
�������.�� G.���.������ �M�-� 5Mn, S�n , ν�n7 � !���>��A ��0

.�A1 F�� rn X μ5Xn7 · |Mn|−� ≈ r · |Mn| · |Mn|−� X r� Ǳ.� P��� �60
G�����6  �����C G.����H���C *�4�* 5=71 ���� �������� � ��� 5Y,_, δ7
�� 5Xn,an, μn7 � Y� �� Mn�

Ǳ ��� fn /X f · χXn / X → R � fn /X f |Xn � � ��� *�4�* 5=7 ∗f |Mn

�� H�� S 0����F.�. ��6� ��@���F�� @ �!J�� ◦5∗f |Mn7 � �6G���C0
D��C .��������

∫

Xn

fn dμn X
∫

Mn

◦5∗f |Mn7 dν�n X

X
◦(

rn

∑

ξ∈Mn

∗fn5ξ7
)

X
◦(

rn

∑

ξ∈X

∗fn5ξ7
)

.

Ǳ�������� .�������� �G.�������� ���� ��F�1 >�� �
�n
≈ $ � ∗fn5ξ7 X

# G.� ξ ∈ X −Mn� �� �!������F� ���� �� ��!H�1 >�� ∗fn|X , P��
SM 0����F.�. ��6A ��@���F @ �!J�� j�5fn7 �1 ����� -6��1 ��.��
.��������

∫
X
fn dμ X

∫
M
j�5fn7 dνM� � Ǳ��!���! G�����������������

5j�5fn77 ��������� ���.������ � �B�����C G���>�>�� ! j�5f71 �� G.�0
�����6A G�.�B�� � G�������� .�������� G.������ ! �6��� � ���1
>�� P�� H� .�������� �G.�������� ��C f � j�5f7 ∈ L�5ν�7� Ǳ� ���.�0
�� *�4�% �����

◦(
r

∑

ξ∈X
|∗fn5ξ7− ∗f5ξ7|

)

X
∫

X

|fn − f | dμ→ #.

��G���� C ���!� ����� S 5M7� � L � 5��� *�=�$" 5=771 ��!�D>���
��G�.�1 >�� ∗f |X �B���� � S 5M7 �1 �������������1 �� H�� SM 0
����F.�. ��6� ��@���F�� @ �!J�� j�5f7� �

&�.�7� 	�C ���F�B !��!.���6B G.���.����� 5X,a, μ7 � σ0!���>0
��A ��.�A � E���� D� ���H���C Lp5μ7 � Lp5νM� 71 ����>�6� �� �G�0
�����F� �6I� ���H���C1 ��C�����F� � σ0!���>�6� G��G.���.�������



*�4��������������� ����
���� � !��� 4&

5M,SM� , νM� 7 G��B��CE�F� G.���.������ �M�-� 5X,S�, ν�7� ����I��0
���� �� ��B �������6 �� G���.����� ���-.�H���C ϕ / M → X1 ��0
B.��CDE�F� ��. � ��!�� ���-.�H���� ϕ ��� J�. �� ��C !�H��F�
p ∈ e$,∞7 ���H���� jϕp / Lp5μ7 → Lp5νM� 7 G� @�.� �� jϕp 5f7 /X f ◦ ϕ
5f ∈ Lp5μ77� Ǳ� ���.��� *�=�$= � �� ��������D *�=�$4 jϕp 5f7 ����� ��@0
���F F ∈ Sp5M71 !���.6A �6 ���6���� ��@���F�� f � � >��������1
��.�� ���� DE��  ���.H������

?-@ (��� f ∈ L�5μ7 � F ) -�� SM ���������!�� ��0�
���� 0��	#�� f % ��

∫

X

f dμ X
◦(

r
∑

ξ∈X
F 5ξ7

)

.

������� ��!H�1 >�� G.�������C�� ����.�� ����>� G���.����C
F G.� ������ f � � G.��6� E�B G �!��B P�� ����>� -6�� .�I���
������ G.���6� �G�J�����6� �-.����1 � ������/ ��C G��B��CE�F�
F�G�.!���>��F� ���H����� X ⊂ ∗X �6G���C���C

?�@ F X ∗f |X ��C ���B f ∈ L�5μ7�
� �-E�A ��� �J�� .�������� 5"7 �� ����� �����1 ��H� ���� X ⊂

∗X� ��H� �6 .������.�� ���� ��� ���H���C1 ��C !���.�F� 5"7 �60
G���C���C ��C �������>�� I�.�!�F� !����� ����F.�. ��6B @ �!0
J�A� �� ���>��� .��-�.�� B�.�I� �������6A G.���.�

?0@ Ǳ ��� X /X e#, $f � μ , ��.� ��-�F� �� X� `�@�!0
��. �� G.���������� F�G�.��A����������� >���� r ≈ # � G���H��
N /X er−�f � X /X {kr / k X $, . . . , N}� � P��� �� >�� G.���.������
�M�-� 5X,S�, ν�7 - ��� G.���.������� � !���>��A ��.�A/ ν�5X7 X $1
G�P��� M X X � � !�>����� ���-.�H���C ϕ / X → X ������� YV
5��G�����1 >�� YV5kr7 X ◦5kr77� ��H�� G�!�����1 >�� ���H�����
A ⊂ e#, $f - ��� ����.��6� G� ��-�F � ��� � ����!� � ��� �� >��1
���� YV−�5A 7 ����.��� G� �M�- � G.� P��� μ5A 7 X ν�5YV−�5A 77�
�� ��C ��C!�A ����F.�. ���A G� ��-�F @ �!J�� f �6G���C���C
.�������� 5"7� � P��� ��H�� ��F!�  -������C1 ���� ��C�� r ∈ ∗Q
� .������.��� @ �!J�D 	�.�B��� ����!� ���� f ����F.�. ��� G�
����� �� e#, $f � F �G.������� !�! � 5"71 �� �6G���C���C 5$7 � ��� 
"�=�$*� Ǳ�!�H��1 >�� � P��� �� >�� F /X ∗f |X ��A���������� C��C0
���C S 0����F.�. ��6� ��@���F�� @ �!J�� f �

Ǳ��!���! f �F.���>���1 � �� �.���CC .������.��C ��.� ν� !�0
��>��1 �� F  ��������.C��  �����D *�=�& 5$7 �1 �������������1 C��C0



4) ��� *������	
 ��������������

���C S 0����F.�. ���A� 
��� A , ���H����� ��>�! .��.6�� @ �!0
J�� f 1 �� μ5A 7 X #1 ��! !�! f ����F.�. ��� G� ����� � 
���
kr ∈ X − YV−�5A 71 �� f ��G.�.6��� � ��>!� ◦5kr71 ����� -6��1
∗f5kr7 ≈ f5◦5kr77� ��!�� �-.����1 ◦F 5ξ7 X f5YV5ξ77 ��C G�>�� ���B
ξ ∈ X 1 G�P��� F �� H�� ��@���F�� @ �!J�� f ◦ YV1 � P�� ����>���1
>�� F , ��@���F f �

&�.�1� Ǳ.��G���H�� ��G�.�1 >�� X , ��G�.�-������ ��!�����
!��G�!���� B� ���.@��� ��G���F�>��!�� G.���.������1 μ , -�.�0
����!�C ��.� �� X1 !���>��C �� !��G�!��6B ���H�����B 5μ - ���
.�F �C.��A ��0�� ��G�.�-�������� X7 � a , G�G������� -�.����0
�!�A σ0��F�-.6 ������������ ��.6 μ� Ǳ.��G���H��1 �����1 >��
X X

⋃
n∈N

Xn1 F�� Xn , !��G�!� � μ5Xn7 < '∞ ��C ���B n ∈ N� ��0
F�� ZYV 5∗X7 X

⋃ ∗Xn� ��G�����1 >�� ���-.�H���� YV / ZYV 5∗X7 → X
�������C @�.� ��A YV5x7 ≈ x 5x ∈ ZYV 5∗X77 5��� 4�=�4 � 4�=�*7�

?-@ Ǳ ��� X , F�G�.!���>��� ���H�����1 j / X → ∗X ,
�� �.����� ���-.�H����1 r ∈ ∗R � M /X j−�5ZYV 5∗X77�

�.�A! 5X, j,r7 ������� �����������(����� ��� �����
�����
��� �������-��� G.���.������ � ��.�A 5X,a, μ7 G.�  ������1 >��
���-.�H���� ϕ / 5M,SM� , νM� 7 → 5X,a, μ71 �G.����C���� !�! ϕ /X
YV ◦j|M 1 ����.��� � ��B.��C�� ��. �

`������1 >�� M X
⋃
n∈N

j−�5∗Xn71 G�P��� � P��A ��� �J��
5M,SM� , νM� 7 G.�������C�� ��-�A σ0!���>��� G��G.���.������ G.�0
��.������ �M�-� 5X,S�, ν�7�

��H� �@�.� ��. �� ���� �������>���  ������1 !�F�� @ �!J�C
F /X ∗f ◦ j - ��� SM 0����F.�. ��6� ��@���F�� f � 	�C P��A J���
������ ���� DE��  ������1 ����>�DE��1 >�� @ �!J�C f �������>��
-6��.�  -6���� �� -��!���>�����/

?�@ 5∀B ∈ ∗P5X77
(
B ⊂ X −M → r

∑

x∈B
|∗f5j5x77| ≈ #

)
�

&�.�-6� Ǳ���� 5X, j,r7 ) ����������� �������������� ���
��
����
 5X,a, μ7� Ǳ��������!% ��� 0��	#�� f / X → R ��
���
���
% μ���������!
% μ������ ��&�� �������
 � ������������
������& 2�?�6 �3 � ����
 0��	#�� F /X ∗f ◦ j ������ SM ���������
�!�! ��0�����! f �% ������
������%

∫

X

f dμ X
◦(

r
∑

x∈X

∗f5j5x77
)

.
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���� � !��� 4(

� Ǳ�!�H�� ���>���1 >�� F , P�� SM 0����F.�. ���C @ �!J�C�
������ *�=�$$ 5"7 �6G���C���C ��0�� �F.���>������� f 1 � *�=�$$ 5=7
���� �� ��  �����C *�4�( 5"7� T��-6 G.���.��� *�=�$$ 5$71 �-����>��
Mn /X j−�5∗Xn7 � �������1 >�� ∗f ◦ j|Mn C��C���C S 0����F.�. ���A
@ �!J��A� S�� ���� �� �� �F.���>������� f � !���>����� ν�5Mn7
5��� *�=�& 5$77� ���� H��C ��! H�1 !�! � � !��J� *�4�) 5=71 G.�B����
! �6��� � ���1 >�� ∗f ◦ j|Mn , ��@���F @ �!J�� f |Xn 1 G�P��� 
��F����� *�4�* 5"7 - ���

∫

Xn

|f | dμ X
◦(

r
∑

x∈Mn

|∗f ◦ j|5x7
)

≤
∫

X

|f | dμ.

���D�� �6��!��� � E���������� ������.���A !�������6 C ��!�A1
>�� ��C �D-�F� �� �.����F� ���H����� D ⊂ ⋃

n∈N
Mn �6G���C���C

r
∑

x∈D |F |5x7 < C� Ǳ.����!�C �>����� ���6E���� ��������.���F�
 ����.� ��1 G�� >��� �G.����������� G�������F� ��.�������� ��C
��!���.�F� �� �.����F� ���H����� D ⊃ M � �.�-������ *�=�$$ 5$7
���� �� ��  �����C *�4�( 5"7 ��C ���H����� B /X X − D � ��! !�!
∗f ◦ j|Mn , ��@���F @ �!J�� f |Xn ��C !�H��F� n ∈ N1 �� ∗f ◦ j ,
��@���F @ �!J�� f � �

�����F�>���  ���.H�����1 .�� �����C1 ����� ����� ��C �F.�0
��>����A μ0G�>�� ��D� ��G.�.6���A @ �!J�� f ∈ Lp5μ71 F�� p ∈
e$,∞7�

&�.�--� �������.�� G.���.� Ǳ ��� a , P�� σ0��F�-.� ����.�0
�6B G� ��-�F ���H���� �� ��E��������A G.C��A X /X R1 � μ,��.�
��-�F� �� R� �6-�.�� F�G�.��� .������ >���� N ∈ ∗N−N � F�G�.0
��A����������� >���� r ∈ ∗R − R ��!1 >��-6 r ≈ # � Nr ≈ '∞�
	�C  ��-���� �-����>���A G.��G���H��1 >�� N X "L'$1 � .������0
.�� F�G�.!���>��� ���H����� X /X {kr / k X −L, . . . , L}� Ǳ ���
Xn /X e−n, nf � j / X → ∗

R , ��H���������� ���H����� ��F��
Mn X X ∩ ∗e−n, nf � M X X ∩⋃

n∈N

∗e−n, nf�
?-@ ���. ��� ������1 >��  ������ *�4�( 5"7 ��H�� ��G�0

���� � ����

5∀k, l7
(

|k| < |l| < L ∧ |k|r ≈ '∞→ r
l∑

n�k

|∗f5nr7| ≈ #
)

.
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?�@ S�� ������I���� ��.�� ��C �D-6B L1 ���� ����!�
Lr ≈ '∞1 G�P��� ��� .���������� .������� 

U3\
�→�
A→∞

r
∑

|k|>A
�

|f5kr7| X #.

?0@ 	�C @ �!J�A1 �-���D��� ����F.�. ��6B G� ����� 1
G�������� .����������1 � ���D �>�.���1 G.�������� ������I���D

∞∫

−∞
f5x7 dx X U3\

h→�
h

∞∑

k�−∞
f5kh7.

g�.�I� ��������1 >�� !���� ��!�B @ �!J�A �������>�� I�.�!�

&�.�-�� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ ������6� .�� �����6 P��F� G�.�F.�@�1 �!�D>�C G��C��C

σ0!���>��F� G��G.���.������ G.���.������ �M�-� � SM 0����F.�. �0
�����1 G.������H�� 
� �� +�.��� e4&1 =$&f� `��>�������C >����
G.�������A ��. �M�-� ��������C ! ���.�� ��.�C������A � � P��A ��C��
���-���I�� ��������  ���C���� !���>�6� ��.�� �M�-��

����>�6� ��.6 ������1 ��� J�.�����6� ��.��� �M�-�1 � ��!H�
���-.�H���� YV �� >����� � e"4)f � �. F�B G -��!�J�CB 5��� �-��.
e"&(f � ����F.�@�D e%f7� ����!� ��G.�� � ���1 !�F�� j ◦ ∗f |X �� 0
H�� ��@���F�� @ �!J�� f 1 � P��B ����>��!�B �� .������.�����C�
	. F D !����. !J�D ��@���F� �� ����.���� e#, $f ��H�� ��A�� �
e"&(f� �� >���� σ0!���>�6B ��. �M�-� � E�������� ��C ��I�B ����0
��AI�B J���A1 ��! !�! � ���� DE�A F���� !����. !J�C ��.6 �M�-�
G.����C���C ! �� >���D ��.6 g��.� �� ��!����� !��G�!���A �-�0
����A F. GG�1 � ��!�� ��.6 �-6>�� �� C��CD��C !���>�6���

?�@ ������ *�4�( 5"7 �6G���C���C ��������>��!� ��C @ �!J�A
� !��G�!��6� ���������n ��� ��!H� ����I�� ��C G.���.����� � !�0
��>��A ��.�A� ���������! P��F�  �����C ������� � ���1 >�� ���
@�.� ��. ���C � ��.����B1 �����CE�B �� F�G�.G.�-��H���C1 B��C
���F�� 5��� *�4�$$7 ��H�� -6�� G�.�@�.� ��.����� � ������.��6B
��.����B� ����� ��F�1 >���� F�G�.G.�-��H���� ��H�� �6-.��� ��!1
>��  ������ *�4�( 5"7 �!�H���C ����I����

?0@ 
E� .�� ��.����C ! G.���. *�4�$$ � �6-�.�� L � r ���� 0
DE�� �-.����� `�@�!��. �� -��!���>�� -���I�� τ ∈ ∗R � �������
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����� ���
���� %$

r
τ≈ # � L X

[
τ
�

]
� ��! � �6I�1 �.�A!� 5X, j,r7 - ��� F�G�.G.�0

-��H����� G.���.������ � ��.�A 5X,a, μ71 F�� X /X R1 � a , P��
σ0��F�-.� ����.��6B G� ��-�F ���H���� � μ, ��.� ��-�F�� Ǳ.��0
��H���� 4�*�$= G�!��6����1 >�� *�4�$# �6G���C���C ��C �D-�A @ �!0
J��1 �-���D��� ����F.�. ���A G� ����� �� R � ��G.�.6���A G�>��
��D� � 
��� f , ��!�C @ �!J�C1 �� ∗f ◦ j - ��� SM 0����F.�. ���A�
S�� ��H�� -�� �. �� G�� >��� �� S 0����F.�. ������ ∗f |∗�−n,n� ◦ j
G.� ���B n ∈ N1 .�������� �� *�4�$# � ���!� ����� S �

M � L � 5���
��!����������� ���.��6 *�4�&7�

?.@ ������A e4&%f 5��� ��!H� e&4f7 ���� G��C��� �� >�A��F�
>���� !�! >����1 �� G.������H�E�F� ��!�!�� ���H���� � ����A
��.61 ���DE�� !����. !������ �G������ � ��6��� +M����C� ��
 ��>�� G.������ P�� G��C��� ! ��!���������� ��F�1 >�� ��!���.6�
 ���.H����C ���.�� ��.6 ���������6 �� �!���� xyp� � ���.��
���H����� �� �� �����F�.��� ��!H� ���.�>����C �����F�>��� G�0
�C��� 5G.������H�E�� ��.���0�M�@ e4""f7 �� >�A��A #<$ G������0
����������� !�! G�����������������1 �� ��H�E�A �� � ����� ���0
H����� � ����A ��.61 ���DE�� !����. !������ �G������ � ��6���
�� �� ��.!���� �����F�>�6� G��C��C �� >�A��F� P������� ��C e#, $f
� ��.�A ��-�F� � ����������A G����������������� �� >�A�6B P��0
������ � P��� �� >�� -6�� ������6 � e%$&f1 F�� -6�� ��!����� � P��A
��� �J�� ���.��� *�4�4� 	�!����������� ��G���� �� ��!�� -���I�B
>����� 	�C ������.���F� G.���.������ � !���>��A ��.�A ���.���
*�4�4 -6��  ���������� � e="&f � G���E�D ����.I���� ��6B ���-.�0
H���A�

&�/� �")��)�"*�"+��"� "���(���>�<'
�)��������

� P��� G�.�F.�@� .������.������C ��G.�� � �����H����� G.�0
-��H���C ����F.�����F� �G�.���.� F�G�.!���>����.�6� �G�.���0
.���

&�/�-� ��G�����1 >�� ��C F�G�.!���>��F� ���H����� X 1 ����0
��.���F� p ∈ e$,∞f � r ∈ ∗R� �������� L X

p,� �-����>����C �� �0
.����� G.���.������ @ �!J�A F / X → ∗

F 5F�� F , ���� �� G���A R

��� C7 � ��.��A

‖F‖p,� /X
◦(

r
∑

ξ∈X
|F 5ξ7|p

)�/p (
F ∈ L X

p,�

)
.
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S�� G.���.������ F�G�.!���>����.�� � W3\5L X
p,�7 X |X |� ������0

��.���C �-���>!� 5L X
p,�7

� , ���I��� -���B��� G.���.������1 ����0
G�.�-������ G.�  ������1 >�� |X | , -��!���>��� F�G�.��� .������
>����� 	�C p X " ��.�� ‖F‖�,� G�.�H�����C �!��C.�6� G.�����0
������ 5F,G7 X r

∑
ξ∈X F 5ξ7G5ξ71 �������������1 5L

X
�,�7

� , ����0
G�.�-������ F���-�.���� G.���.������� ��! � �6I�1 �6 G�I�� Lp

������ L X
p,�1 ���� P�� �� G.������ ! G ����J��


��� 5M,SM� , νM� 7 , P�� σ0!���>��� G��G.���.������ G.���.��0
���� �M�-� 5X,S�, ν�71 �� Sp5M7� , ���!� ��� G��G.���.������ L �

p

5��� *�=�$" 5=77� �� *�=�$4 �����1 >�� P�� G��G.���.������ �����.@0
�� Lp5νM� 7� �����.@���  �������������C G ��� ��G���������C !�H0
��A @ �!J�� f ∈ Lp5νM� 7 !����� P!������������� F� �� ��@���F�
F ∈ Sp5M7� �� P��� ��������� - ��� �>����� � ������AI��1 >��
Lp5νM� 7 ⊂ L �

p �
Ǳ.��G���H��1 >�� 5Xk,ak, μk7 ��C k /X $, " , ������.��6� G.�0

��.������ � σ0!���>�6�� ��.���� 	�G ���� ��!H�1 >�� �����6 ���
G.���.������ �M�-� 5Xk, S�k

, ν�k
71 �B σ0!���>�6� G��G.���.������

5Mk, S
Mk

�k
, νMk

�k
7 � ���H���C

jMk
pk

/ Lpk
5μk7→ Lpk

5νMk

�k
7 ⊂ L �

pk

��C ��!���.6B p�, p� ∈ e$,'∞f�
Ǳ ��� A / Lp�5μ�7 → Lp�5μ�7 , �F.���>���6A ����A�6A �G�0

.���.� 	��� G�6A �� �.����A �G�.���. A / Lp� → Lp� ���6��D�
�����������(����� ���1 -���� G��.�-��1 �����
������������ ����
���(����� �G�.���.� A 1 ���� ��C !�H��F� f ∈ Lp�5μ�7 �6G���C0
���C ‖G − A5F 7‖p�,�� ≈ #1 F�� F ∈ Lp� , ��@���F f � G ∈ Lp� ,
��@���F A 5f7� � G���-�6B �� >�CB I�.�!� G.����CD� ��.���6
��G� QA F�G�.G.�-��H��� A R�

Ǳ ���1 !�! � � *�4�)1 ���H���� jMp ��� J�. ���C ��!���.6� �� �0
.����� ���-.�H����� j / X → ∗X � ��@���F�� f �� H�� @ �!J�C
∗f ◦ j1 �� �� G������DD ��H�� .������.����� !�! ��-��J ���>�0
��A f �  ���B1 �-.�� DE�B F�G�.!���>��� ���H����� j5X7 5.����0
���� �� *�4�$# G�!��6����1 >�� ������ ��! � ����������� G��� G���7�
� P��� �� >�� �G�.���. A G.�-��H��� A 1 ���� �� G�.������ ��-��0
J @ �!J�� f � ��!��.1 -��!���>�� -���!�A ! ��-��J� �-.��� A 5f7
@ �!J�� f �

?-@ *�������� ���
�� A / Lp� → Lp� ����������
�
�� ���
�� A / Lp�5μ�7 → Lp�5μ�7 � ��! � ����	� � ��! ����
�%
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Lp�5μ�7
A−−−−→ Lp�5μ�7

j
M�
p�

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�jM�

p�

L �
p�

A�−−−−→ L �
p� .

?�@ +������!% ��� ������
� ������	
 !�������
 M ⊂
Lp�5μ�7 �����
 � Lp�5μ�7� (��� ���
�� A ����������
�� ���
�
�� A �
 M% �� A ) �������������� A �

� Ǳ ��� L 5M7 �-����>��� ����A� D �-���>! ���H����� M�
Ǳ�  �����D ���F.���� �� 5$7 !��� �������1 ���� �������� � ��A
Lp�5μ�7 �� L 5M7� �� ��F�� !��� ������� � ��B����C ���F.����1
�-� ���H����� L 5M7 G����� � Lp�5μ�7� �

&�/��� ��G�����1 >�� �G�.���. Ak / Lp�5μ�7 → Lp�5μ�7 ���60
��D� ��������"���1 ���� � E���� �� ����.���C @ �!J�C k / X� ×
X� → F ��!�C1 >�� ��C !�H��F� f ∈ Lp�5μ�7 ���>���� g /X Ak5f7
G.�������C�� ��-�A @ �!J�D1 �6>���C�� D G� @�.� ��

g5s7 X
∫

X�

k5s, t7f5t7 dμ�5t7.

Ǳ.� P��� @ �!J�D k5·, ·7 ���6��D� 	���� ����F.�����F� �G�.�0
��.� Ak�

�� �-���C��������1 >�� Ak , ����F.����6A �G�.���. � C�.�� k1
��G��6�����C !�.�>� � ����

Ak5f75s7 X
∫

X�

k5s, t7f5t7 dμ�5t7 5f ∈ Lp�5μ�77.

�������.�� ����F.����6A �G�.���. Ak / Lp�5μ�7 → Lp�5μ�7�

���������6� �-.���� �����!��� ��G.�� � ���1 ��H�� �� G���.����
F�G�.G.�-��H���� �G�.���.� A 1 ��G���� C ��@���F C�.� k1 ����
G�������A � E���� ��� `���� ���� �� ����� � ��� 1 >��1 ���-E� F�0
��.C1
(
M� ×M�, S

M�

��
⊗ SM�

��
, νM�

��
⊗ νM�

��

)
�X

(
M� ×M�, S

M�×M�

����
, νM�×M�

����

)
.
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5Ǳ.���C >���� P��F� ������I���C G.�������C�� ��-�A σ0!���>���
G��G.���.������ G.���.������ �M�-� 5X� ×X�, S

X�×X�

����
, νX�×X�

����
7�7

�������� 5��� e"4)f71 >�� ����M� � M� , G.���.������ � !���>0
�6�� ��.��� �M�-� 5� P��� �� >�� ��H�� �>����� M� � M� �� �.��0
���� ���H�������71 �� SM�

��
⊗SM�

��
⊂ SM�×M�

����
1 G.�>�� ��H����������

���H���� ��B.��C�� ��. �
S��� H� .�� ����� �������C � ���� ��C σ0!���>�6B G��G.���0

.����� G.���.����� �M�-�1 ��! !�! σ0!���>��� G��G.���.������ C�0
�C���C ���KD�!��6� �-K��������� �>����F� ����A���� G.���.�����
�M�-� � !���>�6�� ��.����

��!�� �-.����1 Lr5ν
M�

��
⊗ νM�

��
7 ���H��� � ��B.������� ��.�6 �

Lr5ν
M�×M�

����
7 ��C !�H��F� r ∈ e$,∞7� ��! !�! ���H���C jMı

r / Lr5μ7→
Lr5ν

Mı

�ı
7 ��C ı /X $, " ��� J�. D� ���H���� jM�×M�

r / Lr5μ� ⊗ μ�7 →
Lr5ν

M�

��
⊗ νM�

��
7 ⊂ Lr5ν

M�×M�

����
71 �� !�H��C @ �!J�C k ∈ Lr5μ� ⊗ μ�7

����� ��@���F K ∈ Sr5M� ×M�7�

���������6A ����.�� G.�������CD� � P��A ��C��  �����C1 G.�

!���.6B ���.�J� K �G.����C�� F�G�.G.�-��H���� A �G�.���.� A �
��H� P��� ��G.�� - � � .������.�� ��C �G�.���.�� +���-�.�� ,
l������

	� !��J� ��! E�F� G�.�F.�@� ��@�!��. �� ���� DE�� �-����0
>���C/ 5X,a, μ7 , G.���.������ � σ0!���>��A ��.�A1 5M,SM� , νM� 7
���������. �� σ0!���>��� G��G.���.������ G.���.������ �M�-� 5X 1
S�, ν�7 �1 ��!���J1  !����� ���H���� j� / Lr5μ7→ Lr5νM� 7�

����F.����6A �G�.���. Ak / L�5μ7→ L�5μ7 � C�.�� k ���6��D�
���������� ���"����� . /�����1 ���� k ∈ L�5μ⊗μ7� g�.�I� ��0
������1 >�� ��C �G�.���.� +���-�.�� , l����� ����� ����� �J��!�

‖Ak‖ ≤
( ∫

X×X

|k|� dμ⊗ dμ
)�/�

.

	�C �� �.����A @ �!J�� K ∈ S�5M ×M7 �G.������ �� �.����A
�G�.���. AK / L� → L� @�.� ��A

AK5F 75ξ7 /X r
∑

η∈X
K5ξ, η7F 5η7 5F ∈ L�, ξ ∈ X7.

��F!� ������1 >�� ��C ��.�6 �G�.���.� AK �G.�������� ���� DE��
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‖AK‖ ≤
(

r�
∑

ξ,η∈X
|K5ξ, η7|�

)�/�

.

&�/�0� �������� (��� Ak / L�5μ7→ L�5μ7 ) ���
�� �������
�
 ) A!���
 � ���! k ∈ L�5μ⊗ μ7 � K ∈ S�5M ×M7 ) ��0����
k ����% ������% K ) ��0���� 0��	#�� jM×M� 5k7 ∈ L�5ν

M×M
�� 77% ��

���
�� AK / L� → L� ������ ��������������! ���
��
 Ak�

� ���>��� G�!�H��1 >�� ���H����� ��B k1 ��C !���.6B ���0
�� ����� �@�.� ��.������C ���.���1 ���!� �� � L�5μ ⊗ μ7� 	�G 0
����1 >�� �.�- ���� ��.�� ��C !�H��F� kn ∈ L�5μ ⊗ μ7 5n ∈ N7 �
‖k−kn‖L��μ⊗μ	 → # G.� n→∞� ��! !�! Ak−Akn X Ak−kn G� �G.�0
������D �G�.���.� Ak1 �� ��  !������A � *�%�" �J��!� ��C ��.�6
�G�.���.� Ak �6����� ‖Ak −Akn‖ → # G.� n→∞�

Ǳ ��� Kn ∈ S�5M ×M7 , ��@���F kn � K ∈ S�5M ×M7 ,
��@���F k� ��F�� �G.�������6 ������I���C

‖A�

K −A�

Kn
‖ X ◦‖AK −AKn‖ X ◦‖AK−Kn‖ ≤

≤
◦(

r�
∑

ξ,η∈X
|K5ξ, η7−Kn5ξ, η7|�

)�/�

X ‖k − kn‖L��μ⊗μ	 →
n→∞ #.

���G���� ���C ��G�.� !��� ����������D ���F.���6 *�%�$ 5"7 ��C
�G�.���.�� Akn � AKn � ������� f ∈ L�5μ7� ��F��

j�5Ak5f77 X U3\
n→∞ j�5Akn5f77 X U3\

n→∞A
�

Kn
5j�5f77 X A�

K5j�5f77.

	�C ����.I���C ��!����������� � H�� G�!�����1 >�� �.�- ����
��.�� ��C @ �!J�A k ���� ϕ ⊗ ψ1 F�� ϕ ⊗ ψ5s, t7 /X ϕ5s7 · ψ5t7� Ǳ�0
�!���! ����A�6� !��-���J�� ��!�B @ �!J�A G����6 � L�5μ ⊗ μ71
�� ��� ���6� - ���  ���������� �@�.� ��.������C ���.��� ���� 
G.����H���C *�%�$ 5$7�

���!1 G ��� k /X ϕ⊗ψ1 F�� ϕ, ψ ∈ L�5μ7� Ǳ ��� z,{ ∈ S�5M7 ,
��@���F� ϕ � ψ ��������������� Ǳ.��G���H�� ��!H�1 >�� F ∈
ϕ�5M7 , ��@���F @ �!J�� f ∈ L�5μ7 � G ∈ S�5M7 , ��@���F
@ �!J�� Ak5f7� ��! �����1 η �→ {5η7 ·F 5η7 - ��� ��@���F�� @ �!0
J�� t �→ ψ5t7 · f5t7� Ǳ.����!�C ��.�������� ��I� , � �C!���!�F�
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� ��� @�!�1 >�� {, F ∈ S�5M71 ��F!�  ����.��� �B�H����� { · F ∈
S 5M71 ����� -6��1

α /X
∫

X

ψ5t7f5t7 dμ5t7 ≈
∑

η∈X
{5η7F 5η7 X/ β.

��@���F G @ �!J�� Ak5f7 ���G����� � α·z1 G��!���! Ak5f7 X α·ϕ�
� �� H� �.��C �� �G.�������C �G�.���.� AK �6��!��� .��������
AK5F 7 X β · z� ��!�� �-.����1 ‖G − AK5F 7‖� X |α − β| · ‖z‖� ≈ #1
>�� � �.�-�������� �
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Ǳ.��G���H��1 >�� X , P�� ��G�.�-������ ��!����� !��G�!����
G.���.������1 μ , -�.�����!�C ��.� �� X1 � a , G�G������� σ0
��F�-.6 -�.�����!�B ���H���� ������������ μ�

Ǳ ��� 5X, j,r7 , G.���������� F�G�.G.�-��H���� G.���.��0
���� � ��.�A 5X,a, μ7 5��� *�4�( 5$77� �������.�� G.���.������ X×X
� ��G���F��A G.���������C� ��F�� ZYV 5∗X×∗X7 X ZYV 5∗X7×ZYV 5∗X7 �
YV55ξ, η77 X 5YV5ξ7, YV5η77 ��C ξ, η ∈ ZYV 5∗X7� ���D�� ��G��.���������
�6��!���1 >�� 5X ×X, j⊗ j,r�7 , F�G�.G.�-��H���� G.���.������
5X× X,a⊗ a, μ⊗ μ7� ��F!� G.���.���1 >��

?�@ 	�C �F.���>����A μ ⊗ μ0G�>�� ��D� ��G.�.6���A
@ �!J�� f / X×X → R  ������ *�4�( 5"7 ��F�1 >�� @ �!J�C f �����0
��>�� -6��.�  -6���� �� -��!���>�����1 .���������� ���� DE�� /

5∀B ∈ ∗P5X775B ⊂ X −M7→
→ r�

( ∑

x∈B

∑

y∈X
|∗f5j5x7, j5y77| '

∑

x∈X

∑

y∈B
|∗f5j5x7, j5y77|

)

≈ #.
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������� ��	
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	���� ���
���������	�� ����
����� � �������	�� !��� μ% ����� 5X, j,r7 )
�������������� ����
����
 5X,a, μ7� ����
 ��� �&��� ��
�
�������� μ ⊗ μ������ ��&�� ��������� 0��	#�� k ∈ L�5μ ⊗ μ7%
��� 	����� |k|� ������������ ������& �3 % ���
�� AK % ��� K /X
∗k|j�X	×j�X	% �����
����� ����� �������������� ���
��
 Ak�
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&�/�/� 	���� ��G�.� G.����� �������>���  ������1 G.� !���.��
@ �!J�C f / X× X→ R  ��������.C�� *�%�4 5"7�

?-@ Ǳ��������!% ��� 0��	#�� f / X� → R �����������
�� ��
�������

|f5x, y7| ≤ ϕ�5x7 · ϕ�5y7 5x, y ∈ X7,

��� ϕ� � ϕ� ) ��	����� ��
�������� ��������!�� μ������ ��&�
�� ��������� 0��	#��% ����������&'�� ������& ����
�����
������� ����
��� �
 ���	��������� 2�?�6 �3 � ����
 f ����������
��� ������& 2�@�? �3 �

� Ǳ�  �����D ϕ� cZW ϕ�  ��������.CD� *�4�( 5"7 � *�4�$#� ��!��
�-.����1 ���� B ⊂ X −M 1 ��

r�
∑

x∈B

∑

y∈X
|∗f5j5x7, j5y77| ≤

≤ r
∑

x∈B

∗ϕ�5j5x77r
∑

y∈X

∗ϕ�5j5y77 ≈
∫

X

ϕ� dμ ·r
∑

x∈B

∗ϕ�5j5x77 ≈ #,

>�� � �.�-�������� �
������������ G.����H���� .���������� ���� DE�� �

?�@ Ǳ���� k ∈ L�5μ ⊗ μ7 ) ��
������
� ����� ��&�
�� �������
� 0��	#��% ����! |k|� ������������ 2�@�? �3 ����
��
������� �� �4  � ����
 ��� �&��� ��
�������� ����� ��&��
��������� 0��	#�� f ∈ L�5μ7% ����
����� ����� ����
&'�� �

���	��������� ��!� 2�?�6 �3  % ��
������� ������"����.

r
∑

x∈X

∣
∣
∣
∣

∫

∗X

∗k5j5x7, η7∗f5η7 d ∗μ5η7−r
∑

y∈X

∗k5j5x7, j5y77∗f5j5y77
∣
∣
∣
∣

�

≈ #.

&�/�&� � ��� >������ �� >��1 !�F�� X /X R 5��� *�4�$$71 G�� >���
���� DE�� ����������

?-@ Ǳ���� k ∈ L�5R�7 ) ��	���
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������
� �����
��&�� �������
� 0��	#��% ��� 	����� |k|� ������������ ��
�
������� �� 2�@�@ �4 ��� ��	����� 
����&��� ��������!�� 0��	�
#�� ϕ� � ϕ� �
 R% ����������&'�� ������& 2�?�44 �5 ����0
���
�&'�!� �����
��� ����
������� ������� ����
��� �
 ���	�����
����� � +������!% ��� r ≈ # � L ∈ ∗N �
	���% ��� Lr ≈ '∞�
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 ��� �&��� ��
�������� ����� ��&�� ��������� 0��	#��
f ∈ L�5R7% ����������&'�� ������& 2�?�44 �5 % �!��� !���� �������
"����

r
M∑

α�−M

∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞

∗k5αr, y7∗f5y7 dy −r
L∑

β�−L

∗k5αr, βr7∗f5βr7

∣
∣
∣
∣

�

≈ #.


��� G���H��� X /X {k ∈ ∗N / |k| ≤ L}1 �G.������� j / X → ∗
R

G.������ j5k7 X kr � ������ @ �!J�D K / X� → ∗
R @�.� ��A K /X

∗k|j�X	×j�X	1 �� ������I���� �� 5$7 .���������� ��� 1 >�� AK ,
F�G�.G.�-��H���� �G�.���.� Ak 5��� *�%�% 5"77�

?�@ (��� τ ≈ '∞% r
τ≈ # � L /X

[
τ
�

]
% �� ������"���� ��

�4 ����������� ��� �&��� ��
�������� ����� ��&�� �������
��� 0��	#�� k ∈ L�5R�7 � f ∈ L�5R7�

� ���� H��C �����F�>�� ��� 1 !�! P�� ������� � 4�*�$=1 G�� >��

∞∫

−∞

∞∫

−∞
|k5x, y7|� dx dy X

◦(
r�

L∑

α,β�−L
|∗k5αr, βr7|�

)

.

�� ��F��1 !�! � �6I�1 ��F!� G�!�����1 >�� K �B���� � S�5M ×M7 �
C��C���C ��@���F�� k1 ��H� ���� |k|� ��  ��������.C�� *�%�4 5"7� �

���.H����C 5$7 � 5"7 ����D��C � ����1 ���� ������ R .������0
.��� R

n ��C G.���������F� n ≥ $ 5� P��� �� >�� k ∈ L�5R�n77�

&�/�2� �������.�� ��G�.� ������.��6� ��.����6 ��!���.6B G�0
� >���6B �6I� .�� �������� 
���������6A G��B�� ����� ������� �
G.�������� ��F�.���� ���������

� !�>����� G.���.� .������.�� G.����H���� *�%�4 5$7� � ����0
�������� � ���.���A *�4�& ��H�� �>�����1 >�� X ⊂ ∗X � >�� ��@���0
F�� @ �!J�� f ∈ L�5μ71 ����.H�E���C � S�5M71 �� H�� ∗f |X � `���0
���1 >�� ��C ��@���F� K / X� → ∗

R � S�5M7 @ �!J�� k ∈ L�5μ⊗μ7
�����F�>��� .��������1 ���-E� F���.C1 �� ����� �����1 ��! !�! G�0
.� 5X�,r7 ��H�� ��  ��������.C�� ��!�D>���D ���.��6 *�4�% ��C
G.���.������ 5X�,a ⊗ a, μ⊗ μ7� ��� �� ����� ��!�A ��@���F K � 0
E���� �� ���� ����>���A �� *�%�"�



*�%��������������� �����
����� ���
���� %(

Ǳ���� 5X,a, μ7 ) -�� ����
����� � σ�	������� !��� � k ∈
L�5μ ⊗ μ7� ����
 ��� �&���� 	�������� !�������
 z ⊂ L�5μ7 �
������������ ε > # ��'�����&� X ⊂ X% r ∈ R � K / X� → R%
�
	��% ��� ∣

∣
∣
∣

∫∫

X�

|k|� dμ−r�
∑

x,y

|K5x, y7|�
∣
∣
∣
∣ < ε,

� ��� 	
����� f ∈ z �����������

r
∑

x∈X

∣
∣
∣
∣

∫

X

k5x, η7f5η7 dμ5η7 −r
∑

y∈X
K5x, y7f5y7

∣
∣
∣
∣

�

< ε.

� Ǳ.����H���� *�%�4 5$7 ��H�� ��G����� � ���� DE�� �����
Ǳ ��� 5X,a, μ7 , ������.���� G.���.������ � σ0!���>��A ��.�A�

������� ������.�� D @ �!J�D k ∈ L�5μ⊗ μ7� ��F��

5∃
�X ⊂ X75∃r ∈ R�75∃K / X� → R75∀��f ∈ L�5μ775∀��# < ε ∈ R7
(∣

∣
∣
∣

∫∫

X�

|k|� dμ⊗ μ−r�
∑

x,y∈X
|K5x, y7|�

∣
∣
∣
∣ < ε∧

∧r ·
∑

x∈X

∣
∣
∣
∣

∫

X

k5x, η7f5η7 dμ5η7 −r
∑

y∈X
K5x, y7f5y7

∣
∣
∣
∣

�

< ε

)

.

�-����>�� ���.�J P��A @�.� �6 �������� W � G.������ ! ��A
G.��J�G ��������J��� � .�� ������ G�� >�� P!��������� D @�.0
� � 

5∀��z ∈P
�5L�5μ7775∀��s ∈P
�5R�775∃
�X ⊂ X75∃r ∈ R�7

5∃K / X� → R75∀f ∈ z75∀ε ∈ s7W .

��! !�! 5X,a, μ7 � k ������.��61 �� ��H�� G.������� G.��J�G
G�.����� �  -.��� ����!� YV ��� G�.�6�� �� �C !�����.��� � G�0
������A @�.� ��� Ǳ�.�B�� �� s ! ε /X \3Z5s7 G�����C��1 !�! ��F!�
������1 �������� ���.�A !�����. ���� DE��/ 5∀ε ∈ R�7� `��>��1
�6 ��H�� ����� �G ����� G�������A !�����.� �

����� �E������6A ������ G.��������F� G�.����� G�!��6����1
>�� ��������.��6� X 1 r � K � *�%�4 5$7 �����C� �� P�������� L�5μ7
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� L�5μ⊗ μ71 C��CDE�B�C !������� P!�������������1 � �� �� �6-�.�
!��!.���6B G.�����������A P��B !������1 � k ∈ L�5μ ⊗ μ7 �  ���0
��������� G.����H���� .������.������C !�! !���� P!����������0
��� 5�� �� X 1 r � K �� �����C� �� �6-�.� G.����������C �� !�����
k7� � �� H� �.��C z � P��� G.����H���� G.�������C�� ��-�A !���>0
��� ���H����� @ �!J�A1 ����F.�. ��6B � !���.�����

N�!��>��!� G.����H���� *�%�& �� C��C���C G���6� �����F��
*�%�4 5$71 ��! !�! G�.��� ��.�������� � @�.� ��.��!� P��F� G.��0
��H���C ��I� ��������� ��F�1 >�� K ∈ S 5M7 �� H�� ��@���F��
@ �!J�� k� �  ���.H����� QK �� S 5M7 , P�� ��@���F @ �!0
J�� kR  >���� D� ���I��� �-K�!�61 G�P��� ��� �� @�.����� ���C
�� C�6!� 89|1 �� ��H�� ����� .����>�6� �� �.����� ��������C1  ��0
����DE�� *�%�&�

&�/�7� �������.�� ������.��6A ��.���� G.����H���C *�%�* 5"7�
�-����>�� �������� Hm G.���.������ �F.���>���6B @ �!J�A ��
L�5Rm71 ��G.�.6��6B G�>�� ��D� ������������ ��.6 ��-�F� �� R

m.

+�� �&��� 	������� !������� 0��	#�� z ⊂ H� � K ⊂ H� �
������������ n ∈ N ��'�����&� ����
 L ∈ N � r ∈ R� �
	��% ���
Lr > n% r < n−� �

r
L∑

α�−L

∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞
k5αr, η7f5η7 dη −r

L∑

β�−L
k5αr, βr7f5βr7

∣
∣
∣
∣

�

<
$
n

��� �&��� 0��	#�� f ∈ z � k ∈ K �

� Ǳ.����H���� *�%�* 5"7 ��H�� G�.�G����� � ����/

5∃L ∈ N75∃r ∈ R�7
(

Lr ≈ '∞∧r ≈ # ∧ 5∀��f ∈H�75∀��k ∈H�7

(

r
M∑

α�−M

∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞

∗k5αr, y7∗f5y7 dy−

−r
L∑

β�−L

∗k5αr, βr7∗f5βr7

∣
∣
∣
∣

�

≈ #

))

.
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���I�@.��6��C � P��A @�.� �� ���! ≈1 G�� >��

5∃L ∈ N75∃r ∈ R�75∀��n ∈ N75∀��f ∈ H�75∀��k ∈H�7
(

Lr > n ∧r < n−�∧

∧
(

r
L∑

α�−L

∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞
k5αr, η7f5η7 dη−

−r
L∑

β�−L
k5αr, βr7f5βr7

∣
∣
∣
∣

�

<
$
n

))

.

��! � � G.��6� E�� G �!��1 P� @�.� � ��F!� ��H�� ��G����� -��
��G���������C G.���!��� YV� �

&�/�1� 
E� G.�E� @�.� ��. ���C ������.��6A ��.���� G.��0
��H���C *�%�* 5$7� �-����>�� �������� H̃� ���H����� @ �!J�A
f ∈H�1 ��C !���.6B |f |�  ��������.C��  �����D *�4�$$ 5"71 � �����0
��� H̃� , ���H����� @ �!J�A k ∈ H� ��!�B1 >�� |k|�  ��������.C��
��.������� �� *�%�% 5$7 ��C ��!���.6B ϕ� � ϕ�1 ��C !���.6B �6G��0
���� *�4�$$ 5"7� 5���H����� H̃m �G.����C���C �����F�>���7

+�� �&��� f ∈ H̃� � k ∈ H̃� �!��� !���� 
�������

U3\
�→�
L�→∞

r
L∑

α�−L

∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞
k5αr, η7f5η7 dη −r

L∑

β�−L
k5αr, βr7f5βr7

∣
∣
∣
∣

�

X #.

� ��! �����1 ������I���� �� *�%�* 5$7 ��H�� ��G����� � 89| �
����

5∀L ∈ N75∀r ∈ R�7
(

Lr ≈ '∞∧r ≈ #→ 5∀��f ∈ H̃�75∀��k ∈ H̃�7

(

r
L∑

α�−L

∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞
k5αr, η7f5η7 dη −r

L∑

β�−L
k5αr, βr7f5βr7

∣
∣
∣
∣

�

≈ #
))

.
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��G���� C P!������������� @�.� � a ≈ # � 5∀��n ∈ N75|a| < $/n7 �
G.����� ��F�!� G.���!����1 G.�B���� ! ���� DE�� G.����H���D/

5∀��f ∈ H̃�75∀��k ∈ H̃�75∀��n ∈ N75∀L ∈ N75∀r ∈ R�7

5Lr ≈ '∞∧r ≈ #→ W 7,

F�� W �-����>��� ��.�������� �� *�%�% 5$7�
`�G��6��C G.���!��6 Lr ≈ '∞ � r ≈ # � 89| � ��G���� C

G.��J�G6 ��������J�� � G�.�����1 G�� >�� G.����H����

5∀f ∈ H̃�75∀k ∈ H̃�75∀n ∈ N75∃
�N ⊂ N75∀L ∈ N75∀r ∈ R�7

5∀m ∈ N 755r < $/m ∧ Lr > m7→ W 7,

P!����������� �.�- ���� � �
&�/�-6� �������.�� ������.��6A ��.���� �G.�������C F�G�.0

G.�-��H���C ��C �F.���>����F� ����A��F� �G�.���.� A / Lp5R7 →
Lq5R71 F�� p, q ≥ $� �-����>�� �������� H̃ �r	 G.���.������ �F.���0
>���6B G�>�� ��D� ��G.�.6��6B @ �!J�A f ∈ Lr5R71 ��C !���.6B
|f |�  ��������.C��  �����D *�4�$$ 5"7� `������1 >�� H̃ �r	 G����� �
Lr5R7 5r ≥ $7� Ǳ.��G���H�� ��!H�1 >�� A  ��������.C��  �����D/

?-@ ���H����� {f ∈ H̃ �p	 / A 5f7 ∈ H̃ �q	} G����� � G.�0
��.������ Lp5R7�

Ǳ ��� C /X {TL,� / L ∈ N,r ∈ R�} , G >�! ���.�J TL,� /X
5tα,β7Lα,β�−L1 �����CE�A �� �� B G�.����.�� � .������.�� �F.���0
>���6A G� ��.��� ��! �����1 !�H��C �� ���.�J TL,� ����� .����.0
����� N ×N 1 F�� N /X "L' $�

?�@ �6 - ��� F���.���1 >�� G >�! C ������(��� �F.�0
��>���6A �G�.���. A / Lp5R7 → Lq5R71  ��������.CDE�A  ���0
��D 5$71 � ��� � ����!� � ��� �� >��1 ���� ��C �D-�A @ �!J��
f ∈ H̃ �p	 ∩A −�5H̃ �q	7 �G.�������� ������I����

U3\
�→�
L�→∞

r
L∑

α�−L

∣
∣
∣
∣A 5f75αr7 −

L∑

β�−L
tαβf5βr7

∣
∣
∣
∣

q

X #.

?0@ (��� ����	 !
��# C ������������ �������! ���
�������� 2�@�4B �3 % �� C ������
�� ��
�������� ���
�� A /
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����� ���
���� *=

Lp5R7→ Lq5R7 � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ��� �&��� L ∈ ∗N
� r ∈ ∗R� �
	��% ��� r ≈ # � Lr ≈ '∞% ���
�� ∗TL,� / LX

�,p →
L X

�,q% ��� X /X {−L, . . . , L}% �����
����� ����� ��������������
���
��
 A �

� ���������� ���� �� �� �G.�������C 5$7 � ��������.���F� !.�0
��.�C G.����� 5��� "�=�$7� �

?.@ Ǳ��������!% ��� 
������� �� �3 ����������� ���

���� 0��	#�� f �� ��	������ !�������
 M ⊂ H̃ �p	 ∩ A −�5H̃ �q	7%
������
� ������	
 	������ �����
 � Lp5R7� ����
 -�� �� �
!��


������� ����������� � ��� ���� 0��	#�� f ∈ H̃ �p	 ∩A −�5H̃ �q	7�

� S�� �6��!��� �� G.����H���C *�%�$ 5$7� �
&�/�--� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ ��� �����6 P��F� G�.�F.�@� G�� >��6 
� �� +�.����� �

�G -��!����6 � e4=1 =$&f� ��I� ����H���� ���� �� e=$&f�
?�@ ���.H����� � ���1 >�� A ��G �!��� F�G�.G.�-��H����1

�6.����� � C�6!� 89|� �������������1 � G���E�D ��F�.���� ����0
���� ��H�� G�� >��� P!����������� G.����H����1 �@�.� ��.����0
��� � ������.��6B ��������>��!�B ��.����B� � G����A ����A �-E0
����� ���������� DE�C @�.� ��.��!� ������ F.�����!�1 �� ��6��
�� ������� � ���1 >�� � E���� �� G����������������� !���>����.0
�6B ��.��.�����6B G.���.����� � �G�.���.��1 ��A��� DE�B � P��B
G.���.������B1 ��C !���.6B � E���� D� ���������� DE�� G������0
����������� !���>�6B G�����H���� 5 ��6 ��-��J � G������������0
�6B G.���.������B71 G����������������� ���H�����A r ��!�B1 >��
��-��J� ���>���A @ �!J�� � !�H��� ���H�����  ���� G.�������C0
�� ��-�A ��!��. � ���������� DE�� G.���.������1 ����F.�� @ �!J��
G.�-��H����C � ����� ���>���A @ �!J�� �  ���B � I�F�� r � ���0
>���C !���>����.��F� �G�.���.� �� ��-��J� ���>���A @ �!J�� f
�B��C��C ! ��-��J� A 5f71 ��� *�%�$# 5"7�

?0@ ��� �����61 �����F�>�6� ���.��� *�%�= � �� G.�������6�
�6I� ��������C�1 ��H�� G�� >��� � ��C ��!���.6B �. F�B !���0
��� ����F.����6B �G�.���.��1 ����F�C G��B��CE��  �����C �� @ �!0
J�D k1 G.� !���.6B ����F.����6A �G�.���. � C�.�� k �F.���>����
��A��� �� �� Lp � Lq 5���1 ��G.���.1 e)%f7�

?.@ ��������.���� �G.�������� F�G�.G.�-��H���C 5��� *�%�$7
C��C���C � E�������� -���� �-E��1 >�� �G.�������� *�%�$# 5"71 ��0
H� � �� >�� G.���.������ Lp5R71 ��! !�! ��� �� G.��G���F���1 ���-0



*4 ��� *������	
 ��������������

E� F���.C1 � E���������C ������.���F� ����A���� ���.�J1  �����0
���.CDE�B  �����C� �G.�������C *�%�$# 5"7� �����J� ��H� P����
�G.�������C�� ���������C C���A G.� �.������� *�%�) � *�%�(� Ǳ�0
������� ��H��  ������ G ��� G����F� G�.����� G.����H���C *�%�* 5"7

�� ������.��6A C�6! �  >���� ������I���C r
τ≈ #� ����!� ��!�A

G�.���� ����� ! � E���������  ���H����D @�.� ��.��!��
?/@ � ������AI�� ��� G��.�- ���C ��� �J�C1 !�F�� � G.�J����

G.�-��H���C �G�.���.� A ��-��J� ���>���A f ���� � I�F�� r1 �
�� �.��C !�! ��-��J� ���>���A ��C A 5f7 ���������� � I�F�� r��
��� �����C1 r� → # � Lr� → ∞ 5��G.���.1 r� /X 55"L ' $7r7−�7�
�-E�� �G.�������� �� *�%�$# �B���6���� � P��� �� >�A� �������0
������1 G���� �>�����6B ����@�!�J�A �G.�������C *�4�( 5"7 � G.��0
��H���A *�%�$# 5=1 471 G�������� ��� ����D��C �G.�������6���

?&@ �G.�������� *�4�( 5"7 � G.����H���C *�%�$# 5=1 47 ��G �!�0
D� �-�-E���� �� �� >�A1 !�F�� F�G�.G.�-��H���� �G�.���.� A /
Lp5μ7 → Lq5μ71 F�� μ , ��!���.�C σ0!���>��C ��.� �� ��G�.�-���0
��� ��!����� !��G�!���� ��G���F�>��!�� G.���.������ X1 ��.����C
�� ������ F�G�.G.�-��H���C P��F� G.���.������ 5��� *�%�4 5=77�

Ǳ.� P��� ���-B����� ���� ������.��6A ��.���� �G.�������C
F�G�.G.�-��H���C G.���.������ � ��.�A !�! ��!���.�F� ����A����
X !���>�6B ���H����1 ���-.�H���A j / X → X � >���� r1  ��������0
.CDE�B G��B��CE��  �����C�� ��!  H� ����>�����1 ������6� ���0
��!�DE�� G.� P��� �. ������ ��C���6 � G�.������  �����A *�4�( 5"7
� *�%�4 5"7 �� ������.��6A C�6!�

�6 ��.����C ! G���-�6� ��G.���� � ���� DE�A F���� G.� .��0
����.���� G.�-���6 F�G�.G.�-��H���C �-E�B ��!����� !��G�!�0
�6B �-����6B F. GG�

&�&� A"�!���"��D"9 )�����"���(���>�<'
�)�������� " ���5�,�<� 4��< 	;�*�

��H� ��� G��.�- ���C -���� �����6A ��.���� ���.��61 �@�.0
� ��.������A � *�4�*� ������1 ���-B����� ��-����C1 >��-6 ����0
F.�� �D-�A � ���. ���A @ �!J�� G.�-��H���C � ���A G� F�G�.0
!���>��� ���H���� � ��>�����D �� @�!��.������F� -��!���>��
����F� ε�

&�&�-� �������� Ǳ���� 5X ,a, μ7 ) ��
��
���� ����
�����
� σ�	������� !��� μ% C ε ) ������������� ���	������ !
��� ���



*�*�Ǳ����������
����� ���
��� � ����
���� !�� *%

���������������� ������ ����
 �
������ ��������� ����	�������
!�������� X ⊆ ∗X � ������������������ ����� r ∈ ∗R �
	��% ���

∣
∣
∣
∣

∫

X

f dμ−r
∑

ξ∈X

∗f5ξ7
∣
∣
∣
∣ < ε

��� �&��� f ∈ L�5μ7�

� Ǳ ��� k , ��!���.�� ε0-��!���>�� -���I�� ��� .������ >��0
��� ��F�� 5∗Xk,

∗ak, ∗μk7  ��������.C��  �����C� ���.��6 *�4�41 �� ]�
��A����C �� �.����� F�G�.!���>��� ���H����� X ⊆ ∗Xk ��!��1 >��
��C �D-�A k0������.���A ����F.�. ���A @ �!J�� h / ∗Xk → ∗

R

�6.�H����
∫

∗Xk

h dμk − μk5∗Xk7
|X |

∑

ξ∈X
h5ξ7

������ k0-��!���>�� ���6�� � >��������1 ���� f ∈ L�5μ71 �� ∗fk
- ��� k0������.���A ����F.�. ���A @ �!J��A �� ∗Xk1 G�P��� �60
.�H����

∫

∗Xk

∗fk dμk − μk5∗Xk7
|X |

∑

ξ∈X

∗fk5ξ7

- ��� k0-��!���>�� ����A ����>���A1 � �������������1 � ε0-��!���>0
�� ����A ����>���A� 	����1 �� ������I���C

∫

X

f dμ X U3\
n→∞

∫

Xn

fn dμn

�6��!���1 >�� .�������
∫

X f dμ−∫
∗Xk

∗fk dμk - ��� ε0-��!���>�� ��0
��A� Ǳ��!���! ∗fk|X X ∗f |X 1 �� �6.�H����

∫

X

f dμ− μk5∗Xk7
|X |

∑

ξ∈X

∗fk5ξ7

- ��� ε0-��!���>�� ����A ����>���A1 �1 �������������1 G� ��� �D
��� �� G.��6I��� ε� �
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&�&��� � ��� �J��1 �G������A � ���.��� *�*�$1 �6 - ��� F���0
.���1 >�� G�.� 5X,r7 ������(��� ��� μ � ��>�����D �� ε�

Ǳ��!���! � ��!����������� ���.��6 *�*�$ -6�� ��G��������6
����!� G.��J�G6 G�.����� � ���6E���C1 �� ������.������ ��H��
-6�� �������� �� ����������� D ������.������� ��>���1 ���� τ ,
@�!��.������� �� �.����� ���H�����1 5X ,a, μ7 , P�� ��!���.�� τ 0
������.���� G.���.������ � σ0!���>��A ��.�A μ1 c ε, G���H�����0
��� τ 0-��!���>�� ����� F�G�.��A����������� >����1 ��F�� ��A� ��C
�� �.����� F�G�.!���>��� ���H����� X ⊆ ∗X � F�G�.��A��������0
��� >���� r ∈ ∗R ��!��1 >��

∣
∣
∣
∣

∫

∗X

F d∗μ−r
∑

ξ∈X
F 5ξ7

∣
∣
∣
∣ < ε

��C �D-�A τ 0������.���A ����F.�. ���A @ �!J�� F � � >��������1
 ���.H����� ��.�� ��C �D-�F� -��!���>�� ����F� ε�

&�&�0� Ǳ ��� X , G.���������� ���H�����1 A , ��!���.�C
σ0��F�-.� G�����H���� X � 5λy7y∈Y , ����A���� σ0!���>�6B ��.
�� A � ����A���� 5λy7y∈Y ��H�� .������.����� !�! @ �!J�D λ /
A × Y → R ��! D1 >�� λy5A7 /X λ5A, y7 ��C y ∈ Y � A ∈ A � �-�0
���>�� >�.�� L� ����! G����� ���B ����.��6B @ �!J�A �� X 1 ��0
��F.�. ��6B G� ���� ��.�� ����A���� 5λy7y∈Y � ����A���� 5λy7y∈Y

G�.�H���� G���������F.����6A �G�.���. T �� L� ���� DE�� �-.�0
���/ G ��� f ∈ L�1 ��F�� Tf , @ �!J�C �� Y � R1 �G.��������C
!�!

5Tf75y7 X
∫

X

f dλy 5f ∈ L�7.

�6 G�!�H�� � ���� DE�� G �!��1 >�� ���� @ �!J�� G.�������C��
��-��J��� �B ���>���A �� F�G�.!���>��� ���H�����1 �� G���������0
F.����6A �G�.���. ��H�� G.�-������ � -��!���>��A ��>�����D 5�� ��
� ��>�����D �� -��!���>�� ���6B7 F�G�.!���>��A ���.�J�A� �-�0
���>�� �������� F 5Y 7 G.���.������ ���B ��E�������6B @ �!J�A
�� Y � 	�C F�G�.!���>��F� ��-�.� X /X 5x�, . . . , xn7 ⊆ ∗X �-����0
>�� �������� πX QG.��!��.R �� L� � ∗Rn1 ��G������CDE�A @ �!0
J�� f ∈ L� ��-��J ���>���A

(∗f5x�7, . . . , ∗f5xn7
)
�

&�&�.� �������� >�'�����&� �
	�� ����	������� �
��� X
/X 5x�, . . . , xn7 ⊆ ∗X � Y /X 5y�, . . . , ym7 ⊆ ∗Y % ��� Y ⊆ Y % �
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����� ���
��� � ����
���� !�� *&

��� ��	����� !
��#� A X 5aıj7 
�!�
 n ×m ����� πY 5∗Tf7 ≈
AπX5∗f7 ��� 	
���� 0��	#�� f ∈ L� ���% ��� �� �� �
!��%

∫

∗X

∗f d∗λyı ≈
n∑

j��

aıj
∗f5xj7 5ı /X $, . . . ,m7.

+���!� ����
!�% ��
�
!!


L�5X 7 T−−−−→ F 5Y 7

πX

⏐
⏐
� πY

⏐
⏐
�

∗
R
n A−−−−→ ∗

R
m

	�!!��
����
 � ��������& �� ���	������ !
����

� `�@�!��. �� G.���������� -��!���>�� ����� ε� 	�C �D-�F�
λ ∈ Y ���.��� *�*�$ �-��G�>����� � E���������� F�G�.!���>��F�
��-�.� X5y7 P�������� ∗X � G���H�������F� F�G�.��A����������F�
r5y7 ��!�B1 >�� | ∫X f dλy − r5y7

∑
X�y	 f | ≤ ε ��C ��C!�A f ∈ L��

��� ���6�  ��� ���D��C 5���I���7 @ �!J��

X / Y →
⋃

n∈∗N

∗X n � r / Y → ∗
R.

Ǳ���� C�� G.��J�G�� G.����H���C1 �6 ��H�� �>����� P�� @ �!0
J�� ������6�� �� ∗Y � `�@�!��.���� P������6 y ∈ ∗Y � F ∈ ∗L�1
�6 - ��� F���.���1 >�� �6G������ ���A���� z5y, F 71 ����

∣
∣
∣
∣

∫

∗X

F d∗λy −r5y7
∑

X�y	

F

∣
∣
∣
∣ ≤ ε.

	�C !�H��F� y ∈ Y .������.�� �� �.����� ���H����� By /X {F ∈
∗L� / z5y, F 7}� `������1 >�� ∗f ∈ By ��C ���B f ∈ L� � y ∈ Y � 	�0
���1 ��C �D-�F� !���>��F� ��-�.� 5y�, f�7, . . . , 5yk, fk7 ∈ Y ×L� ��A0
����C �� �.����� G�����H����� ∗L�1 ����.H�E�� ��� fı � ����.H�0
E���C � !�H��� Byı ��C ı /X $, . . . , k� � !�>����� ��!�F� ���H�����
�������>�� ��C�� By� ∩ . . . ∩ Byk

� ���D�� G� G.��J�G ���6E���C
���� ��1 >�� ��A����C �� �.����� ���H�����B ��!��1 >�� f ∈ B ⊆ Fy



*) ��� *������	
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��C ���B 5y, f7 ∈ Y ×L�� � >��������1 z5y, F 7 �6G������ ��C ���B
y ∈ Y � ���B F ∈ z� �-����>�� >�.�� Y� ���H����� ���B ��B y ∈ ∗Y 1
��C !���.6B z5y, F 7 �6G������ ��C !�H��F� F ∈ B� ��F!� ������1
>�� Y� , �� �.����� ���H�����1 ����.H�E�� Y � � �. F�A ���.��61
��A����C �� �.����� F�G�.!���>��� ���H����� Y� ⊆ ∗Y 1 ����.H�E��
Y � Ǳ���H�� Y /X Y�∩Y�� ��F�� Y , F�G�.!���>��� �� �.����� G��0
���H����� ∗Y 1 ����.H�E�� Y 1 � z5y, F 7 �6G������ ��C ���B y ∈ Y
� ���B F ∈ B� � >��������1 z5y, ∗f7 �6G������ ��C ���B y ∈ Y � ���B
f ∈ L�� ������� �D-��  G�.C��>���� 5y�, . . . , ym7 ��-�.� Y � � !�0
>����� X ������� !��!�����J�D ��-�.�� Xy� , . . . , Xym 1 �� �� ��-�.1
�-.�������6A ���CE��� G��.C� P��������� ��-�.�� Xy� , . . . , Xym �
Ǳ ��� X /X 5x�, . . . , xn7 � G ��� P������6 ��-�.� Xyı ������D� �
X G���J�� � sı�� G� sı�m� �G.������ Q�� G��>�� DR ���.�J A
.����.� m× n ���� DE�� �-.����/

aıj /X
{

ryı , ���� sı < j ≤ sı��,

# � G.������� �� >���

��F�� ��C !�H��A f ∈ L� � �D-�F� ı /X $, . . . ,m - ���

∣
∣
∣
∣

∫

∗X

∗f d∗λyı −
n∑

j��

aıj
∗f5xj7

∣
∣
∣
∣ X

∣
∣
∣
∣

∫

∗X

∗f d∗λy −r5yı7
∑

X�yı	

∗f
∣
∣
∣
∣ ≤ ε,

�� ��
∫
∗X
∗f d∗λyı ≈

∑n
j�� aıj

∗f5xj7� �
&�&�/� �������.�� ��G�.� >����6A �� >�A G���������F.�����0

F� �G�.���.� , ����F.����6A �G�.���. � C�.�� K5x, y7� Ǳ ��� �
 �����CB ���.��6 *�*�4 �� σ0��F�-.� A ������ @�!��.������C σ0
!���>��C ��.� ��!�C1 >�� λy �-���D��� ��G.�.6��� ������������ μ
��C !�H��F� y ∈ Y � G��������D Ky /X K5·, y7 ∈ L∞5μ7� ��F��

5Tf75y7 X
∫

X

f dλy X
∫

X

f ·Ky dμ.

� P��� �� >�� ���.��� *�*�4 ��H�� -6�� ���!���!�  ������� �
������1 � !�>����� X ��H�� -6�� ��C� @�!��.�����6A ��-�.1 G.�0
-��H�DE�A μ � ��>�����D �� ε 5� E���������� ��!�F� ��-�.� � ����
r �6��!��� �� ���.��6 *�*�$71 � !�>����� ���.�J6 ��H�� ��C�� C�.�
��  ���B ���!.����A .�I��!� X × Y � ����� r�
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����� ���
��� � ����
���� !�� *(

&�&�&� �������� Ǳ���� �

 5X,r7 ������
�� μ� ����
 ���
'������� 	������� �
�� Y /X 5y�, . . . , ym7 ⊆ ∗Y % ����! Y ⊆ Y %
�
	��% ��� πY 5∗Tf7 ≈ AπX5∗f7% ��� aıj /X r ·K5xı, yj7�

� 	�!����������� �G���� �����F�>�� ��!���������� ���.��6
*�*�4� �-����>�� >�.�� {5y, F 7 �� �.���DD @�.� � 

∣
∣
∣
∣

∫

F d∗λy −r
∑

X

∗f · ∗Ky

∣
∣
∣
∣ ≤ ε.

��F�� ��C �D-�A f ∈ L� � �D-�F� y ∈ Y �6 �����
∣
∣
∣
∣

∫

X

f dλy −r
∑

X

∗f · ∗Ky

∣
∣
∣
∣ X

∣
∣
∣
∣

∫

X

fKy dμ−r
∑

X

∗f · ∗Ky

∣
∣
∣
∣ ≤ ε,

�� �� {5y, ∗f7 �6G������ ��C ���B y ∈ Y � f ∈ L��
Ǳ ��� Cy /X {F ∈ L� / {5y, F 7}� ��F�� ��A����C �� �.�����

���H����� C ⊆ ∗L� ��!��1 >�� {5y, F 7 �6G������ ��C ���B y ∈ Y �
F ∈ C �1 !.��� ��F�1 L� ⊆ C� ��A����C F�G�.!���>�6A �� �.����A
��-�. Y /X 5y�, . . . , ym7 ��!�A1 >�� Y ⊆ Y � {5y, ∗f7 ��C ���B y ∈ Y
� f ∈ L�� ��F��

∫

∗X

∗f dλyi ≈ r
∑

X

f ·Kyı X
n∑

j��

aıjf5xj7

��C !�H��F� ı /X $, . . . ,m� �
&�&�2� ���� �� ��������1 >�� �� ��!����������� ���.�� *�*�4 �

*�*�* ���� �� ���!���!� -���� �����6A .�� �����1 � ������1 G���.�0
����C � ���.���B ���.�J� A G.�-��H��� �G�.���. T � ��>�����D
�� @�!��.������F� -��!���>�� ����F� ε� �.��� ��F�1 G��!���! 
G���.����6A ��� F�G�.!���>�6A ��-�. Y ����.H�� Y 1 �� ���>�0
��C ������.���A @ �!J�� g �� Y �G���� �G.������6 ���>���C�� ∗g
�� Y � �� P��F� ���� ��1 ��G.���.1 >�� G.��!��. πY ��B.��C�� � G.�0
� � �F.���>����A ������.���A @ �!J�� �� Y 1 �� �� Yjky∈Y g5y7 X
◦\cdπY 5g7� � �. F�A ���.��61 G.��!��. πX � ���.��� *�*�* ��B.�0
�C�� L�0��.� @ �!J�� f �� L�1 �� ��

∫
X f dμ X ◦5r

∑
X
∗f7� ��!��

�-.����1 ���� �6 ������ Yjk0��.� �� ∗Rm1 �� ���.��� *�*�* ����>�0
��1 >�� ��C !�H��A G�.6 5X,r71 G.�-��H�DE�A ��. μ � ��>�����D
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�� ε1 ��A����C F�G�.!���>�6A ��-�. Y ��!�A1 >�� Y ⊆ Y ⊆ ∗Y �
‖πY 5∗Tf7−AπX5∗f7‖ ≤ ε ��C !�H��A f ∈ L��

���� DE�C ���.��� ��G���C�� ���.�� *�*�*� ��! � � ���.�0
�� *�*�*1 T , ����F.����6A �G�.���. �� L� � F 5Y 7 � C�.�� K1 �
ε > # , @�!��.������� -��!���>�� ������

&�&�7� �������� +�� �&���� ����	�������� �
��
 Y ⊆ ∗Y
�
������ �

 5X,r7% ������
&'
� !�� μ � ����������&'
�
������& ‖πY 5∗Tf7 − AπX5∗f7‖ ≤ ε ��� 	
���� f ∈ L� �!
��#
 A
����������� �
	 ��% 	
	 � � ����!� 2�2�?� 

� Ǳ ��� Y /X {y�, . . . , ym}� 	�C �D-�F� ı /X $, . . . ,m @ �!0
J�C Kyı G.������H�� ���H���� {Ky� , . . . ,Kym} �1 �������������1
Y 0������.���� Ǳ.���.������ 5X ,A , μ7 ������.���1 � ���>��1 � Y 0
������.���� `���>���� *�*�" �-��G�>����� � E���������� F�G�.!�0
��>��F� ��-�.� X ⊆ ∗X � G���H�������F� F�G�.��A����������F�
>���� r ��!�B1 >�� ��C �D-�A Y 0������.���A ����F.�. ���A @ �!0
J�� F �6G������

∣
∣
∣
∣

∫

∗X

F d∗μ−r
∑

X

F

∣
∣
∣
∣ ≤ ε.


��� f ∈ L�1 �� ∗f ·Ky , P�� Y 0������.���C ����F.�. ���C @ �!0
J�C1 G�P��� 

∣
∣
∣
∣

∫

∗X

∗f d∗λy −r
∑

X

f ·Ky

∣
∣
∣
∣ X

∣
∣
∣
∣

∫

∗X

∗f ·Ky d
∗μ−r

∑

X

f ·Ky

∣
∣
∣
∣ ≤ ε,

��! �� � ���� �� �.�- ����� �
&�&�1� ���G.���.���� ��G�.� !����. !J�D �M�-� �� �� >�A�6�

��.6� ��G����� >������D �G.�������� �� >�A��A ��.6� Ǳ ���
X , G.���������� ���H�����1 A , ��F�-.� G�����H����X � G ���
5Y,B, ν7 , G.���������� G.���.������ � !���>��0���������A ��0
.�A ν� N �!J�C λ / A × Y → R ���6�����C �������� ����� 5���
������ 
����������������� �����71 ���� �6G�����6 ���� DE�� ���
 �����C/

?-@ N �!J�C λA /X λ5A, ·7 / Y → R C��C���C B0����.�0
��A ��C �D-�F� A ∈ A n



*�*�Ǳ����������
����� ���
��� � ����
���� !�� &$

?�@ N �!J�C λy /X λ5·, y7 C��C���C ��.�A 5������������0
�� !���>��0���������A ��.�A7 �� A ��C G�>�� ���B y ∈ Y �

Ǳ ���1 �����1 5X,A 7 � 5Y,B, ν7 , �� �.����� ���H�����1 � λ,
�� �.���CC !���>��0���������C �� >�A��C ��.� �� A ×Y � Ǳ� �G.�0
������D1 � Y ��A����C G�����H����� G����A ��.6 Y� ��!��1 >�� λy
C��C���C !���>��0���������A ��.�A ��C ���B y ∈ Y�� 	����1 G ���
5Y,BL, νL7 , G.���.������ �M�-� ��C 5Y,B, ν7� 	�C !�H��F� λy
5y ∈ Y�7 .������.�� ���������� DE D ��. �M�-� 5λy7L� `������1
>�� G� �G.�������D ��.6 �M�-� �-����� �G.�������C 5λy7L ����.H��
σ5A 7� �G.������ @ �!J�D λL / σ5A 7 × Y → R ���� DE�� �-.�0
���/ G���H�� λL5A, y7 /X 5λy7L5A7 ��C A ∈ σ5A 7 � y ∈ Y�n �� Y −Y�
���G.������ λL G.����������

&�&�-6��������� Ǳ�������
� ��"� 0��	#�� λL �������� ����
�
���� !��� ������������ ����
���� 5X,σ5A 77 � 5Y,BL, νL7�

� Ǳ� �G.�������D λLy /X 5λy7L C��C���C �>����0���������A ��0
.�A ��C νL0G�>�� ���B y ∈ Y � 	������>�� G�!�����1 >�� λLA C��C���C
BL0����.���A ��C !�H��F� A ∈ σ5A 7� �-����>�� >�.�� M ���0
H����� ��!�B A ∈ σ5A 71 >�� λLA C��C���C BL0����.���A @ �!J��A�
��F!� ������1 >�� A ⊆ M � 	�A����������1 ��C ��C!�F� A ∈ A �6
����� λLA5y7 X λLy 5A7 X

◦λy5A7 X ◦λA5y7 ��C �D-�F� y ∈ Y�� ��� ��0
�6� λA C��C���C ��@���F�� λLA1 � G� ���.��� � ��@���F� @ �!J�C
λLA C��C���C BL0����.���A� Ǳ ��� 5An7n∈N , ���������C G������0
����������� ���H���� �� M � A /X U3\n→∞ An� ��F�� A ∈ σ5A 7�
� ��� ��F�1 >�� λLy 5A7 X U3\n→∞ λLy 5An7 ��C �D-�F� y ∈ Y�1 �6
��!�D>���1 >�� @ �!J�C λLA C��C���C G.������ G�����������������
BL0����.��6B @ �!J�A 5λLAn

7 G� ��1 �������������1 � ���� C��C���C
BL0����.���A� ��� ���6�M , ��������6A !����� ��! !�! �D-�A
��������6A !���� ������ �� ��C!�A ��F�-.�A ����.H�� � G�.�H���0
� D �D σ0��F�-. 1 �6 ��!�D>���1 >�� M X σ5A 7� �

&�&�--��6 G���.���� �� >�A� D ��. �M�-� �� σ0��F�-.� σ5A 7�
��G�����1 >��1 � !����. !J�� �!��C.��A ��.6 �M�-�1 ��.� �M�-�
��.����C �� σ0��F�-.�1 G�.�H�����A ��B����A ��F�-.�A1 G���� >�0
F� G.����H����C �� G�G������� P��A σ0��F�-.6� ��! G�!��6����
���� DE�A G.���.1 � !����. !J�� �� >�A��A ��.6 �M�-� G�.�B��
! G�G������D1 ���-E� F���.C1 �������H��� 	�H� � �� >��1 !�F��
G�G������C σ5A7 G� ���� ��.�� λLy ���G���D� ��C ���B y ∈ Y 1 G.�0
���H���� λL �� P�� G�G������� ��H�� �� -6�� �� >�A��A ��.�A�



&" ��� *������	
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Ǳ ��� Y , F�G�.!���>��� ���H�����1 ν , .������.��C ��.�0
C�������C ��.� �� ��F�-.� B ���B �� �.����B G�����H���� Y � ��0
������1 >�� � P��� �� >�� BL �� ���G����� �� ���H������ ���B G��0
���H���� P5Y 7� Ǳ ��� N , P�� BL0������.���� G�����H����� Y �
Ǳ���H�� X /X Y � A /X B1 � G ��� ��C y ∈ Y �6G���C���C

λ5A, y7 /X
{

$, ���� y ∈ A,
# � G.������� �� >���

�>������1 >�� λ C��C���C �� >�A��A ��.�A ������������ 5X,A 7 �
5Y,B, ν7� ����� ��F�1 ��C !�H��F� y ∈ Y ���������� DE�C ��.�
�M�-� 5λy7L �G.������� �� ���� P5X7� ��� ���6� @ �!J�C λL ��H��
-6�� ����������6� �-.���� G.����H��� �� P5X7 × Y 1 � ������1
λL5A, y7 /X 5λy7L5A7� ����!� �� P5X7×Y @ �!J�C λL �� C��C���C
�� >�A��A ��.�A1 G��!���! λLN X χN ������.��� ������������ BL�

&�&�-�� 	���� �6 G�!�H��1 >�� �� >�A� D ��. ��H�� ����.0
G.���.����� !�! ��!��.� D ��. 1 � G���.������ �6I� G.����H����
G� �M�- �� >�A��A ��.6 C��C���C � �G.��������� ��6��� G.����0
H����� G� �M�- ��!��.��A ��.6�

?-@ ��G�����1 >�� G�� ��������.���A �-���>!�A V � �� �0
.����F� ��!��.��F� G.���.������ V G��.�� ����D� @�!��.0G.���0
.������ V�/V�1 F�� V� /X UVW5V 7 � V� /X μ5V 71 ��� *�$�$�

��G.���.1 ��������.���C �-���>!� ��.��.������F� G.���.��0
����1 � !���.�A �6  H� ����!�������1 G�� >����C @�!��.���J��A
G��G.���.������ ��G ����6B ��!��.�� G� G��G.���.����� ��!��0
.�� � -��!���>�� ���6�� ��.�����

Ǳ ��� F , �� �.���CC !���>��0���������C V 0���>��C ��.� ��
�� �.����� ����.���� G.���.������ 5X,A 71 G.�>�� �-.�� F ��H��
� V�� ��F�� @ �!J�C F� / A → V �1 �G.��������C !�! F�5A7 /X
F 5V 7�1 C��C���C �>����0���������A ��.�A �� A � 
���������� -6��
-6 ������� ��!��.��A ��.�A �M�-� G.����H���� F� �� G�G�������
σ5A 7� ����!�1 � ����>�� �� �!��C.��F� �� >�C1 �6 �� ��H�� F�.��0
��.�����1 >�� F� G.����H����C �� σ5A 7� �6 G�!�H�� ��H�1 >��
!�F�� F , ��!��.��C ��.�1 ���������� DE�C �� >�A��A ��.�1 ��!��
G.����H���� ���F�� � E���� ���

?�@ Ǳ ��� 5Y,B, ν7 , �� �.����� G.���.������ � ��.�A1
c 5Y,BL, νL7 , ���������� DE�� G.���.������ �M�-�� �-����>��
>�.�� L�5ν7 G.���.������ B0����.��6B @ �!J�A �� Y � ∗R� ��!
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�-6>��1 �6 - ��� ���H������C�� @ �!J��1 .���6� ν0G�>�� ��D� �
�������.�� � L�5ν7 ���I��� G��G.���.������ V� � V�1 �����CE��
�������������� �� νL0G�>�� ��D� ���� G�6B � νL0G�>�� ��D� -��0
!���>�� ���6B @ �!J�A� �� ���� f ∈ V� 5�������������� f ∈ V�71
���� ��A����C U ∈ BL ��!��1 >�� νL5Y − U7 X # � f5y7 ���� G��
5�������������� -��!���>�� ����7 ��C !�H��F� y ∈ U � S�� �G.���0
����� !�..�!���1 G��!���! ���� f ∈ V� 5�������������� f ∈ V�7
� g5y7 X f5y7 ��C ν0G�>�� ���B y1 �� g5y7 X f5y7 ��C νL0G�>��
���B y1 ��! >�� g ��H� ��H�� � V� 5�������������� � V�7� �������
������������� ������
�� L�5ν7� @�!��.0G.���.������ V�/V�� �-�0
��>! L�5ν7� ��H�� ���H�������� � G.���.������� L�5νL7 @ �!J�A
�� Y � R1 ����.��6B ������������ BL� � ������1 @�!��.0!����
f ' V� ∈ V�/V� ���-.�H����C � ◦f 1 �� ���.��6 � ��@���F� ���� ��1
>�� P�� �������0�������>��� ����A��� ���-.�H����� ��!�� �-.�0
���1 L�5ν7� X L�5νL7.

?0@ Ǳ ���1 !�! � .����1 λ , �� �.���CC �� >�A��C ��.�
������������ 5X,A 7 � 5Y,B, ν7� Ǳ.��G���H�� ��!H�1 >�� λ5A, y7
���� G�� ��C ���B A ∈ A � G�>�� ���B y ∈ Y � Ǳ ��� λL , G.����0
H���� λ1 !�! � ���.��� *�*�$#� `������1 >�� �-� P�� ��.6 ��H�� .��0
����.����� !�! ��!��.�6� ��.6� � ������1 �G.������ ��!��.�6�
��.6 } / A → L�5ν7 � }L / σ5A 7→ L�5νL7 G� G.������ }5A7 /X λA
� }L5A7 /X λLA�

&�&�-0� �������� 9�
 }� ��!� 2�2�43 �4  ��������
 	��	��
�� � �����	
�� ���������� �
 σ5A 7/ �� D� ��'������� ��	���
� !��

 :;��
 ��� }� $���� ����% ���������� }� ����
�
�� � }L �
 σ5A 7�

� ��  �����C ���� G����� λ5A, y7 ��C ���B A ∈ A � G�>�� ���B
y ∈ Y ���� ��1 >�� ��C !�H��F� A ∈ A @ �!J�C }5A7 X λA ��H�� �
V�� ���D�� ���� ��1 >�� }� �G.������� �� A � �  >���� ���H�����0
����C1  G��C� ��F� � *�*�$" 5"71 ��C !�H��F� A ∈ A �6 �����

}�5A7 X }5A7� X 5λA7
� X ◦λA X λLA X }L5A7 G� ��,

��! >�� }� ���G����� � }L �� A � �� G��!���! ��.� }L �G.�����0
�� �� σ5A71 �6 ��!�D>���1 >�� }L C��C���C G.����H����� }� ��
σ5A 7� �

&�&�-.� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ Ǳ���������F.����6� �G�.���.6 ������6 �.������� e"%=f �

��C�� � �� >����� �G�.���.�6B ��F�-. � L�� 	���� ��� �� >�����



&4 ��� *������	
 ��������������

N�B .� e=#4f 5�G�.���.6 � L�7 � �P������ e=*"f 5�G�.���.6 � Lp

G.� # < p ≤ $7� �����>�6� ��G�!�6 G���������F.����6B �G�.���0
.�� ��.�H��6 � e""&<""(1 =*"<=*%1 4&&<4)$1 %$(<%"$f� ���-B����6�
�������C � G���������F.����6B �G�.���.�B ���D��C � e=)&f�

?�@ ������6� .�� �����6 P��F� G�.�F.�@� G�� >��6 �� +� �.�0
�J!�� � �G -��!����6 � e"$=f�



����� �

���	�	���	���	

� ������	����� ����	��

� ��! E�A F���� �� >����C F�G�.G.�-��H���� G.��-.�������C
N .�� �� ��!����� !��G�!���A �-�����A F. GG��

���>��� �6 .������.����� G.��-.�������� N .�� �� ��E���0
�����A G.C��A

F / L�5R7→ L�5R7.

� P��� �� >�� ���.�J� ���!.����F� G.��-.�������C N .�� G.�0
���C���C ! ��-��J� ���>���A @ �!J�� f �  ���B−Lr�, . . . , Lr�� Ǳ�0
� >���6A ��!��. �6 �.�������� � ��-��J�A ���>���A @ �!J�� F 5f7
�  ���B −Lr, . . . , Lr�

Ǳ.� P��� �6C��CD��C  �����C1 G.� !���.6B ��.�� .�������
P��B �� B ��!��.�� ��.�����C ! � �D G.�  ������ r → #1 r� → #
� Lr, Lr� → '∞ 5���1 >�� �� H� �����1 P�� ��.�� C��C���C -��!�0
��>�� ����A1 !�! ����!� r ≈ #1 r� ≈ # � Lr, Lr� ≈ '∞7� �����
������� �� ������I���A ��H� L1 r � r��

��� �����61 ����H���6� � &�$ ��C G.��-.�������C N .�� �� ��0
E��������A G.C��A1 ���C� ���.���!�0F. GG���A B�.�!��. � ��G �!�0
D� .��G.���.������ �� �� >�A G.���������A ��G�.�-�����A ��!���0
�� !��G�!���A �-�����A F. GG6�

��B��C �� F�G�.G.�-��H���C ��!����� !��G�!���A �-�����A
F. GG61 �6 ��.��� ���!.����� G.�-��H���� F���-�.���� G.���.��0
���� !���.���>��0� ���. ��6B @ �!J�A �� P��A F. GG��

� ��!�D>���� F���6 �6 G.����C�� ��� ����H���6� .���� !��0
��. !J�� ! G���.����D !���>����.�6B G.�-��H���A �G�.���.�� ��
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������ �GG.�!����J�� �B ��������1  ����������C G�G ��� .�� ����0
�6 � G.�������� G�������� �G�!�.�� ��C �G�.���.�� +���-�.�� ,
l����� � �G�.���.�� ��G� l.M����F�.��

2�-� �")��)�"*�"+��"� )���*�������"9 ���>�
�� )�94�,

`���� G��.������� ���!.����F� G.��-.�������C N .�� �� >���0
�C �����H����� G���.����C G.�-��H���A ��C G.��-.�������CN .��
F / L�5R7→ L�5R7�

2�-�-� ��D� � P��� G�.�F.�@� ��G���� D��C ���� DE�� �-�0
���>���C/ X /X {k ∈ ∗Z / −L ≤ k ≤ L} � N /X "L ' $1 F�� L ,
-��!���>�� -���I�� >���� 5�� �� L ≈ '∞7n r � r′ , ��.�F� G���0
H������6� -��!���>�� ���6� >���� 5# < r,r′ ≈ #71 G.�>�� Nr1
Nr′ ≈ '∞n @ �!J�� j / X → ∗

R � j′ / X → ∗
R ����C��C .����0

������ j5k7 /X kr � j′5k7 /X kr′� ��� ���6� 5X, j,r7 � 5X, j′,r′7 ,
F�G�.G.�-��H���C G.���.������ 5R,a, dx71 F�� a , P�� σ0��F�-.�
����.��6B G� ��-�F ���H���� � dx , ��.� ��-�F� �� G.C��A R

5��� *�4�( 5$77�
�������.�� F�G�.!���>����.��� G.���.������ C

X � @�!��.�0
����6� -������ {Ek / k ∈ X}1 F�� Ek5m7 /X δkm ��C k,m ∈ X �
��� �� �.����� ����A�6� �G�.���.61 ��A��� DE�� � C

X 1 ����D�0
�C ���.�J��� � P��� -������ � G.���.������ C

X �������C �!��C.0
��� G.���������� 5·, ·7� 5��� 5·, ·7�′71 �G.����C���� ������I�����
5Ek, Em7� /X rδkm 5�������������� 5Ek, Em7�′ /X r′δkm7� ���0
����� L�� 5��� L��′7 �-����>�D� G.���.������ C

X �� �!��C.�6�
G.����������� 5·, ·7� 5�������������� 5·, ·7�′7�

0��
������ ��������������� 1�"� ���6��D� �G�.���. z /
C
X → C

X 1 �G.����C��6A ���.�J�A 5]dk5−"πiαβ/N77Lα,β�−L� ��H�
�6 .������.����� ���!.����� G.��-.�������� N .�� z� /X rz /
L�� → L��′� ��F!� G.���.���1 >��

5z�5F 7,z�5G77�′ X Nrr′5F,G7�.

��� ���6� ‖z�‖ X Nrr′ �1 ����� -6��1 �G.������ ��� ����A �G�0
.���. z�

� / L �

�� → L �

��′ G.�  ������1 >�� # < Nrr′ < '∞�
� P��� G�.�F.�@�1 ���� �� �F���.��� G.�������1 �6 G.��G���0

F���1 >�� Nrr′ ≈ $�



&�$��������������� ����
���
��� =��� �
 ��!�� &&

�� >�A ��>��F� .�������� �6���C���C ���-�1 G.� P��� ��G���0
� ���C �-����>���� r̂ /X 5Nr7−�� Ǳ.� P��� F�G�.G.�-��H���� G.�0
��.������ 5R,a, dx7 �-����>����C >�.�� 5X, ĵ, r̂7�

Ǳ���H�� M /X j−�5ZYV 5∗R77 � ϕ /X YV ◦j|M / M → R� ��F�� ϕ
G�.�H���� ���-.�H���� j� / L�5R7→ L�5νM� 7 ⊂ L �

�,��
��G�����1 >�� ���� f ∈ L�5R71 �� j�5f7 X F�1 F�� F ∈ S�5M7 ,

��@���F @ �!J�� f ◦ϕ 5���6����6A ��!H� ��@���F�� @ �!J�� f7�
����� ��F�1 ���� @ �!J�C f �F.���>��� � ��G.�.6��� G�>�� ��D� 1 �
|f |�  ��������.C��  �����C� *�4�$$ 5"71 �� � !�>����� F ��H�� ��C��
��!��. X�5f7 �� C

X 1 F�� X�5f7k /X ∗f5kr7 ��C k ∈ X 5��� *�4�$$7�
����>��6 M ′1 ϕ′1 j′� � X�′5f7 5� ��!H� M̂ 1 ϕ̂1 ĵ� � X

�̂
5f77 �G.�0

���CD��C �����F�>�6� �-.���� � G���E�D G�.����.� r′ 5�������0
������� r̂7�

��!���J1 �������� F / L�5R7 → L�5R7 �6 - ��� �-����>���
G.��-.�������� N .��/

F 5f75y7 /X

∞∫

−∞
f5x7 ]dk5−"πixy7 dx.

2�-��� �������� (��� Nrr′ ≈ $% �� ���	����� ����
���
�
��� =��� z� / L�,� → L�,�′ �������� ��������������! ���
�
��
 F / L�5R7→ L�5R7�

� �-����>�� >�.�� M ���H����� B�.�!��.����>��!�B @ �!J�A
���B ��.��!�� ���� e#, af � e−a, #f1 F�� a > #� ��F�� ����A��C �-���>!�
M G����� � L�5R7 � ��H�� ���G����������C *�%�$ 5"7� Ǳ ��� f /X
χ��,a� � T , -��!���>�� -���I�� ��� .������ >����1 ��!�� >��

5T − $7r ≤ a < Tr.

� ��� �G.�������C F�G�.G.�-��H���C � *�%�$ �������>�� ��!�0
����1 >��

r′
L∑

k�−L

∣
∣
∣
∣r

T−�∑

n��

]dk5−"πink/N7−
a∫

�

]dk5−"πixkr′7 dx
∣
∣
∣
∣

�

≈ #.

����1 >�� � G�������� ������I���� �������>�� .������.��� ���F�0
��6� G�� ���!�� � ��6

∑L
k��� ����� ��F�1

∫ a
� ��H�� �������� ��
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∫ T�
�

1 ��! !�! Nrr′ ≈ $ G�  �����D �1 �������������1

r′
L∑

k�−L

∣
∣
∣
∣

T�∫

a

]dk5−"πixkr′7 dx
∣
∣
∣
∣

�

≤ Nr�r′ ≈ r ≈ #.

��!�� �-.����1 �� E������ ���-B����6� P�������.�6� �6>������C1
�6 �����1 >�� ��� �.�- ���C �-�������� ��I� ������I����

r′
L∑

k�−L
|r5$− ]dk5−"πikT/N775$− ]dk5−"πik/N77−�−

−5"πikr′7−�5$− ]dk5−"πikTrr′77|� ≈ #.

`������ � P��� ������I���� r′ �� r̂ /X 5Nr7−�1 G�� >��

r
N

L∑

k��

|$− ]dk5−"πikT/N7|�|5$− ]dk5−"πik/N77−� −N/5"πik7|� ≈ #.

�����!I�� ������I���� �>������� � ����� ����1 ��C !�H��F� k ∈
e$, Lf - ��� # < "πk/N < π� ����� -6��1 @ �!J�C 5$− ]dk5−iϕ77−�−
5iϕ7−� ����� !���>�6A G.���� G.� ϕ→ # �1 �������������1 �F.���0
>��� �� e#, πf� �� �!������F� C���1 >�� ��!���� ������I���� �6��0
!��� �� G.�-��H����F� .��������

r′
L∑

k��

|5"πikr′7−�5$− ]dk5−"πikTrr′77−

−Nr5"πik7−�5$− ]dk5−"πikT/N77|� ≈ #,

!���.��1 � ���D �>�.���1 C��C���C ���������� ���� DE�B �� B @�.0
� �/

$
r′

L∑

k��

k−�|5Nrr′ − $75$− ]dk5"πikT/N77|� ≈ #

�
$
r′

L∑

k��

k−�| ]dk5−"πikTrr′7− ]dk5−"πikT/N7|� ≈ #.
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	�!�H�� ����!� G�.� D @�.� � 1 ��! !�! ���.�C ��!��6�����C ���0
��F�>���

Ǳ ��� α /X Nrr′ − $ ≈ # � a /X Tr ≈ a� ��F�� � H��C ���
@�.� �� P!���������� ������I���D

α�

r′

L∑

k��

$
k�

Y3Z�
πka

Nr
≈ #.


��� α�Mr′ ≈ #1 �� G�������� ������I���� ���������� �6��!���
�� ���� G����� a � ��.�������� Y3Z� x ≤ x�� 
��� H� α�Mr′ �≈ #1 ��
G���F��� S /X

[
�
α�′

]
� � P��� �� >�� >���� Sr′ ���� G��1 α�Sr′ ≈ #

�1 ����� -6��1 S < M � ���D�� �6�����/

α�

r′

L∑

k��

$
k�

Y3Z�
πka

Nr
X
α�

r′

S∑

k��

$
k�

Y3Z�
πka

Nr
'
α�

r′

L∑

k�S��

$
k�

Y3Z�
πka

Nr
.

Ǳ�.�6A >��� � G.���A >���� .�������� -��!���>�� ���1 ��! !�!
α�Sr′ ≈ #� �� H� ����� ��.�� � ��C ���.�F� >����1 G��!���! 

α�

r′

L∑

k�S��

$
k�
≤ α�

r′
5S−� −M−�7,

G.�>�� Sr′ � Mr′ , -��!���>�� -���I�� >����� �
2�-�0� �������.�� ��� ��������C ��!������A ���.��6�

?-@ (��� Nrr′ ≈ "πh% ��� h > # ) ��
��
��
� 	����
��
�
% �� ���	����� ����
���
��� =��� z� / L�,� → L�,�′ �������
�� ��������������! ����
���
��� =��� Fh / L�5R7 → L�5R7%
�
�
����� 0�!����

Fh5f75y7 /X

∞∫

−∞
f5x7 ]dk5−ixy/h7 dx.

� 	�C ��!����������� � H�� G�.�A�� �� @ �!J�� f ∈ L�5R7 !
@ �!J�� ϕ1 �������A ������I����� ϕ5t7 /X f5"πht71 � �������� r
�� r/"πh� �
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?�@ Ǳ��������!% ��� 0��	#�� f � F 5f7 ��
������ �
�������� ����� ��&��% 
 0��	#�� |f |� � |F 5f7|� ����������&�
������&

U3\
�→�
A→∞

r
∑

|k|>A
�

∣
∣f5kr7

∣
∣ X #.

����


U3\
n→∞r′n

n∑

k�−n

∣
∣
∣
∣

∞∫

−∞
f5x7 ]dk5−"πixkr′n7 dx−

−rn

n∑

m�−n
f5mrn7 ]dk5−"πikm/n7

∣
∣
∣
∣

�

X #

��� �&��� ��������
���������� 5rn7 � 5r′n7 �
	��% ��� rn → #%
r′n → # � nrn ·r′n → $/" �� n→∞�

� S�� ������.��6A ��.���� ���.��6 &�$�"1 !���.6A ����������
�6��!��� �� *�%�$# 5=7 5��� ��!H� *�%�$$ 5%77� �

?0@ �.����� G�� >���6� �6I� .�� �����61 �����CE���C
! F�G�.G.�-��H���D G.��-.�������C N .��1 � �����F�>�6�� .�0
� �������� � F�G�.G.�-��H���� �G�.���.�� +���-�.�� , l�����
5��� *�%7�

Ǳ.��-.�������� N .�� F , �G�.���. � �F.���>���6� �������0
>��!�� C�.�� kF 5x, y7 /X ]dk5−"πixy7� 
��� .������.������C �G�0
.���. +���-�.�� , l����� � �F.���>���6� � G�>�� ��D� ��G.�0
.6��6� C�.�� k ∈ L�5R�71 ��C !���.�F� |k|�  ��������.C��  �����D
�� *�%�% 5$7 5�� �� k ∈ H̃�71 �� �G�.���. Ak / L�,� → L�,� � ���.�0
J�A 5r∗k5αr, βr77Lα,β�−L - ��� F�G�.G.�-��H����� ����F.�����F�
�G�.���.� � C�.�� k�

	��!.����� G.��-.�������� N .�� z�1 .������.������� � !�>�0
���� �G�.���.� �� L�,� � L�,�1 ������ F�G�.G.�-��H����� G.��-.�0
������C N .�� F 1 ���� G��.�-�����1 >��-6 Nr� X $ 5��� Nr� ≈ $71
��� ���.�� &�$�"� Ǳ.� P��� ���.�J� �G�.���.� z� G.������� ���

Ak /X r · kF 5αr, βr7Lα,β�−L.

���� DE�� G.����H���� G�!��6����1 >�� G.� �. F�B ������I���CB
��H� N � r ���.�J� Ak ��H�� G�.������ -6�� F�G�.G.�-��H�����
�G�.���.� F �



&�$��������������� ����
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2�-�.� (��� Nr� X "% �� ���
�� B / L�,� → L�,�% ������
���!�� !
��#�� Ak% �� ����� ��������������! ����
���
���
=��� F �

� ���.�J �G�.���.� B ��H�� ��G����� � ����

5r ]dk5−4πinm/N77Ln,m�−L.

Ǳ���H�� f /X χ[
��
√

�/�
] � G�!�H��1 >�� �6G���C���C ��.��������

◦5‖B5X�5f77−X�5F 5f77‖�7 > #.

�6-�.�� -��!���>�� -���I�� ��� .������ >���� T 1 ��C !���.�F�
5T −$7r ≤ √

=/" < Tr� S�������.�6� G.��-.�������C G�!��6��D�1
>�� �.�- ���� �6��!��� �� ��.��������

◦(
r�

L∑

m�L−T
|$− ]dk5−4πimT/N7|�×

×|5$− ]dk5−4πim/N77−� −N/54πim7|�
)

> #.

��! !�! T/N ≈ #1 �� ��H�� -�� �. �� G�!�����1 >�� � ��� G��
���!�� ������.���A >���� -���I� ��� .���C���C �6.�H���D

(

r�
L∑

m�L−T
Y3Z�

"πmT
N

) (

Y3Z�
"πm
N

)−�
.

Ǳ�!�H��1 >�� ������.���C >���� G�������F� >���� ��.�F� G���H�0
�������

��! �����1 Y3Z�5"πm/N7  -6���� G� m G.� L − T ≤ m ≤ L�
Ǳ ��� S /X e"T/=f� ��F�� ��C ��!���.6B -��!���>�� ���6B γ � δ
- ��� πT − =π/4π − γ ≤ "πmT/N ≤ πT − π/"− δ G.� ���B M − T ≤
m ≤ M − S1 �������������1 Y3Z�5"πmT/N7 ���.������ ��  !�������
����.����� ���D�� �6��!���1 >�� � .������.������A � ��� >���6
� �6������6�� ����.��� ���.����D�� 	����1 >��� � ����.�� m /X
L− T -���I� ��� .���� D ·r−� G.� ��!���.�� ������.���� D > #�
��G�.� C���1 >�� ��C � ��� -���I� ��� .���C���C G���H�������� 
>��� D5T − S7r� Ǳ�������� >���� �� ��@������������ �
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2�-�/� ���G.���.���� ��G�.� ���.�� &�$�" �� ��!���.6A !����
�-�-E���6B @ �!J�A  ��.����F� .����� Ǳ.��G���H��1 >�� N /X
"L' $ � r  ��������.C�� ��G�����������  �����D # < ◦5Nr�7 <
'∞� `������1 >�� P��  ������ �6G������ ��!H� ��C N � r′1 ����
# < ◦5Nrr′7 < '∞�

Ǳ.�H�� ���F� �6C����1 !�! ��G�������� �-�-E����A @ �!J��
P������ �� ∗CX � 	�C P��A J��� .������.�� �G�.���. Dd / L�,� →
L�,�1 �G.����C��6A ���.�J�A 55"r7−�dnk7Ln,k�−L1 F��

dnk /X

⎧
⎪⎨

⎪⎩

$, ���� k X n� $,

−$, ���� k X n −· $,
# � �������6B �� >�CB.

� P��� G�.�F.�@� ������6 � � −· �-����>�D� �G�.�J�� ���H���C
� �6>�����C � ���������A F. GG� !���J� ∗Z/N∗Z L ������6� ���0
H������ {−L, . . . , L}� ��6�� �������1 ���� G /X DdF 1 �� G5k7 X
5F 5k ' $7− F 5k − $775"r7−��

����1 >�� ‖Dd‖ ≈ '∞1 >�� �� G�����C�� �G.������� �G�.���.
D�

d � T��-6 G.����� ���C ����I�1 G.������ ���!���!� ��G���F�0
�����6B  ���.H����A�

?-@ (��� G�n	 X Dn
d F % ��

G�n	5k7 X
$

5"r7n

n∑

r��

5−$7r
(
n

r

)

F 5k � n −· "r7.

$���� ����% ���� |k| ≤ L − n% �� � -��! 
������� � � −· !����
�
!����� �
 ' � − ���������������

?�@ (��� r−�F 5±5L − t77 ≈ # ��� ����������� ��
��
�
���� s � t% �� G�n	5±5L−m77 ≈ # ��� ��
��
���� n � m�

?0@ (��� f ∈ S5R7% �� r−s∗f5±5L − t7r7 ≈ # ��� �&���
��
��
���� s � t�

� ��! !�! Lr ≈ '∞ � t ������.���1 �� 5L − t7r ≈ '∞� >�0
�6��C ��!H�1 >�� f ∈ S5R71 G�� >�� e5L− t7rf−s ∗f5±5L− t7r7 ≈ #�
��!�� �-.����1 # ≈ r−se5L− t7r�fs ∗f5±5L− t7r7� �������C ��G���0
������  ������ # < ◦5Nr�7 < '∞� �



&�$��������������� ����
���
��� =��� �
 ��!�� )=

?.@ (��� f ���
������ ����
����� A�
#
 S5R7 �
n ) ��
��
���� �
��
����� �����% ��

‖Dn
dX�5f7−X�5f �n	7‖�,� ≈ #.

� � ��� 5"7 � 5=7 - ���

r
∑

|k|>L−n
|5Dn

dX�5f775k7−X�5f �n	75k7|� ≈ #,

G�P��� ���� 5$7 �������>�� G�!�����1 >��

# ≈ S X r
L−n∑

k�−L�n

∣
∣
∣
∣

$
5"r7n

n∑

r��

5−$7r
(
n

r

)
∗f55k'n−"r7r7−∗f �n	5kr7

∣
∣
∣
∣

�

.

Ǳ� @�.� �� ��A��.�

f5kr' 5n− "r7r7 X
n∑

s��

f �s	5kr7
s~

5n− "r7srs'

'
f �n��	5ξr7
5n' $7~

5n− "r7n��rn��.

���D�� �6�����

$
5"r7n

n∑

r��

5−$7r
(
n

r

)

f55k ' n− "r7r7 X

X
$

5"r7n

n∑

s��

f �s	5kr7
s~

rs
n∑

r��

5−$7r
(
n

r

)

5n− "r7s'

'
r
"n

n∑

r��

f �n��	5ξr7
5n' $7~

5n− "r7n��.

��G���� C ��F!� G.���.C�� D @�.� � 
n∑

r��

5−$7rrs
(
n

r

)

X

{
#, ���� s < n,

5−$7nn~, ���� s X n,

G�� >���1 >�� G�.�6A >��� G.���A >���� G�� >����A @�.� �6 .�0
��� f �n	5kr7� ��� �� H� ���.�F� >���� �F.���>�� ���.B >����� Br
��C ��!���.�A ������.���A !�������6 B1 G��!���! f �n��	 �F.���0
>��� �� R� ��!�� �-.����1 S ≤ r · "5L − n7B�r� � �������C G.�0
���>� 5$7� �
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2�-�&� �G.������ G����������������� 5L �n	7n∈N ���I��B G��0
G.���.����� G.���.������ L�,� ���� DE��� @�.� ����/

L ��	 /X
{

F ∈ L�,� / 5∀ ��a75∃ ��C7
(

r
�a/��∑

k�−�a/��

|F 5k7|� < C

)}

n

L �n��	 /X Dd5L
�n	7n

L �σ	 /X
∞⊕

n��

L �n	.

Ǳ ��� F ∈ ∗CX ��!��1 >��

◦(
r

L∑

k�−L
F 5k7∗f5kr7

)

X ◦5F,X�5f77 < '∞

��C �D-�A ������.���A f ∈ C∞� 5R7� �G.������ ����A�6A 5�� ��
�-C�������� ��G.�.6��6A7 @ �!J����� ψ�

F / C∞� 5R7→ C G� @�.� 0
��/

ψ�
F 5f7 /X

◦5F,X�5f77�.

�������� >�
������� �����&'�� ����������.
?-@ ψ�

F ∈ 5C∞� 5R77′ ��� �&���� F ∈ L �σ	/
?�@ ���� f ∈ 5C∞� 5R77′ � f X ϕ�k	 ��� ��	����� ������

��� ����'����� 0��	#�� ϕ 5k ≥ #7% �� ��'�������
F ∈ L �σ	 �
	��% ��� ψ�

F X f /
?0@ ψ�

DdF
X 5ψ�

F 7
′ ��� �&���� F ∈ L �σ	�

� Ǳ ��� 5F,G7A� /X r
∑A

k�−A F 5k7G5k7 ��C G.���������F� A ≤
L� Ǳ.��G���H��1 >�� f, fn ∈ C∞� 5R7 � fn → f � C∞� 5R7 G.� n→∞�
��F�� ��C G��B��CE�F� ������.���F� >���� a > # �������� Yjkk5fn7
� Yjkk5f7 ����.H���C � ��.��!� e−a, af � G����������������� 5fn7 �B�0
����C ! f .������.��� ���G�!������ ��������A ���>�� ���� G�����
>���� ‖fn‖L� � ‖f‖L� 1 � ��!H� �B�������� ‖f−fn‖L� → # G.� n→∞�

Ǳ ��� A /X ea/"f� ��F�� ���D� ����� ������I���C

‖f‖L� X ◦‖X�5f7‖A�,�, ‖fn‖L� X ◦‖X�5fn7‖A�,�,
◦‖X�5f − fn7‖A�,� −→

n→∞ #.
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��� ��G�.� F ∈ L ��	1 �� �6G�����6 ������I���C

|ψ�
F 5f7| X |◦5F,X�5f77�| X |◦5F,X�5f77A�| ≤ ◦‖F‖A�,� · ◦‖X�5f7‖A�,�.

�� �G.�������C L ��	 �6��!��� ���� G����� ◦‖F‖A�,� �1 !�!  ������0
���� �6I�1 >���� ◦‖X�5f7‖A�,� ��!H� ���� G��� ��!�� �-.����1 ���0
>���� ψ�

F 5f7 ���� G�� ��C �D-�F� f ∈ C∞� 5R7� �����F�>�� ��!��60
�����C1 >�� ψ�

F 5fn − f7→ # G.� n→∞1 ����� -6��1 ψ�
F ∈ 5C∞� 5R77′�

	����1 �������1 >�� 5Dn
d F,X�5f77 X 5−$7n5F,Dn

dX�5f77� ��
&�$�% 547 �6��!��� .�������� Dn

dX�5f7 X X�5f �n	7 ' T 1 F�� ‖T ‖�,� ≈
#� ����� ��F�1 X�5f �n	75k7 X # G.� |k| > A1 G��!���! Yjkk f �n	 ⊂
e−a, af� ��! ����� �� &�$�% 5$71 Dn

dX�5f75k7 X # G.� |k| > A' n� ��!
!�! n ������.���1 �� �6 ��!�D>���1 >�� T 5k7 X # G.� |k| > eb/rf
��C �D-6B ������.��6B b > a� ��!�� �-.����1 ���� B X eb/rf1 ��
5F, T 7� X 5F, T 7B� ≈ #1 �-� ‖F‖B�,� ���� G�� � ‖T ‖B�,� X ‖T ‖�,� ≈
#� ��� ���6� 5Dn

d F,X�5f77 ≈ 5−$7n5F,X�5f �n	77� �� P�� ����>�0

�� �G.����������� .�������� ψ�
Dn

d
F 5f7 X ψ

��n	
F 5f71 ��!��6��DE�F�

 ���.H����C 5$7 � 5=7�
	�C ��!����������� 5"7 � H�� ��I� ��������1 >�� -�� �F.���>�0

��C �-E����� ��H�� G.��G���F��� @ �!J�D ϕ ��G.�.6���A � ��F��
X�5ϕ7 ∈ L ��	� �

2�-�2� Ǳ ��� C��	 /X UVW5L�,�7n C�n��	 /X DdC
�n	 �

C�σ	 /X
∞⊕

n��

C�n	.

Ǳ��C���1 >�� C��	 ⊂ L ��	1 �������������1 C�n	 ⊂ L �n	 ��C ���B n �1
����� -6��1 C�σ	 ⊂ L �σ	� ���� DE�� ��� G.����H���C  ��������0
��D��C ��! H�1 !�! � G.��6� E�C ���.���/

?-@ (��� F ∈ C�σ	% �� ψ�
F ) ����'���
� 0��	#�� �!��

������ ���
�

?�@ (��� f X ϕ�k	 � ϕ ∈ L�5R7% �� ��'������� �
	�� -���
!��� F ∈ C�σ	% ��� f X ψ�

F �
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Ǳ.��G���H�� ��G�.�1 >�� r′  ��������.C��  �����D Nrr′ ≈ $1
� .������.��1 !�! � �6I�1 ���!.����� G.��-.�������� N .�� z� /
L�,� → L�,�′� ��! !�! �G�.���. z� ����� ���� G� D ��.� 1 ��
z�5C��	7 X UVW5L�,�′7 X Ĉ��	 � z−�� 5Ĉ��	7 X C��	�

Ǳ���H�� Md /X z�Ddz
−�
� / L�,�′ → L�,�′ � �G.������ G�0

���������������� 5Ĉ�n	7n∈N ���I��B G��G.���.����� G.���.������
L�,�′ @�.� ��A Ĉ�n��	 /X Md5Ĉ�n	7� �>������1 >�� z�5C�n	7 X Ĉ�n	

� Ĉ�σ	 X
⊕∞

n�� Ĉ�n	 X z�C�σ	�
Ǳ.C��A G���>�� G�!��6����1 >�� �G�.���. Md G�.�H��� ���.�0

J�A
(
i

r
Y3Z

"πβ
N

δαβ

)L

α,β�−L
.

	�C G.��������6B G ∈ C
X � f ∈ C∞� 5R7 ����>��� ψ�′

G 5f7 �G.����C0
���C ��! H�1 !�! � � &�$�*1 �� � ������A r �� r′ � F �� G�

2�-�7� +�� ����������� f ∈ S5R7 �!��� !���� 
�������

◦‖M n
d 5X�′5f77−X�′5M n5f77‖ X #.

� ��! ����� ��  !������F� � &�$�& �6.�H���C ��C ���.�J6 �G�0
.���.� Md1 � H�� ��I� �-�������� ������I����

r′
L∑

β�−L

∣
∣
∣
∣

(
$
r

Y3Z
"πβ
N

)n
f5βr′7− 5"πβr′7nf5βr′7

∣
∣
∣
∣

�

≈ #.

Ǳ�!�H�� ���>���1 >�� ���� T < L1 �� Tr′ ≈ '∞1 ��

W /X r′
∑

|β|>T
|f5βr′7|� · $

r�n

∣
∣
∣
∣

(

Y3Z
"πβ
N

)n
− 5"πβrr′7n

∣
∣
∣
∣

�

≈ #.

� ����� ����1 G.����!�C  ������ Nrr′ ≈ $1 �6 ��H�� G��6�!���
������.���� >���� C ��!1 >��-6

∣
∣
∣
∣

(

Y3Z
"πβ
N

)n
− 5"πβrr′7n

∣
∣
∣
∣

�

X

X

∣
∣
∣
∣
β

N

∣
∣
∣
∣

�n∣∣
∣
∣

(
β

N

)−n(
Y3Z

"πβ
N

)n
− 5"πNrr′7n

∣
∣
∣
∣

�

≤ C

∣
∣
∣
∣
β

N

∣
∣
∣
∣

�n

.
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���D�� G�� >��� �J��! ��C W /

W ≤ C�r′
∑

|β|>T
|f5βr′7|�|βr′|�n.


��� ϕ5x7 /X x�nf5x71 �� ϕ ∈ L�5R71 G��!���! f ∈ S5R7� �����
��F�1 @ �!J�C ϕ ��G.�.6���1 �F.���>��� �  ��������.C�� .������� 
�� @�.� ��.��!� G.����H���C� ��� ���6� �� �.���CC @ �!J�C
G / X → C1 �G.����C���C @�.� ��A G5β7 /X ∗f5βr′75βr′7n1 G.��0
�����C�� ��-�A ��@���F ϕ � G ∈ S�5M7� ���D�� �6�����1 >��
G.���C >���� G�� >����A �6I� �J��!� ��C W -��!���>�� ���� �1
����� -6��1 W ≈ #�

� ��� 4�*�$$ ��A����C ��!�� a ≈ '∞1 >�� Nr′
a≈ '∞ � Nrr′−

$
a≈ #� Ǳ ��� T /X ea/r′f� ��F�� T  ��������.C�� ��� H�  �����0

C�1 >�� � �6I�1 �������������1 ���� �F.���>������� f �������>��
G�!�����1 >��

W� /X r′
T∑

β��

∣
∣
∣
∣

(
$
r

Y3Z
"πβ
N

)n
− 5"πβr′7n

∣
∣
∣
∣

�

≈ #.


��� $ ≤ β ≤ T 1 �� # < β/N < a/5Nr′7
a≈ #� ��� ���6� - ���

(

Y3Z
"πβ
N

)(
"πβ
N

)−�
X $− αβ ,

F�� αβ
a≈ #� ���D�� r−n

(
Y3Z �πβ

N

)n
X 5$ − αβ75"πβr′7n5Nrr′7−n�

� ��� �6-�.� a �6G���C���C 5Nrr′7−n X $ ' δ ��C ��!���.�F�

δ
a≈ #� ��!���J1 r−n

(
Y3Z �πβ

N

)n
X 5$ ' γβ75"πβr′7n1 F�� γβ

a≈ #� 
���

γ X \cd{|γβ| / $ ≤ β ≤ T }1 �� γ a≈ #1 G�P��� 

W� ≤ r′γ�
T∑

β��

5"πβr′7�n ≤ r′γ�5"π7n5Tr′7�n ≤ 5"π7nγ�a�nr′ ≈ #,

>�� � �.�-�������� �
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2�-�1� �������� >�
������� �����&'�� ����������.

?-@ ψ�′
G ∈ 5S5R77′ ��� �&���� G ∈ Ĉ�σ	/

?�@ F 5ψ�
F 7 X ψ�′

���F 	 ��� �&���� F ∈ C�σ	�

� 5$7/ Ǳ�.���  ���.H����� ��H�� ��!����� ��! H�1 !�! � ���0
.�� �� &�$�*�

5"7/ �-����>�� �������� D �G�.���. ��@@�.��J�.�����C �
S5R71 � G ��� M /X FDF−�� ��F�� M 5f75x7 /X "πixf5x7� ���.��
 ���.H����� �������>�� �-�������� ��C F /X Dn

dG1 F�� G ∈ C�σ	�
��! �����1 �.�- ���� ����.H���C � ���� DE�B �6!���!�B/

ψ�′
���F 	5f7 X

◦5z�5Dn
dG7, X�′5f77 X ◦5Dn

dG,z
−�
� 5X�′5f777 X

X 5−$7n◦5G,Dn
d z
−�
� X�′5f77 X

X 5−$7n◦5G,z−�� MdX�′5f77 X

X 5−$7n◦5G,z−�� X�′5M n5f777 X

X 5−$7n◦5G,X�′5F−�M n5f777 X

X 5−$7n◦5G,X�5DnF−�5f777 X
X 5−$7n◦5G,Dn

dX�5F−�5f777 X
X ◦5Dn

dG,X�5F−�5f777 X ◦5F,X�5F−�5f777 X
X ψ�

F 5F
−�5f77 X 5Fψ�

F 75f7.

���.��� ��!������ �

2�-�-6� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ ������ Nrr′ ≈ $ �� ���.��6 &�$�" �����!��� � �. F�A

��� �J�� � B�.�I� ��������A ������� �����"��
����  ���.H��D0
E�A1 >�� ���� �G�!�. �F.���>����A @ �!J�� f ��H�� � ����.����
e−a, af1 �� f G�������D �G.����C���C ������ ���>���C�� �� ���0
H����� {nλ / −∞ < n < '∞}1 F�� λ ≤ 5"a7−�1 � ������������ �
@�.� ��A

f5t7 X
∞∑

k�−∞
f5kλ7

Y3Z "πa5t− kλ7
"πa5t− kλ7 .

� ��I�� �� >�� ���>���C @ �!J�� �6>���CD��C � ��>!�B kr1 F��
r ≈ $/5Nr′71 � ���. ��� ������1 >�� Nr′ , P�� � ��>����� �����
����.����1 �� !���.�� .������.������C F 5f7�



&�$��������������� ����
���
��� =��� �
 ��!�� )(

?�@ ������ Nrr′ ≈ "πh �� G.����H���C &�$�= 5$7 ����� ��C0
���� ��!H� � ����-���� ���������������� �� !�������A ��B���0
!�� �������.�� ����G�.����.�>��!�� F. GG6  ����.�6B �G�.���0
.�� U5u7 /X ]dk5−iuP 7 � V 5v7 /X ]dk5−ivQ71 F�� Q � P , �G�.���.6
!��.�����6 � ��G ���� ��������������1 �� �� Q , �G�.���.  ���0
H���C �� ��������� D G�.����� D � P /X h

i
d
dx 1 F�� h > # , @�!0

��.������� ������.���� >����1 5�����	���	 Ǳ���
�7� ��G�����1
>�� U5u7ϕ5x7 X ϕ5x− uh71 V 5v7ϕ5x7 X ]dk5−ivx7ϕ5x7 � �6G���C���C
.��������

U5u7V 5v7 X ]dk5ihuv7V 5v7U5u7,

!���.�� G� .���6I����D ��H�� .������.����� !�! ��� �� @�.�
������I���C ���G.������������

������ F�G�.!���>����.�6� �G�.���.6 Ud, Vd / C
X → C

X ��!1
>�� 5UdF 75k7 /X F 5k −· $7 � Vd , ���F�������C ���.�J�

5]dk5−"πink/N7δnk7Ln,k�−L.

��F!� G.���.���1 >�� �G�.���.6 U rd � V md  ��������.CD� ���0
� DE�� !��� ��J����6� ������I���C�/

U rdV
m
d X ]dk5"πirm/N7V md U rd 5r,m ∈ ∗Z/N∗Z7.


��� ]dk5"πirm/N7 ≈ ]dk5πihuv71 �� G�������� ������I���� G.�0
�.�E����C �  !������� �6I� !��� ��J������ ������I���� ��C �G�0
.���.�� U � V � ����!� �G.�����������  �����C ]dk5"πirm/N7 ≈
]dk5πihuv7 �.�- �� �G.��������A ��C�� ��H� ����>����� r1 m1 u
� vn G��.�-����� ��� � ���� DE�� G.����H�����

?0@ (��� r,m ∈ ∗Z/N∗Z �
	���% ��� rr ≈ uh � "πmr̂ ≈ v%
��� u � v ) ��
��
���� ����
% �� U rd � V md / L�,� → L�,� �����
��������������!� ���
���� U5u7 � V 5v7 ���������������

� � !�>����� ���H����� M �� *�%�$ 5"7 ������� ����! G�����
B�.�!��.����>��!�B @ �!J�A ���!� �6B ����.������ ��! ����� ��
�G.�������C1 U5u75χ�a,b�7 X χ�a�uh,b�uh�� `������1 >�� ���� kr �mr
�!���������.��61 �� |k|, |m|, |k −m| < L1 G�P��� k −· m X k −m �
U rd 5F 75k7 X F 5k − r7� Ǳ��C��� ��!H�1 >�� ��C f X χ�a,b� - ���

X�5f75n7 X
{

#, ���� nr /∈ ∗ea, bf,
$, ���� nr ∈ ∗ea, bf.



(# ��� &�,�0�������!
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`��>��1 � ��� P��F� ��-�D����C1

U rd 5X�5f775n7 X
{

#, ���� nr /∈ ∗ea' rr, b' rrf,

$, ���� nr ∈ ∗ea' rr, b' rrf.

�����F�>��

X�5U5u75f775n7 X
{

#, ���� nr /∈ ∗ea' uh, b' uhf,

$, ���� nr ∈ ∗ea' uh, b' uhf.

��G�.� C���1 >��

r
L∑

k�−L
|U rd 5X�5f775n7−X�5U5u75f775n7|� X "r

[|5uh− rr7/r|] ≈ #,

�-� uh ≈ rr�
��G��.��������� G.���.CD��C .�������� V 5v7 X F−�h U−�5v7Fh

5��� &�$�= 5$77 � Vd X z−�� U−�d z�� Ǳ���H�� r� /X "πpr̂ � .������0
.�� U−�d !�! �G�.���.1 ��A��� DE�A �� L�,�� � L�,�� �

� ��� ��I�B G.��G���H���A mr� ≈ vh1 � ���� ��!������F�
�6I� U−md - ��� F�G�.G.�-��H����� �G�.���.� U−�5v7� ��F�����
&�$�= 5$7 �G�.���. z� / L�,� → L�,�� G.�������C�� ��-�A F�G�.G.�0
-��H���� �G�.���.� Fh1 �� �� V md /X z−�� U−md z� , F�G�.G.�-��H�0
��� �G�.���.� F−�h U−�5v7Fh X V 5v7� �

?.@ ���.��� &�$�( ��H�� G��� H��� ������A ��C G���.����C G.�0
-��H���C G.��-.�������C N .�� �-�-E���6B @ �!J�A  ��.����F�
.���� � G���E�D ���!.����F� G.��-.�������C N .��� � ��H�����D1
��!�A G��B�� �!��6�����C  �G�I�6� ����!� ��C ��B @ �!J�A1 !���0
.6� C��CD��C G.�������6�� @ �!J�A �� L�5R7� � �� H� �.��C P���
!���� ��H�� -6�� .��I�.��1 !�! G�!��6���� ���� DE�A G.���.�

Ǳ ��� ϕ X $� ��F�� ϕ , .�F �C.��C �-�-E����C @ �!J�C �
���� &�$�) ϕ X ψ�

F 1 F�� F /X X�5f71 �� �� F 5k7 X $ ��C ���B k ∈ X �
��! !�! F 5$7 X δ1 �� z�5F 75k7 X Nrδk�� ��!�� �-.����1 ���� G /X
z�5F 71 �� ψ�′

G 5f7 X ◦5G,X�5f77�′ X ◦5Nrr′∗f5#77 X f5#7 X δ5f71
G�P��� F 5ψF 7 X ψ�′

���F 	�

2��� ������������9 �*���5!� (")��!���5��,
(��))<

`���� �� >����C !����. !J�C1 ��G������CDE�C !�H��A F�G�.0
!���>��A F. GG� ��!���. D ��!����� !��G�!�� D F. GG �



&�"�����
��
��
� ������	
 ����	������� ����� ($

2���-� �������.�� �������� D F. GG G !���J�

∗
Z/N∗Z /X {−L, . . . , L}

5��� &�$�$7� ����1 >�� G , �� �.���CC F�G�.!���>��C �-����� F. G0
G�� �6����� � ��A ��� ���I��� G��F. GG6 G� /X {k ∈ G / kr ≈ #}
� Gf /X {k ∈ G / ◦|kr| < '∞}�

�>������1 >�� G� � Gf ��H�� G.��������� � ���� ������������0
�� G�.���>���C � �-K�������C �>���6B ����A��� �� �.����B ���0
H����/

G� X
⋂

n∈N

j−�5∗5−n−�, n−�77, Gf X
⋃

n∈N

j−�5∗e−n, nf7.

	����1 ���-.�H���� YV / Gf → R C��C���C PG���.@����� �
h]i5YV7 X G�1 �� �� R � Gf/G��

	�G ����1 >�� �� �.����� ���H����� A ���G����� � j−�5∗5a, b77
��C ��!���.6B a, b ∈ R� ��F�� YV5A7 X ea, bf� �G.������ ���I���
���H����� A◦ /X {c ∈ A / c ' G� ⊂ A}� ��F!� G.���.���1 >��
YV5A◦7 X 5a, b7�

�����F�>�6� �-.���� ��H�� �G.������� A◦ ��C �D-�F� �� �0
.����F� ���H����� A� � P��� �� >�� -�� �. ��  �������������C1 >��
���H����� YV5A7 ���!� ��1 � YV5A◦7 , ��!.6���

��� ���6� ����A����

{YV5A◦7 / A , �� �.����� G�����H����� Gf}

�-.�� �� -�� ��G���F�� � R� �6G���C���C ��!H� �>������� .����0
���� ◦5r · |j−�5∗ea, bf7|7 X b − a� ���D�� �����1 >�� 5Gf , S

Gf

� , ν
Gf

� 7
, P�� σ0!���>��� G��G.���.������ G.���.������ �M�-� 5G,S�, ν�7
5��� *�=�$$7�

� P��� �� >�� νGf

� , ����.������C ��.� �� Gf �1 !�! ����� ��
G.��6� E�F� .��������1 ���-.�H���� YV / Gf → R ��B.��C�� ��. 1
���� � !�>����� ��.6 g��.� � R -�.���C ��.� ��-�F��

Ǳ ��� Ĝ , F. GG� B�.�!��.�� F. GG6 G� ��F�� �� �.�����
���-.�H���� n �→ χn1 F�� χn5m7 /X ]dk5"πimn/N7 ��C ���B n,m ∈ G1
- ��� �����.@����� G � Ĝ� S��  ���.H����� ���� �� �� G.��J�G�
G�.�����1 ��! !�! ��� �G.�������� ��C !�H��F� ������.���F� N �
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��F!� ������1 >�� B�.�!��. χn / G→ ∗
C ��� J�. �� � G���E�D

F�����.@���� YV B�.�!��. κ / R → C � ��� � ����!� � ��� �� 0
>��1 ���� χn|G� ≈ $� Ǳ�P��� ����������� �6������ � Ĝ ���I�DD
G��F. GG Hf /X {χ ∈ Ĝ / χ|G� ≈ $} � �G.������� ������.@���
ŶV / Hf → R̂ @�.� ��A ŶV5χ75n7 /X ◦χ5◦5nr77 ��C n ∈ N � χ ∈ Ĝ�
	����1 h]i5ŶV7 X H� /X {χ ∈ Hf / χ|Gf

≈ $} � �>�����6� �-.����

Hf/H� ⊂ R̂�

?-@ 	�C �D-�F� n ∈ G ���D� ����� P!�������������/

χn ∈ Hf ↔ ◦5|n · r̂|7 < '∞,
χn ∈ H� ↔ n · r̂ ≈ #,

F�� r̂ /X 5Nr7−��
� � ����� ����1 ���� >���� nr̂ ���� G��1 �� �G.�������6 ����0

��I���C/

χn5m7 X ]dk5"πimn/N7 X ]dk5"πimr · nr̂7 ≈ $,

�-� mr ≈ #�
���-�.��1 G.��G���H��1 >�� >���� nr̂ ������ G��� Ǳ ��� m /X

eN/5"π7f� ��F�� - ��� mr̂ ≈ #� � P��� �� >�� χn5m7 X ]dk "π
(
N
�π

)
r ·

n
N� ≈ −$1 ��! !�! # ≤ α < $� Ǳ�� >��� G.�����.�>���

	�!����������� ���.�A P!������������� G.�������C �����F�>0
��� �

��!�� �-.����1 F. GG6 Ĝf � Ĝ�  ��.���6 ��! H�1 !�! � F. GG6
Gf � G�� ����� -6��1 Ĝf/Ĝ� � R̂ � R�

	�C G.���������A ��!����� !��G�!���A �-�����A F. GG6 G G.�0
�-.�������� N .�� F / L�5G7 → L�5Ĝ7 �G.����C���C @�.� ��A
F 5f75χ7 /X 5f, χ̂71 G�P��� 1 !�! ��F!� ������1 ���.��� &�$�" �����
F. GG�� D ����.G.���J�D� Ǳ.��� G�� ! .������.���D �-E�F� �� 0
>�C�

Ǳ ��� G , �� �.���CC F�G�.!���>��C �-����� F. GG� � G� �
Gf , ��� G��F. GG6 G ��!��1 >�� G� ⊂ Gf � �6G�����6 ���� DE��
 �����C/

?E@ � E���� �� ��!�C G����������������� 5An7n∈N �� �0
.����B ���H����1 >�� An ⊂ Gf ��C ���B n ∈ N �
G� X

⋂{An / n ∈ N}n
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?F@ � E���� �� ��!�C G����������������� 5Bn7n∈N �� �0
.����B ���H����1 >�� Bn ⊃ G� ��C ���B n ∈ N �
Gf X

⋃{Bn / n ∈ N}�
��!�� �-.����1 G��F. GG6 G� � Gf ��F � -6�� ��-� �� �.��0

����1 ��-� ���I�����

?�@ (��� �������� G� � Gf ����� G% ��� G� ⊂ Gf %
����������&� �������! 5�7 � 5�7% �� ��'������� ������� ��!������
5Cn7n∈Z ��!!������� ��������� !�������� � G �
	��% ��� ������
���� ����������.

?�@
⋂
n∈Z

Cn X G�n
?*@

⋃
n∈Z

Cn X Gf n
?�@ Cn ' Cn ⊂ Cn�� 5n ∈ Z7.

(���% ���� ����% F ) ��������� ���!�������� G% ��
?(@ F ⊂ Gf ↔ 5∃n ∈ Z75F ⊂ Cn7n
?�@ F ⊇ G� ↔ 5∃n ∈ Z75F ⊇ Cn7.

� �.�- ���� ��F!� ���� �� �� G.��J�G� ���6E���C� �
��H� �6 - ��� .�-����� � @�!��.�����6� �>���6� ����A�����

5Cn7n∈Z1  ��������.CDE��  �����C� 5"7� 
��� F ⊂ Gf 1 �� G���F���
◦
F /X {g ∈ Gf / g'G� ⊂ F}� ���� DE��  ���.H����� ���� �� �� 5"7�

?0@ (��� F ) ��������� ���!�������� Gf % �� �∀g ∈ G 

5g ∈
◦
F ↔ 5∃m ∈ Z75g ' Cm ⊂ F 77�

�-����>�� ����A���� ���B �� �.����B ���H���� � Gf ��������
8Z5Gf 7 � G���H�� 8Z�5Gf 7 /X {F ∈ 8Z5Gf 7 / G� ⊂ F}� Ǳ ��� G� /X
Gf/G� � j / Gf → G� , !�����>��!�A @�!��.0F�����.@���� 
���
g ∈ Gf � A ⊂ Gf 1 �� ������ j5g7 � j5A7 - ��� G����� g� � A�

���������������

2����� �������� ,!�&� !���� �����&'�� ����������.

?-@ ��!������ U /X {
◦
F� / F ∈ 8Z5Gf 7} ��
���� �
��

�	��������� ���� ��	����� 
���!���� ���������
����
���
���� � �������� ���	���� �
 G� � �
���
�
�!�� ���� 
��������
��/

?�@ ���� F ∈ 8Z5Gf 7% �� !�������� F� �
!	����/
?0@ �����������	
� ����
 G� ����
�

� 5$7/ ��! �������� �� �-E�A ���.�� ��G���F�>��!�B F. GG 5���1
��G.���.1 e$($f71 ����A���� U G�����H���� �-�����A F. GG6 G� - 0
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��� -���A @����.� �!.��������A � �C ��!���.�A F. GG���A ��G���0
F��1 !�! ����!� �6G�����6 ���� DE��  �����C/

5�7
⋂{U / U ∈ U} X {e}n

5-7 5∀U, V ∈ U775∃W ∈ U75W ⊂ U ∩ V 7n
5�7 5∀U ∈ U75∃V ∈ U75V − V ⊂ U7n
5F7 5∀U ∈ U75∀ξ ∈ U75∃V ∈ U75V ' ξ ⊂ U7�

Ǳ.���.�� 5�7� 
��� g� ∈ ⋂{
◦
F� / F ∈ 8Z�5Gf 7}1 �� ��C !�H��F�

F ∈ 8Z�5Gf 7 - ��� 55g 'G�7 ∩
◦
F �X ∅7� `���� ��G���� ���C ��� @�!�1

>�� j−�5g�7 X g 'G� � j−�5
◦
F�7 X

◦
F 'G� X

◦
F 5��� �G.��������

◦
F 7�

�������������1 � E���� �� g� ∈ G�1 ��C !���.�F� 5g' g�'G� ⊂ F 71
�� �� g ∈ F � ��� ���6� g ∈ ⋂

8Z�5Gf 7 X G��

������ 5-7 �6��!��� �� �!�D>���C 5F� ∩ F�7◦� ⊂
◦
F�

� ∩
◦
F�

� 1 !�0
��.�� G.���.C���C �����F�>���

Ǳ.���.��  ������ 5�7� 
��� F ∈ 8Z�5Gf 71 �� � ��� &�"�$ 5"7
� E���� �� n ∈ Z ��!�A1 >�� Cn'Cn'Cn ⊂ F 1 ���>��1 Cn'Cn'G� ⊂
F � ��!�� �-.����1

◦
Cn '

◦
Cn ⊂

◦
F 1 �������������1 5

◦
Cn '

◦
Cn7� X

◦
C�
n '

◦
C�
n ⊂

◦
F�� ��! !�! ���H����� Cn ������.�>��1 ��

◦
C�
n X −

◦
C�
n �

������ 5F7 G.���.C���C �����F�>���
5"7/ Ǳ ��� F ∈ 8Z5Gf 7� Ǳ�!�H��1 >�� ���H����� F� ���!� ���


��� g� /∈ F�1 �� 5g ' G�7 ∩ F X ∅1 ���>��1 5g ' Cn7 ∩ F X ∅

��C ��!���.�F� n ∈ Z� 5`���� ��G��������� ω�0���6E��������7 ���
���6� 5g'Cn−�'G�7∩F X ∅ ���� &�"�$ 5"71 G�P��� 5g�'C�

n−�7∩
F� X ∅� �� ��F�� 5g�'

◦
C�

n−�7∩ F� X ∅1 ��! !�!
◦
Cn−� ⊂ Cn−�� S��

��!��6����1 >�� ���H����� F� ���!� ��1 G��!���! 
◦
C�

n−� ∈ U�
5=7/ ��! ����� �� &�"�$ 5"71 !�����>��!�C ��G���F�C �� G�  ��0

������.C�� G�.��A �!����� �>�������� Ǳ�P��� ��� �������>��  ���0
������ ����!�1 >�� ��C!�C G����������������� ��I� �G� ����� G.�0
����


��� 5g�n 7n∈N , G����������������� ��I� � G�1 �� G� �G.���0
����D ��C ��C!�F� m ∈ Z ��A����C ν5m7 ∈ N ��!1 >�� ��C �D-6B

n�, n� > ν5m7 �6G���C���C g�n� − g�n� ∈
◦
C�
m� �������.�� �>�����

����A����

t /X {Am,n / n > ν5m7, n,m ∈ N},



&�"�����
��
��
� ������	
 ����	������� ����� (%

F��
Am,n /X {g / gn − g ∈ Cm��},

� G�!�H��1 >�� t , J���.�.������� ����A�����
Ǳ ���

S /X {Am�,n� , . . . , Amk,nk
},

� �6-�.�� n > \cd{ν5m�7, . . . , ν5mk7}� ��F�� g�nı
−g�n ∈

◦
C�
mı

1 G�P��� 

gnı − gn ' g ∈
◦
Cmı ��C ��!���.�F� g ∈ G��

���!1 gnı − gn ' g ' G� ⊂ Cmı � ��! !�! g ' G� X G�1 ��
gnı − gn ∈ Cmı 5ı /X $, . . . , k71 ���>��1 gn ∈

⋂
S� ��G�.� �� ω�0��0

�6E������� G�� >��� � E���������� P������� g ∈ ⋂
t� >��6��C

�!�D>���� Cm�� ⊂
◦
Cm��1 �>������ �6��!�DE�� �� &�"�$ 5"71 �6��0

���1 >�� g�n → g� G.� n→∞� �
��G�����1 >�� �� �.����� ���H����� ���6��D� �����������


������� 5��� =�&�&71 ���� �F� ��E����� , ������.���� ��� .���0
��� >����� �������C ��!H� �������� 5∗7 �-����>��� ���� DE��
 ������/

5∀F�, F� ∈ 8Z�5Gf 775F� ⊂ F� → 5∃B ⊂ F�75|B| ∈ N ∧ F� 'B ⊇ F�77.

2���0� �������� >�
������� ����������.
?-@ ����
 G� � 	
�������	�� ���������� ��	
���� 	�!�

�
	��
 � ���

�����
 � ��! � ����	� � ��! ����
�%
���� ��������� ������� 5∗7/

?�@ ���� ��������� ������� 5∗7% �� ����
 G� 	�!�
	��

����	���
 � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� Gf
��������������� G� �������� ��������� �������
��� ����� G�

� 5$7/ Ǳ.��G���F�C �G.�����������  �����C 5∗71 G�!�H��1 >��
G� ��!����� !��G�!���� 	������>��  ��������� !��G�!������ F�

��C �D-�F� F ∈ 8Z�5Gf 7� `��!� ����� F� -6�� G�!����� � &�"�"� 	�0
!�H��1 >�� ��C �D-�A �!.�������� U � �C � G� � E���� �� !���>���
���H����� {v�, . . . , vk} ⊂ F�1 ��C !���.�F�

⋃k
i��5vi ' U7 ⊃ F�� ��0

F����� &�"�$ 5"7 ��H�� G���-.��� n ∈ Z ��!1 >��-6 Cn ⊂ F �
◦
C�
n ⊂ U �

��F�� Cn−� ⊂
◦
Cn1 ��! !�! Cn−� ' Cn−� ⊂ Cn � G� ⊂ Cn−�� ��

 �����C 5∗7 �6��!��� � E���������� !���>��F� ���H����� B ⊂ F 1



(* ��� &�,�0�������!
�� � �
!������	�! 
�
����

�-��G�>���DE�F� �!�D>���� Cn−� ' B ⊃ F � �� ��F��
◦
Cn ' B ⊃ F

�
◦
C�
n 'B� ⊃ F�� ���H����� B� !���>��1 G��!���! B ������.���0

!���>��� ��G�.�-�������� F. GG6 G� ���� �� �� �� ���.�� ������
� ������I���C G� X

⋃{C�
n / n ∈ Z}1 ��! !�! !�H��� �� ���H����

C�
n !��G�!����

���-�.��1 G.��G���H��1 >�� G� ��!����� !��G�!��� � ��G�.�0
-������ ��! �����1 � E���� �� n� ∈ Z ��!�A1 >�� C�

n !��G�!���
��C ���B n ≤ n�� Ǳ�!�H�� !��G�!������ F� ��C G.���������F�

F ∈ 8Z5Gf 7� 
��� V /X
◦
C�

n�−�1 ��
⋃{g� ' V / g ∈ Gf} X G�� ���� 

G.��G���H���C � ��G�.�-�������� � E���� �� ��!�C G������������0
����� {gn}1 >�� G� X

⋃
n5g

�
n ' V 71 ��! ��

Gf X
⋃

n

5gn '
◦
Cn�−� 'G�7 ⊂

⋃

n

5gn ' Cn�7 ⊂ Gf .

�������������1 F ⊂ ⋃
n5gn ' Cn�7 � � ��� ω�0���6E������� � E�0

��� �� !���>��� ���H����� {n�, . . . , nk} �� ���A����� F ⊂ ⋃k
i�� gni '

Cn� � ��� ���6� G.�B���� ! �!�D>���D F� ⊂ ⋃k
i�� gni ' Cn� 1 ��

!���.�F� �6��!��� !��G�!������ F�� ������� ��G�.� G� ⊂ F� ⊂ F�
� G��-�.�� n ≤ n� ��!1 >��-6 Cn ⊂ F�� � E���� D� g�, . . . , gk1 ��C

!���.6B g�� , . . . , g
�

k ∈ F�

� �
⋃k
i�� gi'

◦
Cn−� ⊃ F�� Ǳ ��� h�, . . . , hk ∈ F�

� hi − gi ∈ G�1 �� �� hi 'G� X gi 'G�� ��F��

F� 'G� ⊂
k⋃

i��

(
gi '

◦
Cn−� 'G�

) ⊂
k⋃

i��

5hi ' Cn7 ⊂ {h�, . . . , hk}' F�.

Ǳ���F�C B X {h�, . . . , hk}1 G.�B���� !  �����D 5∗7�
5"7/ Ǳ ��� ��G�.� F. GG� G� !��G�!���� 	�C G.���������F�

F ∈ 8Z�5Gf 7 G��-�.�� g�, . . . , gk ∈ Gf ��!1 >��-6

G� X
k⋃

i��

5g�i '
◦
F�7 X

( k⋃

i��

5gi'
◦
F 7

)�

X
( k⋃

i��

5F 'gi7
)�

5
◦
F ⊂ F ⊂ Gf 7.

���H����� K /X
⋃k
i��5F 'gi7 ⊂ Gf C��C���C �� �.������ ����1 >��

K� X G�1 G�P��� Gf X K'G� ⊂ K'F ⊂ Gf � `��>��1 Gf X K'F
��!H� �� �.����� ���H������



&�"�����
��
��
� ������	
 ����	������� ����� (&

���-�.��1 G ��� Gf , �� �.���CC G��F. GG� F. GG6 G� Ǳ�!�0
H�� !��G�!������ G�1 G.��G���F�C �G.����������� 5∗7� 	������>��
 ��������� ���� DE��  ���.H�����/

5∀n ∈ Z75∃B ⊂ Gf 7

(

|B| ∈ N ∧G� X
⋃

g∈B

(
g� '

◦
C�

n

)
)

.

� ��� &�"�$ 5"7 Cn−� ⊂
◦
Cn1 � ��F�����  �����D 5∗7 � E���� �� ����0

��.���0!���>��� ���H����� B ��!��1 >��

Gf X B ' Cn−� X B '
◦
Cn X

⋃

g∈B

(
g '

◦
Cn

)
.

���D�� G� X
⋃
g∈B5g

� '
◦
C�
n7� �� P��� �6 ����.I��� ��!�������0

����1 �G �!�C G.��� D G.���.! ���.�A >����  ���.H����C 5"7� �
Ǳ��>�.!���1 >�� �� ��!������A ���.��6 &�"�= ���� �� !��G�!�0

����� F� ��C �D-�F� F ∈ 8Z5Gf 7�

2���.� Ǳ.������ ���!���!� ���-B����6B ��C ������AI�F� ��G�0
��F������6B @�!��� � �������6B �6I� �-K�!��B�

?-@ (��� F ⊂ Gf % �� g '
◦
F X 5g ' F 7◦% j−�5j5

◦
F 77 X

◦
F %

5g'
◦
F 7� X g�'

◦
F� �

◦
F� X c5Gf −F 7�% ��� cA �����
�
�� ����������

!�������
 A�

?�@ (��� F ∈ 8Z5Gf 7% �� !��������
◦
F� ��	���% 
 ��!���

���� {
◦
F� / F ∈ 8Z5Gf 7} ��
���� �
�� 	
�������	�� ��������� �


G��

��D� ��H� �6 G.��G���F���1 >�� �6G�����6  �����C ���.�0
�6 &�"�=�

?0@ +�� �&��� F�, F� ∈ 8Z�5Gf 7 �������&��� ������"��
��� # < ◦5|F�|/|F�|7 < '∞�

� Ǳ� ���.��� &�"�= � E���� �� ������.���0!���>��� ���H�����
B 5�� �� |B| ∈ N7 ��!��1 >�� F�'B ⊃ F� ∪F� ⊃ F�� ��F�� |F�| ≤ |F�'
B| ≤ |F�| · |B|1 ���>��1 ◦5|F�|/|F�|7 < '∞� �����F�>�� ◦5|F�|/|F�|7 <
'∞1 >�� � �.�-�������� �



() ��� &�,�0�������!
�� � �
!������	�! 
�
����

?.@ +�G�.��A����������� >���� r ∈ ∗R� ���6��D� ����
���#+�� ���(������ �.�A!� 5G,G�, Gf 71 ���� # < ◦5r · |F |7 <
'∞ ��C !�H��F� F ∈ 8Z�5Gf 7� ��! ����� �� 5=71 >���� r /X |F |−� ∈
∗
R� C��C���C ��.��. DE�� ���H������ ��C !�H��F� F ∈ 8Z�5Gf 7�
��!�� �-.����1 ��C �D-�A �.�A!� 5G,G�, Gf 7 � E���� �� ��.��0
��� DE�A ���H�����1  ��������.CDE�A  �����C� ���.��6 &�"�=�
���� ��!H�1 >�� ���� r , ��.��. DE�A ���H�����1 �� r′ - 0
��� ��.��. DE�� ���H������ � ��� � ����!� � ��� �� >��1 ����
# < ◦

(
�
�′

)
< '∞� �.��� ��F�1 �� 5=7 �����1 >�� ���� r , ��.��0

. DE�A ���H����� ��C 5G,G�, Gf 71 �� 5Gf , S
Gf

� , ν
Gf

� 7 , σ0!���>���
G��G.���.������ G.���.������ �M�-� 5G,S�, ν�7� ��D� ��H� �6
G�I�� G.���� S ������ SGf

� � ν� ������ νGf

� �
?/@ +�� �&��� A ∈ S � g ∈ Gf ����������� g 'A ∈ S �

ν�5g 'A7 X ν�5A7�
� �>������� �

?&@ +�� 	
����� -��!���
 B σ�
����� �������	�� !���
����� B ����� G� �!��� !���� ������"���� j−�5B7 ∈ S�

� � ��� 5$7 �������>�� G�!�����1 >�� j−�55Gf − F 7�7 ∈ S ��C
G.���������F� F ∈ 8Z5Gf 7� S��  ���.H����� �6��!��� �� ���� D0
E�B .�������/

j−�55Gf − F 7�7 X Gf − F 'G� X
⋃

n∈Z

5Cn − F 7 '
⋂

m∈Z

Cm,

⋃

n∈Z

5Cn − F 7 '
⋂

m∈Z

Cm X
⋃

n∈Z

5Cn − F '
⋂

m∈Z

Cm7,

Cn − F '
⋂

m∈Z

Cm X
⋂

m∈Z

5Cn − F ' Cm7.

�-��������� G�������F� .�������� ��G���� �� ω�0���6E������� ��0
������.���F�  ����.� ��� �

�G.������ ��G�.� ��. μ� �� B1 G���F�C

μ�5B7 /X ν�5j−�5B77.

��G��.��������� �� 5%7 ���� ��1 >�� ��.� μ� ����.������� ��� ��!0
H� .�F �C.�� ���� ��G�.�-�������� G�� ��!�� �-.����1 μ� ,
��.� g��.� �� G�� �-����>�� - !��A L G�G������� σ0��F�-.6 B
������������ μ�� Ǳ.����H���� μ� �� L - ��� �-����>��� ��� H�
�������� μ��



&�"�����
��
��
� ������	
 ����	������� ����� ((

2���/� �������� >�
������� �����&'�� ����������.

?-@ !�������� A ⊂ G� ��������� � L � ��! � ����	� �
��! ����
�% ���� j−�5A7 ∈ S/

?�@ μ�5B7 X ν�5j−�5B77 ��� �&���� B ∈ L�

� ��� @�!�1 >�� ��C A ∈ L �6G���CD��C ������I���C j−�5A7 ∈
S � μ�5A7 X ν�5j−�5A771 �6��!��� ��G��.��������� �� G�����6 ��0
.6 �M�-� ν�� Ǳ�P��� �������>�� ��!����� �-.�����  ���.H�����
��C ��!�F� ���H����� A ⊂ G�1 >�� j−�5A7 ⊂ F ∈ 8Z�5Gf 7� Ǳ ���
�6G������ G�������� �!�D>���� � j−�5A7 ∈ S� T��-6 ��!����� ��0
����I���C A ∈ L � μ�5A7 X ν�5j−�5A771 �������>��  ���������1 >��
μ��5A7 X μ���5A7 X ν�5j−�5A771 F�� μ��5A7 � μ���5A7 , �� �.���CC �
���I�CC ��.6 5� ��6��� ���.�� ��.67 g��.� ���H����� A�

��! !�! ν�5F 7 , ���� G��� F�G�.>����1 ���>��1 ν�5j−�5A77 ��!0
H� ���� G��� Ǳ�P��� ��C �D-�F� ������.���F� ε > # � E���� ��
�� �.����� ���H����� D ⊂ j−�5A7 ��!��1 >�� �G.�������� ������0
I���� ν�5D7 ≥ ν�5j−�5A77 − ε� ��G�.� �� �!�D>���C D� ⊂ A �
���!� ����� ���H����� D� �6����� μ��5A7 ≥ ν�5j−�5A77�

Ǳ.��G���H��1 >�� A ⊂
◦
H� ��C ��!���.�F� H ∈ 8Z�5Gf 7 5� !�0

>����� H ��H�� ��C��1 ��G.���.1 F ' F 71 � G ��� B /X
◦
H� − A�

��F�� j−�5B7 X
◦
H − j−�5A7 � ν�5j−�5A77 ' ν�5j−�5B77 X ν�5

◦
H7 X

μ�5
◦
H�71 �-� j−�5

◦
H�7 X

◦
H � ��� &�"�4 5$7� ���D�� ���� ��1 >��

μ��5A7 'μ��5B7 ≥ μ�5
◦
H�7� � �� H� �.��C ���� .�F �C.����� ��.6

μ� �6 ��H�� �6G����� ���� DE�� ������I���C/

μ�5
◦
H�7 X Yjk{μ�5E7 / E ⊂

◦
H�, E ���!� ��} ≥

≥ Yjk{μ�5C7 ' μ�5D7 / C ⊂ A, D ⊂ B,C,D ���!� �6} X
XYjk{μ�5C7 / C ⊂ A, C ���!� ��}'
'Yjk{μ�5D7 / D ⊂ B, D ���!� ��} X
Xμ��5A7 ' μ��5B7.

��!�� �-.����1 μ��5A7 ' μ��5B7 X μ�5
◦
H�7� 
��� ��G�.� ε > #1 ��

� E���� �� ���!� ��� ���H����� C ⊂ B ��!��1 >�� μ�5C7 ≥ μ��5B7−
ε1 � G��!���! A ����.H���C � ��!.6��� ���H�����

◦
H� − C1 ��



$## ��� &�,�0�������!
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!������	�! 
�
����

G�� >���

μ���5A7 ≤ μ�5
◦
H� − C7 X μ�5

◦
H�7− μ�5C7 ≤

≤ μ�5
◦
H�7− μ��5B7 ' ε X μ��5A7 ' ε.

��� ���6� μ���5A7 X μ��5A7� �� �!������F� �6I� ��G�.� -�� �. ��
�6������C μ�5A7 X ν�5j−�5A77� �

2���&� ���.��� &�"�% G�!��6����1 >�� ���-.�H���� j / Gf → G�

��B.��C�� ��. � 
��� f / G� → R C��C���C μ�0����.���A @ �!J��A1
�� @ �!J�C f ◦j / Gf → R ��!H� - ��� ν�0����.���A� 
� ��@���F ϕ
- ��� ���6���� ��@���F�� f � ��!�� �-.����1 �� �.���CC @ �!J�C
ϕ / G → ∗

R - ��� ��@���F�� f 1 ���� f5g�7 X ◦ϕ5g7 ��C ν�0G�>��
���B g ∈ Gf �


��� ϕ ∈ Sp5Gf 71 �� @ �!J�D ϕ �6 - ��� ���6���� Sp0������
������� ��$������ f � ���F��  G��.�-�CD� � -���� ��>��� �6.�0
H����/ ϕ , P�� Sp,�0��$���� @ �!J�� f �

=��	#�� f ������ � Lp5μ�7% ��� p ∈ e$,∞f% � ��! � ����	� �
��! ����
�% ���� f �!��� Sp,����������!�� ��0���� ϕ / G→ ∗

R�
$���� ����% ∫

G�

f dμ� X
◦(

r
∑

g∈G
ϕ5g7

)

,

� ��� �&���� p ∈ e$,∞f �!��� !���� 
�������

∫

G�

|f |p dμ� X
◦(

r
∑

g∈G
|ϕ5g7|p

)

.

2���2� Ǳ ��� G∧ /X Ĝ , �� �.���CC F. GG� B�.�!��.�� F. GG6
G� +�G�.!���>����� G � G.��J�G G�.����� ���! �1 >�� G∧ �����.@0
�� G1 ����� -6��1 G∧ , �� �.���CC F�G�.!���>��C �-����� F. GG��

���� C e$($f1 - ��� G.�������C�� F. GG S� 5�� ��� E�� ���H�0
���� , �����>��C �!. H�����7 !�! ����.��� e− �

� ,
�
� f �� ���H�����

G� ��� �D $� � S� ������� �>��� D ������ {}k / k X $, ", . . .}
�!.��������A � �C1 F�� }k /X 5− �

�k ,
�
�k 7� ��H� G��.�- ���C ���!���0

!� ��G���F������6B @�!����
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 ����	������� ����� $#$

?-@ (��� γ ∈ }�, "γ ∈ }�, . . . , kγ ∈ }�% �� γ ∈ }k�

� �>������1 ��� e$($f� �
������ ��� ���I��� G��F. GG6 H� ⊂ Hf F. GG6 G∧1 �G.����C0

��6� @�.� ����

α ∈ H� ↔ 5∀g ∈ Gf 75α5g7 ≈ #7n

α ∈ Hf ↔ 5∀g ∈ G�75α5g7 ≈ #7.

��� G��.�- ���C ��!H� �>����� ����A���� {W 5Cn,}k7 / n ∈ Z, k ∈
N}1 F�� �� �.����� ���H����� W 5Cn,}k7 ⊂ G∧ �������C @�.� ��A

α ∈W 5Cn,}k7↔ 5∀g ∈ Cn75α5g7 ∈ }k7.

�����F�>�� �G.����C���C W 5F,}k7 ��C F ∈ 8Z5Gf 7�

?�@ ,!�&� !���� �����
������ H� X
⋂
n,kW 5Cn,}k7 �

Hf X
⋃
nW 5Cn,}�7�

� Ǳ�.��� .�������� G�>�� �>������� 	�!�H�� ���.�� .����0
�����

Ǳ ��� α ∈ W 5Cn,}�71 � m ∈ Z ��!���1 >�� k · Cm ⊂ Cn� � P���
�� >�� ���� g ∈ Cm1 �� α5g7, "α5g7, . . . , kα5g7 ∈ }� �1 ����� -6��1
α5g7 ∈ }k ���� 5$7� �������������1 α5g7 ∈ }k ��C ���B k � g ∈ G�1
�� �� α5g7 ≈ # � α ∈ Hf �

���-�.��1 G ��� α ∈ Hf � Ǳ.��G���H��1 >�� α /∈ W 5Cn,}�7
��C ���B n� ��F�� ��C �D-�F� n � E���� �� g ∈ Cn ��!�A1 >��
5|α5g7| ≥ �

� 7� �� ω�0���6E������� �6��!��� � E���������� g ∈ G�

�� ���A����� 5|α5g7| ≥ �
� 71 >�� G.�����.�>�� �B�H����D α ∈ Hf � �

��!�� �-.����1 �.�A!� 5G∧, H�, Hf 7  ��������.C�� ��� H�  ���0
��C�1 >�� � 5G,G�, Gf 71 �������������1 �6 ��H�� �G.������� !�0
����>��! D ��G���F�D �� F. GG� G∧� /X Hf/H�� �� ���.��6 &�"�=
�����1 >�� G∧� G���� ������������ ���������� DE�A .������.��0
���� 
��� α ∈ Hf 1 �� �-.�� α �G∧� G.� !�����>��!�� F�����.@����
�-����>����C �������� α��

?0@ Ǳ���� ��������� 0��	#�� f / G → ∗
C �
	��
% ���

f5g�7 ≈ f5g�7 	
	 ����	� g�, g� � g�−g� ∈ G�% �
◦|f5g7| < '∞ �� g ∈

Gf � ����
 0��	#�� f̃ / G� → C% ��������!
� 0�!���� f̃5g�7 /X
◦f5g7 ��� g ∈ Gf % ����� 
���!��� ��������� �
 G��
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� Ǳ.����� ��!����������� P��F� G.����H���C �G �!����C� �
�G.������ ��G�.� ���-.�H���� ψ / G∧� → G�∧1 G���F�C

ψ5α�75g�7 /X ◦5α5g77

��C G.��������6B α ∈ Hf � g ∈ Gf � ��� @�!�1 >�� ψ5α�7 ∈ G�∧1 ���0
� �� �� 5=7� ��G��.���������  �������������C1 >�� ψ , !�..�!���
�G.�������6A ������.@����

2���7� �������� E���
����� ψ / G∧� → ψ5G∧�7 ⊂ G�∧ �����
���� �����������	�! ���!�0��!�!�

� ��G����� 5���1 ��G.���.1 e$($f71 >�� ��G���F�C �� ���A�����0
��A ! G� F. GG� G�∧ �G.����C���C -���A �!.��������A � �C1 ������0
�����A ���H������� ���� W 5F ,}k71 F��

W 5F ,}k7 /X {h ∈ G�∧ / 5∀ξ ∈ F 75h5ξ7 ∈ }k7},

G.�>�� F , !��G�!���� ���H����� � G� � k ∈ N�
��F!� ������1 >�� ����A���� {W 5C�

n ,}k7 / n ∈ Z, k ∈ N} ��!0
H� - ��� -���A �!.��������A � �C � G�∧� ��G.�.6������ ψ � ψ−�

�6��!��� �� ���� DE�B ��F!� G.���.C��6B �!�D>���A/

◦ψ5
◦
W 5Cn,}k��77 ⊂ W 5C�

n ,}k7n

ψ−�5W 5C�

n ,}k��77 ⊂W 5Cn,}k7�.

���.��� ��!������ �
2���1� ������� ��� ��������C  �����������A ���.��6 &�"�)�

?-@ E�
� ψ5G∧�7 ����
����� ψ �����
����� ����� �
�
!	����& �������� ����� G�∧�

� 	�!����������� ���� �� �� G�����6G∧� � .������.��A ��G.�0
.6������ ψ� �

?�@ �����������	
� ����
 G�∧ ��	
���� 	�!�
	��
 �
���

�����
�

�	
������ (��� 5G,G�, Gf 7 ������������ �������! ����!�
F�3�5% �� ����
����� ψ / G∧� → G�∧ ����� �����������	�! ���!��
0��!�!% �� ��

ψ5G∧�7 X G�∧.
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2���-6� �-����>�� ��C !.��!���� H /X G∧ � ���H������� H�

� ψ5H�71 G���F�C h�5g�7 /X ◦5h5g77 ��C ���B h ∈ Hf � g ∈ Gf � ��F��
G∧� X H� � H� , ���!� ��C G��F. GG� F. GG6 G�∧� Ǳ ���

G′� /X {g ∈ G / 5∀α ∈ Hf 75α5g7 ≈ #7}n
G′f /X {g ∈ G / 5∀α ∈ H�75α5g7 ≈ #7}.

�>������1 >�� G′� ⊃ G� � G′f ⊃ Gf � Ǳ���H�� G�′ /X G′f/G
′
��

?-@ �������� Ǳ� �	
�
���� ��"� �����
������ �!���
!���� -	���
���������

H� X G�∧ ↔ G′� ∩Gf X G�.

� ��! !�! G X H∧1 �� ��H�� G.������� ���.�� &�"�) � ��
��������� &�"�( 5$7 ! G�.� 5G′�, G

′
f 7 � G�� >���1 >�� G�′ , ���!� ��C

G��F. GG� F. GG6 H�∧� �� H� ��!H� ���!� ��C G��F. GG� F. G0
G6 G�∧1 G�P��� �� ���.��6 ���A���������� Ǳ���.CF��� 5��� e$($f7
�6�����

H�∧ X G�/�ZZH�,

F�� �ZZ5H�7 /X {ξ ∈ G� / 5∀h ∈ H�75h5ξ7 X #7}�
������>��!�A �-.�� P������� g ∈ G′f � G�′ �-����>�� ��������

g�′� ��! !�! g�′ , B�.�!��. F. GG6 H�1 �� � E���� �� P������
g� ∈ Gf ��!�A1 >�� g�′5h�7 X g�� 5h

�7 ��C ���B h ∈ Hf � ��� ���6�
h5g − g�7 ≈ # ��C ���B h ∈ Hf 1 G�P��� g − g� ∈ G′�� ��!�� �-.����1
∀g ∈ G′f 5∃g� ∈ Gf 75g − g� ∈ G′�71 �������������1 G�′ X Gf/Gf ∩G′��

Ǳ.��G���H�� ��G�.�1 >�� Gf ∩ G′� X G�� ��F�� G�′ X G�1
���>��1 �ZZ5H�7 X # � ��� .��������H�∧ X G�/�ZZ5H�71 G�P��� 
H� X G�∧�

���-�.��1 ��G ����1 >�� H� X G�∧1 �� �� H�∧ X G�∧∧ � ���
���6� H�∧ X G�� ��F�� �ZZ5H�7 X #� 
��� � �� H� �.��C g ∈
G′� ∩Gf −G�1 �� g� ∈ �ZZ5H�7 � g� �X #� Ǳ�� >��� G.�����.�>��� �

?�@ ,!��� !���� 
������� G�′ X H�∧�

� ��! !�! Gf ⊂ G′f 1 �� F. GG� H ′� X {h ∈ H / 5∀g ∈ G′f 7 5h5g7 ≈
#7} ����.H���C � H�� �������C G.������� 5$7� �
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2���--�Ǳ ���1 !�! �-6>��1 S� , �����>��C �!. H������ Ǳ ���1
�����1 χ / G → ∗S� , �� �.����A B�.�!��. F. GG6 G ��!�A1 >��
χ|G� ≈ #� ��F�� � E���� �� B�.�!��. χ̃ / G� → S� ��!�A1 >��
χ̃5g�7 X ◦χ5g7 ��C ���B g ∈ Gf � `������1 >�� .�������� G�∧ X G∧�

����>���1 >�� !�H�6A B�.�!��. h / G� → S� ����� ��� χ̃� �6��0
��� ��!���.6� �������>�6�  �����C1 G.� !���.6B ��!�� .��������
�G.��������� ��>��� � ����F� ��G���F�������F� G.����H���C�

?-@ (���K ) ��������� ����	�����
� 
�����
 ����

� χ / K → S� ) ��������� �

	�� K% ����! χ5g7 ≈ $ ��� ����
g ∈ K% �� χ ≡ $�

� Ǳ ��� |K| X N � ��F�� χ5g7N X $1 �� �� ����� ����� .��������
χ5g7 X ]dk5"πimX5g7/N7�

�>������1 >�� ���-.�H���� mX / G → Z/NZ , F. GG���A F�0
����.@���� Ǳ�P��� mX5G7 G.�������C�� ��-�A J�!��>��! D G��0
F. GG F. GG6 Z/NZ� �������������1 � E���� �� >���� d1 !���.��
������C �� N 1 � G.� P��� NmX5G7 X {kd / # ≤ k < N/d}�


��� N/d , >����� >����1 ��1 G���F�C k X N/"d1 �6 G�� >��
]dk5"πikd/N7 X ]dkπi X −$1 >�� G.�����.�>��  �����D G.����H�0
��C� 
��� H� ����>��� N/d ��>����1 �� G���F��� k X 5N/d − $7/"�
� P��� �� >�� ]dk5"πikd/N7 X − ]dk5−πid/N7 ≈ −$ G.�  ������
d/N ≈ #� 
��� d/N �≈ #1 �� N/d , ��!���.�� ������.���� >����1
�!�H��1 m � ]dk5"πikd/N7 X − ]dk5−πi/m7 �≈ $ G.� m �X $� ���!1
N X d� �������������1 ��H�� ��!�D>���1 >�� mX5G7 X #1 �� ��
X ≡ $� �

?�@ (��� ����
 G� ���	���
 ��� 	�!�
	��
% �� �!���
!���� 
������� G�∧ X G∧��

� Ǳ ��� G� , ���!.����C F. GG�� ��F�� ���� ���.�A >����
���.��6 &�"�= G� - ��� �� �.����A G��F. GG�A F. GG6 G� ��F�����
5$7 Hf X {h ∈ G∧ / 5∀g ∈ G�75h5g7 X #7}� `��>��1 Hf , �� �0
.���CC G��F. GG� F. GG6 H /X G∧� Ǳ.� P��� G′� /X {g ∈ G /
5∀h ∈ Hf 7 5h5g7 X #7} - ��� �� �.����A G��F. GG�A F. GG6 G� 	�0
���1 Hf X �ZZ5G�7 � G′� X �ZZ5Hf 7� Ǳ� ���.��� � ���A����������
��� �C��.�� � ��� G.��J�G� G�.����� ����� G� X G′�� �� >�A !��0
G�!���A F. GG6G� 5�� �� Gf , �� �.���CC F. GG�7 .������.������C
� ���� DE�� G�.�F.�@�� �

?0@ (��� ��'������� �������
 K ∈ 8Z�5Gf 7% �� �!���
!���� 
������� G�∧ X G∧��
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� Ǳ.�H�� ���F� �������1 >�� �.�A!� 5G�,K,G7 � 5K,Gf , G7
 ��������.CD� ����  �����C� ���.��6 &�"�=� � ��� P��A ���.��6
K� /X K/G� , !��G�!���C G��F. GG� F. GG6 G�1 � Gf/K , ���0
!.����C F. GG�� ��� ���6� ! P��� F. GG�� ��H�� G.������� 5"7�
Ǳ�!�H��1 >�� G′�∩Gf X G�� 
��� P�� �� ��!1 �� � E���� �� P������
g� ∈ G′� ∩Gf −G�1 ��C !���.�F� �����H�6 ��� �� >�C/

5�7/ g� ∈ K/ � P��� �� >�� ��F����� 5"7 � E���� �� �� �.����A
B�.�!��. χ / K → ∗S� ��!�A1 >�� χ|G� ≈ # � χ5g�7 �≈ #� ��F�����
G.��J�G G�.����� χ ��H�� G.����H��� �� �� �.����F� B�.�!��0
.� κ ∈ Hf � ��! �����1 κ5g�7 � #1 >�� G.�����.�>�� �!�D>���D
g� ∈ G′��

5-7/ g� /∈ K/ ����� � ������������ � 5$7 � E���� �� �� �.����A
B�.�!��. h / G→ ∗S� ��!�A1 >�� h|K ≈ $ � h5g�7 � $� ��!�� �-.����1
h ∈ Hf 1 >�� �GC�� G.�����.�>�� �!�D>���D g� ∈ G′�� � �-��B �� 0
>�CB ��G���� ���C ��� @�!�1 >�� B�.�!��.6 ��!����� !��G�!���A
�-�����A F. GG6 .�����CD� ��>!�� �

� ������AI�� �6 �G�.�. �� � �.�A!�A F. GG 5G,G�, Gf 71  ��.�0
���6B ��!1 !�! �G����� � G.���- �� ! ���.��� &�"�=�

2���-�� �������� ����
 G� ������� 	�!�
	���& � ��	��
��& �������� � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ��'������� �����
����� �������
 K �� 8Z�5Gf 7� $���� ����% K� ����� 	�!�
	����
� ��	���� ��������� ����� G��

� 
��� K ∈ 8Z�5Gf 71 �� K ' G� X K1 ��! �� ���� �� ��!.60
����� ���H����� K�� ���G�!������ K� -6��  ���������� � &�"�=�
�>������1 >�� ���� K , G��F. GG� G1 �� K� , G��F. GG� G��

���-�.��1 ��G ���� ��G�.�1 >�� ������C !��G�!���C � ��!.60
��C G��F. GG� U ⊂ G�� Ǳ�!�H��1 >�� j−�5U7 , �� �.����� ���H�0
����� �������.�� ���H����� F ∈ 8Z�5Gf 71  ��������.CDE��  ���0
��D F� ⊂ U � ��H��1 ��G.���.1 ��C�� Cn−� � !�>����� F 1 ����
◦
C�
n ⊂ U 5��� &�"�$ 5"771 �-� ��!�� Cn � E���� �� ��0�� ��!.6����� U �

��! !�! U !��G�!���1 �� � E���� D� g�� , . . . , g
�
n ∈ U ��!��1 >��

U X
⋃n
i��5g

�

i '
◦
F�7� ��F�� ����� ����� .�������� U X

⋃n
i��5g

�

i 'F
�71

G��!���! U , G��F. GG� � F� ⊂ U � ���!1 j−�5U7 X 5
⋃n
i�� gi'

◦
F 7 ⊂⋃n

i�� gi ' F ⊂ j−�5U71 >�� � �.�-�������� �
2���-0� Ǳ ��� r , P�� ��.��. DE�A ���H����� ��C �.�A!�

5G,G�, Gf 71 ��� &�"�4 547� ��! � �6I� � &�$�$1 G���H�� r̂ /X 5r ·
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|G|7−�� ��G�����1 >�� L�,�5G7 , �� �.����� F�G�.!���>����.���
G.���.������ � ∗CG �� �!��C.�6� G.�����������

5ϕ, ψ7� /X r
∑

g∈G
ϕ5g7ψ5g7

��C �� �.����B ϕ, ψ ∈ ∗CG� �����F�>�� �G.����C���C G.���.������
L

�,�̂
5Ĝ7�

0��
������ �������������� 1�"� zG� / L�,�5G7 → L
�,�̂

5Ĝ7
�G.����C���C @�.� ��A

zG�5ϕ75χ7 /X 5ϕ, χ7� 5ϕ ∈ L�,�5G7, χ ∈ Ĝ7.

���. ��� G.���.���1 >�� ���!.����� G.��-.�������� N .�� zG� ��0
B.��C�� �!��C.��� G.�����������

�.�A! F. GG 5G,G�, Gf 7 ���6��D� ���������� ���� �6G����0
�6 ���� DE��  �����C/

?-@ G�∧ X G∧�n
?�@ r̂ , ��.��. DE�A ���H����� �.�A!� 5Ĝ,H�, Hf 7 ��

&�"�&n
?0@ zG� , P�� F�G�.G.�-��H���� G.��-.�������C N .��

FG�

� / L�5μ�7→ L�5μ�̂71 �G.����C���F� @�.� ��A

FG�

� 5f75κ7 /X
∫

f5g7κ5g7 dμ5g7 5κ ∈ G�∧7.

�� ���.��6 &�$�" �����1 >�� �.�A!� 5G,G�, Gf 71 .������.����C
� &�$�$1 C��C���C ��G �����A�

2���-.� �������� (��� ��'������� �������
 K ∈ 8Z�5Gf 7% ��
5G,G�, Gf 7 ) �������!
� ���	
�

� ���>��� G�!�H��1 >�� r̂ , ��.��. DE�A ���H����� ��C
Ĝ� � P��A J���D .������.�� G��F. GG K⊥ /X {χ ∈ Ĝ / χ|K X $}�
�� &�"�$$ 5$7 �6��!���1 >�� H� ⊂ K⊥ ⊂ Hf � Ǳ�P��� �������>��
�-�������� ��.�������� # < ◦5r̂ · |K⊥|7 < '∞� `������1 >�� K̂ X
Ĝ/K⊥ 5��� &�"�4 5=771 �������������1 |K⊥| X |Ĝ|/|K̂| X |G|/|K|1 ��!
>�� r̂ · |K⊥| X 5r · |K|7−�� � �� H� �.��C # < ◦5r · |K|7 < '∞1
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G��!���! r , ��.��. DE�A ���H����� ��C �.�A!� 5G,G�, Gf 7 �
K ∈ 8Z�5Gf 7�

��! ��� �������� �� ���.��6 &�"�$"1K� , !��G�!���C � ��!.60
��C G��F. GG� F. GG6 G�1 G�P��� G�/K� , ���!.����C �>����C
F. GG� ���� ��G�.�-�������� G�� Ǳ ��� {ξk / k ∈ N} , G����C ��0
����� G.�����������A !������ ���H����� F. GG6 G�/K� � κ ∈ K�∧�
�G.������ @ �!J�D fkκ / G� → C1 G���F�C ��C !�H��F� η ∈ G� G�
�G.�������D

fkκ5η7 /X
{

#, ���� η /∈ ξk 'K�,

κ5η − ξk7, ���� η ∈ ξk 'K�.

Ǳ ��� M /X {fkκ / k ∈ N, κ ∈ K�∧}� ��! !�! ����A�6� !��-�0
��J�� B�.�!��.�� G����6 � L�5K�7 � L�5G�7 X

⊕∞
k�� L�5ξk 'K�71

�� ����A��C �-���>!� ���H����� M G����� � L�5G�7 � ��H�� G.�0
������ *�%�$ 5"7�

Ǳ ��� G����������������� 5xk7k∈N � Gf ��!���1 >�� x�k X ξk
��C ���B k ∈ N� �6-�.�� κ� ∈ K�∧ � B�.�!��. χ� ∈ K̂ ��!1 >��-6
χ�|G� ≈ $ � χ̃� X κ� 5��� ���.�� &�"�$$ 5"77� �G.������ �� �.���DD
@ �!J�D ϕkχ� / G→ ∗

C1 G���F�C

ϕkχ� 5y7 /X
{

#, ���� y /∈ xk 'K,

χ�5y − xk7, ���� y ∈ xk 'K

��C !�H��F� y ∈ G�
�� .�������� K ' G� X K ��F!� �6������C1 >�� ◦ϕkχ� 5y7 X

fkκ�5y
�7 ��C ���B y ∈ Gf � `��>��1 ϕiχ� , ��@���F @ �!J�� fkκ� �

��! !�! @ �!J�C ϕkχ� �F.���>��� � �� �������� ����.H���C �� �� �0
.����� ���H����� xk 'K ⊂ Gf 1 �� ϕkχ� ∈ S�,�5G7� ��! ����� ��
G.����H���C *�%�$ 5"71 �������>�� G�!�����1 >�� zG�5ϕkχ� 7 C��C��0
�C S

�,�̂
0����F.�. ��6� ��@���F�� @ �!J�� FG�

� 5fkκ�7� Ǳ.C�6�
G���>����  �������������C1 >�� ��C �D-6B κ ∈ G�∧ � χ ∈ G∧ �60
G���CD��C .��������/

FG�

� 5fkκ�75κ7 X
{

κ5ξk7 · μ�5K�7, ���� κ|K� X κ�1

#, ���� κ|K� �X κ�n

zG�5ϕkχ� 75χ7 X
{
χ5xk7 ·r|K|, ���� χ|K X χ�,

#, ���� χ|K �X χ�.
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��! !�! j−�5K�7 X K1 �� μ�5K�7 X ◦5r · |K|7� 
��� κ /X
χ̃1 �� �>�����6� �-.���� �6G���C���C κ|K� X κ� ↔ χ|K X χ�
5��� &�"�$$ 5$77�

��G�.� C���1 >�� ◦zG�5ϕkχ� 7 X FG�

� 5fkκ�75κ̃7 � zG�5ϕkχ7 , ��@0
���F FG�

� 5fkκ71 �-� χ̃ ���G����� � χ��
�� �.���CC @ �!J�C zG�5ϕkχ� 7 �F.���>��� � �� �������� ����.0

H���C �� �� �.����� ���H����� {χ ∈ G∧ / χ|K X χ�} ⊂ Hf 1 �����
-6��1 zG�5ϕkχ� 7 ∈ S

�,�̂
5Hf 7� �

2�0� ���5�, !�4)�!���, ������������,
�*���5!"

S��� G�.�F.�@ G���CE�� �� >���D ��!�B G1 >�� ��������.���C
�-���>!� G� , !��G�!���C F. GG��

2�0�-� Ǳ ��� G , �� �.���CC F�G�.!���>��C F. GG�� �������0
.�� G��F. GG G� F. GG6 G1 !���.�C G.�������C�� ��-�A G�.���0
>���� �>����F� ���H����� �� �.����B G�����H���� � �-������ ���0
� DE�� ���A�����/ ��C �D-�F� �� �.����F� ���H����� F 1  �����0
���.CDE�F� ������I���D G� ⊂ F ⊂ G1 � E���� �� ������.���0
!���>��� ���H����� B ⊂ G ��!��1 >�� F ' B X G� � P��� �� >��
F. GG� G� !��G�!��� ��F����� ���.��� &�"�=�

�� �.���DD @ �!J�D ϕ / G → ∗
C ���6��D� S0�����������1

���� ��C �D-6B g�, g� ∈ G �� g� − g� ∈ G� ���� �� ϕ5g�7 ≈ ϕ5g�7�
��F����� &�"�& 5=71 ���� S0��G.�.6���C @ �!J�C ϕ / G → ∗

C

������� ��������� 5G�������� ����>���1 >�� ◦|ϕ5g7| < '∞ ��C
���B g ∈ G71 �� @ �!J�C ϕ̃ / G� → C1 �G.����C���C @�.� ��A
ϕ̃5g�7 X ◦ϕ5g7 ��C ���B g ∈ G1 - ��� ��G.�.6���A� ��H� 5��� &�=�47
�6 G�!�H��1 >�� ��C!�C ��G.�.6���C @ �!J�C �� G� � C ��H��
-6�� G.���������� � ��!�� ����1 �� ��C P��F� ���-B����6 ��� ��G�0
��F������6B @�!���

�-����>�� �������� CS5G7 ���H����� ���B G���>�>�� ���� G0
�6B S0��G.�.6��6B �� �.����B @ �!J�A ϕ / G→ ∗

C� Ǳ��C���1 >��
CS5G7 , ���I�CC G����F�-.� �� �.����A ��F�-.6 ∗CG�

Ǳ���H�� G /X {ϕ̃ / ϕ ∈ CS5G7}� ��! �����1 G , G����F�-0
.� ��F�-.6 C5G�7� ���� DE�A .�� ����� G.�������C�� ��-�A Q���0
!.��� DR ��.��D ���.��6 .6�����

2�0��� (��� x, y ∈ G � x − y /∈ G�% �� ��'������� -��!��� ϕ ∈
CS5G7% ��� 	������ ϕ5x7 X # � ϕ5y7 X $�
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� �� ω�0���6E������� ��������.���F�  ����.� �� ���� ��1 >��
y /∈ x ' Ck ��C ��!���.�F� k ∈ Z 5��� &�"�$ 5"77� Ǳ ��� V� /X Ck �
Vn /X Ck−n ��C ���B n ∈ Z� ��F�� 5Vn7n∈N , G�����������������
������.�>�6B �� �.����B ���H���� ��!�C1 >�� Vn��'Vn�� ⊂ Vn� �
��� ω�0���6E������� � E���� �� �� �.���CC G�����������������
5Bn7n∈∗N ������.�>�6B G�����H���� F. GG6G1 ��C !���.�A Bn��'
Bn�� ⊂ Bn ��C ���B n ∈ ∗N � Bk X Vk ��C ���B ������.��6B k ∈ N�

������� @�!��.������� -��!���>��� N ∈ ∗N� Ǳ ��� # ≤ m <
n ≤ N � G���H�� Vm,n /X Bm�� ' . . . ' Bn� ��� !J��A G� n ��
�!�D>���C Bn��'Bn�� ⊂ Bn ��F!� �6������C1 >�� Vm,n'Bn ⊂ Bm�
�������.�� ��G�.� .�J�������6� >����

r X
a�
"

'
a�
"�

' . . .'
an
"n
, aı ∈ {#, $}.

	�C G.���������F� >���� a ∈ {#, $} G���H��

Ba /X
{
B, ���� a X $,

#, ���� a X #.

Ǳ ��� Wr /X Ba�� ' Ba�� ' . . . ' Ban
n � ��F�� Wr ⊂ B� ' B� ' . . . '

Bn X V�N ⊂ B� X V� X Ck1 �������������1 y /∈ x ' B� �1 ���>��1
y /∈ x 'Wr� ��F!� G.���.���1 >�� Wr ⊂ Wr′ G.� r < r′� �G.������
�� �.���DD @ �!J�D ϕ / G → ∗

R1 G���F�C ϕ5g7 /X \3Z{r / g ∈
x'Wr}� 
��� g /∈Wr ' x ��C !�H��F� .�J��������F� r  !������F�
�6I� ����1 �� ϕ5g7 X $ �1 � >��������1 ϕ5y7 X $� ��! !�! x ∈ x'#1 ��
ϕ5x7 X #� Ǳ�!�H�� ��G�.�1 >�� ��C �D-�F� k ∈ e#, N f �6G���C���C
|ϕ5u7 − ϕ5v7| ≤ �

�k−� 1 ���� ����!� u − v ∈ Bk� ���D�� �6��!���
S0��G.�.6������ ϕ1 G��!���! u − v ∈ G� ���>�� u − v ∈ Bk ��C
!�H��F� ������.���F� k� ��! !�! ���H����� Bk ������.�>��1 ��
��H�� G.��G���H���1 >�� ϕ5u7 < ϕ5v71 � ��!�����1 >�� ϕ5v7−ϕ5u7 ≤
�

�k−� � `������ ��!H�1 >�� ϕ5u7 < $1 �-� \cdϕ X $� Ǳ ��� q ∈
{$, ", . . . , "k}1 F�� k ≤ N 1 ��!���1 >�� q−�

�k ≤ ϕ5u7 < q
�k � 
��� q X "k

��� q X "k − $1 �� $ − ϕ5u7 ≤ �
�k−� � ϕ5v7 − ϕ5u7 ≤ �

�k−� 1 G��!���! 
ϕ5v7 ≤ $�

	�G ���� ��G�.�1 >�� q < "k−� − $ � r X q
�k � ��F�� ϕ5u7 < r

���1 >�� �� H� � ��� �G.�������C ϕ1 u ∈ Wr ' x� �� v − u ∈ Bk1
G�P��� - ��� v ∈ Wr ' Bk ' x� � ��I�� �� >�� r X a�

� ' . . . ' ak

�k 1
F�� am ∈ {#, $}1 G.�>�� � E���� �� m1 ��C !���.�F� am X #1 �-�
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q < "k − $� �6-�.�� ���-���I�A ����. m �  !�����6� ���A������
��F�� �  >���� �!�D>���C Bs 'Bs ⊂ Bs−� ��H�� ��G�����

Wr'Bk X Ba�� ' . . .'Bam��

m�� ' . . .'Bak

k 'Bk ⊂ Ba�� ' . . .'Bam−�
m−� 'Bm.

� �� H� �.��C r′ /X r ' �
�k X a�

� ' . . . ' am−�
�m−� ' �

�k � ��!�� �-.����1
Wr ' Bk X Wr′ 1 ���>��1 v ∈ Wr′ ' x � ϕ5v7 ≤ r ' �

�k � ��!���J1
r − �

�k ≤ ϕ5u7 < ϕ5v7 ≤ r ' �
�k �1 ����� -6��1 ϕ5v7 − ϕ5u7 ≤ �

�k−� � �
2�0�0� Ǳ��
����
 G 
���!��� �����
 � C5G�7�

� Ǳ.�H�� ���F� �������1 >�� ��C !�H��F� ψ ∈ CS5G7 �>����0
�6� �-.���� �6G���C���C

Yjk{ψ̃5ξ7 / ξ ∈ G�} X ◦\cd{ψ5g7 / g ∈ G}.

��!�� �-.����1 ���� G����������������� {ϕ̃n} �B�����C � C5G�7 !
��!���.�A @ �!J�� f 1 �� ◦\cd{|ϕn5g7 − ϕm5g7| / g ∈ G} → # G.�
n,m→∞� Ǳ�P��� � E���� �� ������.���C @ �!J�C N ��!�C1 >��

\cd
{|ϕn�5g7− ϕn�5g7| / g ∈ G

}
<

$
m

��C ���B n�, n� > N5m7� �������.�� ����A���� �� �.����B ���0
H����

{{ϕ / \cd{|ϕn5g7− ϕ5g7| / g ∈ G} < $/m} / n > N5m7
}
.

� ��� �6-�.� @ �!J�� N �D-�� !���>��� G������A����  !������F�
����A���� ����� ��G ���� G�.���>�����

Ǳ.����!�C ω�0���6E������� ��������.���F�  ����.� ��1 ��A0
��� �� �.���DD @ �!J�D ϕ / G→ ∗

C ��! D1 >��

◦\cd{|ϕn5g7− ϕ5g7| / g ∈ G} −→
n→∞ #.

Ǳ���>�>��C ���� G����� � S0��G.�.6������ @ �!J�� ϕ  ��������0
��D��C -�� �. ��� ���!1 ϕ̃n → ϕ̃ G.� n→∞1 G�P��� ϕ̃ X f � �

2�0�.� �������� <
��
� �������
� 0��	#�� f / G� → C

�����
��!
 � ���� f X ϕ̃ ��� ��	����� S���������� ���������
��������� 0��	#�� ϕ / G→ ∗

C�
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� 	�C ��!����������� ���.��6 �������>�� G�!�����1 >�� ��F�-0
.� G .������.�� ���!� �� � .�����C�� ��>!� G�� Ǳ�.���  ���.H��0
��� ����.H���C � &�=�=1 � ���.�� -�� �. �� �6������C �� &�=�"�

� ����� ����1 ��G ����1 >�� ξ, η ∈ G� � ξ �X η� 
��� ξ X x�

� η X y�1 �� x − y /∈ G� � � ��� &�=�" � E���� �� ϕ ∈ CS5G71 ��C
!���.�A ϕ5x7 X # � ϕ5y7 X $� �� ��F�� ϕ̃5ξ7 X #1 � �� �.��C !�!
ϕ̃5η7 X $� �

2�0�/� �������.�� �E� ���!���!� ��G���F������6B  ���.H��0
��A�

?-@ (��� ����!
 F�5�? ��!���!
 	 	
���� ���	� ����
5G′, G′�, G

′
f 7 � 5G′′, G′′� , G

′′
f 7% �� -�� �� �
!�� ���� � ��� ���	� 5G′×

G′′, G′�×G′′� , G′f ×G′′f 7� $���� ����% ����
 5G′×G′′7� �����������	�

���!�0�
 ����� G′� ×G′′��

� �.��������� ��!����������� �G �!����C� �
�� P��F� G.����H���C ���� ��1 >�� ���� � .������.������� �� 0

>�� Gf X G1 �� F. GG� 5G×G7� /X 5G×G7/5G� ×G�7 - ��� ��G���0
F�>��!� �����.@�� F. GG� G� ×G� /X 5G/G�7× 5G/G�7�

?�@ Ǳ���� K / G�� → C ) -�� �������
� 0��	#�� �

K /X k̃% ��� ��������� 0��	#�� k / G × G → ∗
C �������� S����

�������� +�� ������������ g ∈ G �������! 0��	#�& Kg� /
G� → C 0�!���� Kg�5·7 /X K5g�, ·7� Ǳ���� ��������� 0��	#��
kg / G → ∗

C ����������� 0�!���� kg5·7 /X k5g, ·7� ����
 kg �����

S���������� � Kg� X k̃g�

� �>������� �
?0@ (��� f / G� → C ) �������
� ����
� 0��	#��%

�� ��'������� ��������� S��������
� ����
� 0��	#�� ϕ �
	
�%
��� f X ϕ̃� (���% ���� ����% 0��	#�� K / G�� → C � k / G� → ∗

C

��������� 0�!��
!� K5ξ, η7 X f5ξ − η7 � k5g�, g�7 X ϕ5g� − g�7
��������������% �� K X k̃�

� 
��� f X ψ̃1 F�� ψ / G → ∗
C , �� �.���CC S0��G.�.6���C

@ �!J�C1 �� ���� �� G���H��� ϕ5g7 /X �
� 5ψ5g7 ' ψ5−g77� �

2�0�&� Ǳ�.�A��� ��G�.� ! �� >���D ��������C�� ��H� ����0
F.����6��  .������C�� �� F. GG� G� � ���������� DE��� �����0
���� ����A�6B ��F�-.��>��!�B  .������A �� F. GG� G�

��G�����1 >�� .�� ��G���F�>��!�C F. GG� G� !��G�!���1 ��
��.� g��.� μ !���>�� � ��H�� G.��G���H���1 >�� μ5G�7 X $� S��
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��.� ��C���� � .������.��A ��.�A �M�-� �� G � ����� r /X |G|−��
�� �G.�������C ��@���F� ����.���A @ �!J�� f / G� → C 5��� &�"�%
� &�"�*7 ���� ��1 >�� ���� f X ϕ̃ ��C ��!���.�A G���>�>�� ���� G��A
S0��G.�.6���A @ �!J�� ϕ1 �� ϕ - ��� ��@���F�� f � ����� ��F�1
ϕ ∈ Sp5G7 ��C �D-�F� p ∈ e$,∞7�

� .������.������� �� >�� r X |G|−� ������ L�,�5G7 �6 - ���
G����� L�5G7� `�@�!��. �� � L�5G7 !�����>��!�A �.����.�����6A
-���� 5eh7h∈G1 F�� eh5g7 /X |G|�/�δhg1 � .������.��  .������C ����

?-@ ϕ5g7 X λ · |G|−� ∑

h∈G
k5g, h7ϕ5h71

F�� k , G���>�>�� ���� G��C ������.�>��C �� �.���CC @ �!J�C�
�� λ1 ��C !���.6B  !�������  .������� ����� ��� ����� .�I�0

���1 - ��� ���6���� ������������ �������	��  .������C 5$71 � .�0
I���C1 �� ���������� DE��1 , ������������ $�
-�	��  .����0
��C 5$71 ����>�DE��� ��-�������� ���>���D λ� ��!�� �-.����1
��-������6� ���>���C 5$7 G.�������CD� ��-�A �-.���6� ����>��6
��� ���6B ��-������6B ���>���A �G�.���.� A1 �G.����C���F� � !�0
����>��!�� �.����.������� -����� ���.�J�A 5agh7g,h∈G �� ���� D0
E��� P��������� agh /X |G|−�k5g, h7�

�������.�� ��!H� ���������� DE�� ����F.������  .������� ��
F. GG� G�/

?�@ f5ξ7 X γ
∫

G�

k̃5ξ, η7f5η7 dμ5η7,

F�� γ , ������.���� >�����

2�0�2� Ǳ��������!% ��� k / G� → ∗
C ) ��������� ��������

�� �������
� S��������
� 0��	#��% ϕ / G → ∗
C ) ���������

��������� �������
� 0��	#�� � ��������� 0��	#�� ψ / G → ∗
C

����������� 0�!����

ψ5g7 /X |G|−�
∑

h∈G
k5g, h7ϕ5h7 5g ∈ G7.

����
 ψ ��������� �������
 � S��������
� $���� ����% ���� ϕ
�������� S���������� 0��	#���% �� �!��� !���� �����
������

ψ̃5ξ7 X
∫

G�

ϕ̃5η7k̃5ξ, η7 dμ5η7 5ξ ∈ G�7.
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� N �!J�C ψ G���>�>�� ���� G�� G���� 1 >�� ��!��6 k � ϕ�
���� &�=�% 5=7 � S0��G.�.6������ k - ��� k5g�, h7 − k5g�, h7 ≈ #
��C ���B h ∈ G1 ���� ����!� g� − g� ∈ G�� ��6�� �������1 � 0
E���� �� α ≈ # ��!��1 >�� |k5g�, h7 − k5g�, h7| ≤ α ��C ���B h ∈ G�
Ǳ ��� C > # , ������.���� >����1 ��C !���.�F� |ϕ5h7| ≤ C G.� ���B
h ∈ G� ��F�� |ψ5g�7−ψ5g�7| ≤ Cα ≈ #1 ��! �� ���������� ���� �� S0
��G.�.6������ ψ� ���.��  ���.H����� ���� �� �� ���.��6 *�%�=� �

2�0�7� Ǳ.������ ��G�.� ���!���!� G�����6B ���A��� ��-�����0
�6B ���>���A  .������C &�=�* 5$7�

?-@ G
������ F�5�2 �4 �� �!��� ���	������ !
��� ����
�������� ��
������ (��� λ ) ��������� ����������� ��
����� -����
�
������ � Rλ ) �������
����� ����������� 0��	#��% �����
�
&'�� λ% �� W3\5Rλ7 ∈ N% �� �� W3\5Rλ7 ) ��
��
���� ������

� �� G���>�>��A ���� G����� k ���� ��1 >�� ◦
∑

g,h∈G |agh|� <
'∞� ��� ���6� A  ��������.C��  �����C� G.����H���C *�$�$$1 ��0
! �� � ���� �� �.�- ����� �

��H� G.��G���F����C1 >�� G���>�>�� ������.�>��C �� �.���CC
@ �!J�C k �� &�=�* 5$7 S0��G.�.6����

?�@ (��� λ ) ��������� ����������� ��
�����% �� ���
	
���� ����������� ϕ ∈ Rλ ��'������� S��������
� ���������
�������
� 0��	#��% 	
��
� ϕ�

� 
��� ϕ ∈ Rλ � ϕ �X #1 �� @ �!J�C ϕ� /X ϕ/\cd{|ϕ5g7| / g ∈ G}
�F.���>��� � ϕ� ∈ Rλ� �������C G.������� &�=�&� �


��� ϕ ∈ L�5G71 ��

‖ϕ‖� X |G|−�
∑

g∈G
|ϕ5g7|�

�1 !.��� ��F�1 ‖ϕ‖∞ X \cd{|ϕ5g7| / g ∈ G}� ����� -6��1 ‖ϕ‖ ≤ ‖ϕ‖∞�
��� �� ����� �G.��������  ���.H������

?0@ (��� ϕ ) ���������
� 0��	#�� �
������ F�5�2 �4 %
���
����
'
� ��������!� ����������!� ��
����& λ% � ‖ϕ‖ X $%
�� ϕ ����� S�����������

� Ǳ ��� ϕ� /X Cϕ ��!�C S0��G.�.6���C ��-�������C @ �!J�C
 .������C &�=�* 5$71 >�� ‖ϕ�‖∞ X $ 5��� 5"77� ��F�� ‖ϕ̃‖∞ X $ �1
�������������1

∫
G� |ϕ̃�|� dμ > #� ����!� ϕ� , ��@���F @ �!J�� ϕ̃�
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� ◦‖ϕ�‖� X
∫
G� |ϕ̃�|� dμ ���� G���>�>��A ���� G����� P��B @ �!J�A

� &�"�*� ���!1 # < ◦‖ϕ�‖ < '∞� ��G�.� @ �!J�C ϕ� X ϕ�/‖ϕ�‖ - ���
S0��G.�.6���A � G���>�>�� ���� G��A1 G.�>�� ‖ϕ�‖ X $� ��! !�!
ϕ� X C�ϕ1 ‖ϕ‖ X $ � C� > #1 �� G.�B���� ! .������� C� X $1 ���>��1
ϕ� X ϕ� �

���.H����� G�������F� G.����H���C �������C � ���� ��C �D0
-�A ��-�������A @ �!J�� ϕ � ��� ����A ���� G��A ��.��A/ # <
◦‖ϕ‖ < '∞�

2�0�1� Ǳ���� �������
� 0��	#�� f / G� → C �������� �"��
���! �����
������ �
������ F�5�2 �3 % ��� γ ) ��
��
���� �����%
γ �X #�

����
 ��'������� ��
��
���� �
��
����� ����� n% ���������
��� ��
����� λ�, . . . , λn �
������ F�5�@ �4 � S���������� �������
��� ����������� 0��	#�� ϕ�, . . . , ϕn �
	��% ��� λı ≈ γ � ϕı ∈ Rλi ���
���� ı /X $, . . . , n% ����! f ����� �������� 	�!���
#��� ϕ̃�, . . . , ϕ̃n�

� ��F����� ���.��� *�%�= 5��� ��!H� G.����H���� &�=�&7 �G�0
����6A �6I� �G�.���. A � ���.�J�A agh /X |G|−�/�k5g, h7 � !�����0
>��!�� �.����.������� -����� G.���.������ L�5G7 - ��� F�G�.G.�0
-��H����� ����F.�����F� �G�.���.� A � C�.�� k̃ / G�� → C� S��
����>���1 >�� ���F.����

L�5G�7 A−−−−→ L�5G�7

j�

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�j�

L�5G7�
A−−−−→ L�5G7�

!��� ��������
��G�����1 >�� ���-.�H���� j� ��G������C�� !�H��A @ �!J��

f ∈ L�5G�7 !���� P!������������� �� S�5G70��@���F�1 �� �� S�5G70
��@���F @ �!J�� f ◦ j1 F�� j / G→ G� , @�!��.0F�����.@����

�� ���F.���6 �����1 >�� j�5f7 , P�� ��-������6A ��!��. A�1
G.������H�E�A ��-�������� ���>���D γ−�� � ������������ � *�$�$#
� E���� �� >���� λ−� ≈ γ−�1 C��CDE���C ��-������6� ���>����� A�
� ��� &�=�) 5=7 !�H��C ��.��.������C ��-�������C @ �!J�C ϕ �G�0
.���.� A1 G.������H�E�C λ−�1 - ��� S0��G.�.6���A 5# < ◦|λ−�| <
'∞71 G.�>�� ϕ̃ - ��� ��-�������A @ �!J��A A 1 G.������H�E�A γ−�

���� &�=�&�
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�G�.���. A !��G�!���1 G�P��� ��-�������� ���>���� γ−� P��0
F� �G�.���.� ����� !���>� D !.�������� �������������1 � E���� 0
�� ��I� ������.���0!���>��� >���� ��-������6B ���>���A �G�.���0
.� A1 !���.6� -��!���>�� -���!� ! γ−�1 G.�>�� !�H��� �� ��B ���0
�� ������.���0!���>� D !.�������� ��� ���6� �6G�����6  ���0
��C *�$�$"�

`��>��1 ��C ��!���.�F� ������.���F� n � E���� D� λ�, . . . , λn ≈
γ−� � �.����.�����6A ��-�. ϕ�, . . . , ϕn ∈ L�5G7 ��!��1 >�� ϕk ∈
Rλ−�

k
��C !�H��F� k ≤ n � j�5f7 X

∑n
k�� Ckϕ

�

k � N �!J�C ϕk C��C���C

S0��G.�.6���A1 G�P��� ϕk �� H�� S�5G70��@���F�� ϕ̃k1 �������0
������1 ϕ�k X j�5ϕ̃k7 � �6 G.�B���� ! ������I���D f X

∑n
k�� Ckϕ̃k1

.����������� �.�- ����  ���.H����D� �
� ��!�D>���� G�.�F.�@� .������.�� �-E�A ��� ��G.������6B

 ����.�6B G.����������A F. GG6 G�� Ǳ ��� V , �� �.����� F���0
-�.���� G.���.������� ����.��� G.����������� T F. GG6 G � G.�0
��.������ V 5�� �� F�����.@��� T F. GG6 G � G.���.������ B5V 7
�F.���>���6B P�����.@����� V 1 ��C !���.�F� T 5g7 ,  ����.�6A
�G�.���. ��C �D-�F� g ∈ G7 - ��� ���6���� S0�����������1 ����
‖T 5g7−IV ‖ ≈ # ��C ���B g ∈ G� 5����� IV , ��H��������6A �G�.���.
� V 7� Ǳ.����������� T / G → B5V 7 ������� ��������������������
���� �� �.����� F���-�.���� G.���.������ V !���>����.��1 �� �� ��0
�� W3\5V 7 X n ∈ ∗N�

��H� .������.���D��C ����!� F�G�.G.����������C� 
��� .��0
��.����� W3\5V 7 , ������.���� >����1 �� !�H��� ��G.�������� S0
��G.�.6����  ����.��� G.����������� T / G → ∗B5V 7 �G.����C0
�� ��G.�.6���� G.����������� T̃ F. GG6 G� G� @�.� �� T̃ 5g�7 /X
◦T 5g7� ��!�� G.����������� - ���1 .�� �����C1  ����.�6�� �����
��F�1 B�.�!��. κ G.����������C T̃ ��H�� -6�� G.��������� � ���� χ̃1
F�� χ, B�.�!��. G.����������C T � ��!�� �-.����1 ‖κ‖ X ◦‖χ‖ X $1
G��!���! G.����������� T ��G.�������� ���D�� �����1 >�� T̃ ,
��G.�������� G.������������ �!��6�����C1 >�� ��.�� � �-.�����
 ���.H������ ��>���1 ����� ����� ���� DE�A @�!�1 >����6� �� 0
>��� !���.�F� C��C���C ���.��� &�"�$$ 5"7 ��C !��� ������6B F. GG�

2�0�-6� �������� Ǳ���������� S���������� ����	�������
!���� ��������!�� ����
��� �����
������ T ����� G �����
�
�� ��������!�� ����
��� �����
������ T̃ ����� G� �� 0��
!��� T̃ 5g�7 /X ◦T 5g7 ��� g ∈ G� �
�����% ���	�� ��������!��
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����
��� �����
������ ����� G� �!��� ��� T̃ ��� ��	������
S����������� ��������!��� ����
���� �����
������ T ����
�� G.

� 	�C G.���.!� G�.��A >���� ���.��6 � H�� ����!� G�!�����1
>�� !�H��� S0��G.�.6���� ��G.��������  ����.��� G.�����������
����� ������.�� D .����.������ Ǳ�������A @�!�  ������������0
�C � &�=�$$� �G.����������� P��A ���.��6 ���� �� �� &�=�$" ���� 
B�.�I� �������6B ���A��� ��G.������6B  ����.�6B G.����������A
!��G�!���A F. GG61 ���1 ��G.���.1 e$&)1 F���� *1 § ="f� �

2�0�--� <
���� S���������� ��������!�� ����
��� ����
��
������ ����� G �!��� ��
��
���& 
�!�������

� 	�C @�!��.������F� ��!��.� ξ ∈ V .������.�� G�� ��.���0
��A� D @�.� 

ϕξ5η, ζ7 /X |G|−� ·
∑

g∈G
5T 5g7ξ, η7 · 5T 5g7ξ, ζ7.

Ǳ ��� Bξ / V → V , ����A�6A �G�.���.1 �G.����C��6A @�.� ��A
ϕξ5η, ζ7 /X 5Bξη, ζ7�

Ǳ.����A G���>�� G�!��6����1 >�� �G�.���. Bξ !��� ��. �� �
!�H�6� �G�.���.�� ���� T 5g7� �������������1 G� ����� l .�
Bξ X α5ξ7 · I1 F�� α5ξ7 ∈ ∗C�

���!1 ϕξ5η, ζ7 X α5ξ75η, ζ7� Ǳ���F�C η| /X ζ1 G�� >��� ϕξ5ζ, ζ7 X
α5ξ7 · ‖ζ‖� X α5ζ7 · ‖ξ‖�� ���D�� ���� �� � E���������� ��!�F� D ∈
∗
R1 >�� α5ξ7 X D · ‖ξ‖� ��C �D-�F� ξ ∈ V � Ǳ ��� ��!��. ξ �����
�����>� D ��.� � ��F�� ϕξ5ξ, ξ7 X α5ξ7 X D� ��!�� �-.����1 ��C
�D-�F� ��!��.� ξ ∈ V � �����>��A ��.��A - ���

D X |G|−� ·
∑

g∈G
|5T 5g7ξ, ξ7|�.

Ǳ�!�H��1 >�� ◦D > #� �������.�� �� �.���DD @ �!J�D ψ /
G → ∗

R1 �G.����C�� D @�.� ��A ψ5g7 X |5T 5g7ξ, ξ7|�� ��F!� G.�0
��.���1 >�� P�� @ �!J�C S0��G.�.6���� �������������1 ‖ψ̃‖� X
◦‖ψ‖� X D1 F�� � ����A >���� ������C � ��� ��.�� � L�5G�7� ��
�G.�������C ψ �����1 >�� ψ5e7 X $1 F�� e , �����J� F. GG6 G� ��
��F�� ψ̃5e�7 X $ �1 G��!���! @ �!J�C ψ̃ ��G.�.6���1 ��.�� ��!H�
��.�������� ‖ψ‖ > #1 >�� � �.�-��������



&�=�>���
� 	�!�
	���� ����
��
���� ������	� $$&

Ǳ ��� ��G�.� θ�, . . . , θn ∈ V , G.��������6A �.����.�����6A
-����� ��F��

|G|−� ·
∑

g∈G
|5T 5g7θk, θ�7|� X ϕθk

5θ�, θ�7 X α5θk7 · ‖θ�‖� X D.

��! !�! �G�.���. T 5g7  ����.��1 ������� {T 5g7θk / k /X $, . . . , n}
�-.�� �� �.����.�����6A -����1 �� �� �6G���CD��C .��������/

n∑

k��

|5T 5g7θk, θ�7|� X ‖θ�‖� X $.

Ǳ.�� ���.���� G�������� .�������� G� g �  ���H�� �� |G|−�1 �6
G�� >�� � ��� G.��6� E�F�1 >�� n·D X $� ������.������ n ���� ��
��G�.� �� ��.�������� ◦D > $� �

2�0�-�� 9�������� ���� �������� 	�!���
#�� 0��	#�� ���
 ψ̃%
��� ψ5g7 ) !
������ -��!��� ��	������ S����������� �����
����!��� ����
���� �����
������ ����� G% ������ � C5G�7�

� � ��!����������� ���.��6 =" �� e$($f  ����������1 >�� G.�0
��.������ ����A�6B !��-���J�A ��-������6B @ �!J�A ���B ����0
F.����6B  .������A � C�.��� ���� f5x − y71 F�� f / G� → C ,
��G.�.6���C >����C @ �!J�C1 G����� � C5G�7� ���D��1 G.����!�C
&�=�% 5=7 � &�=�(1 �6�����1 >�� G.���.������ ����A�6B !��-���J�A
@ �!J�A ���� ϕ̃1 F�� ϕ , P�� S0��G.�.6���C ��-�������C @ �!0
J�C  .������C ���� &�=�* 5$7 � # < ◦|λ| < '∞ � k5g, h7 /X f5g − h7
��C ��!���.�A S0��G.�.6���A >����A @ �!J�� f / G → ∗

C1 G�����
� C5G�7�

Ǳ� � E���� �����I�C�C >���� ��!����������� G����.C�� ��0
!����������� ���.��6 =" �� e$($f � G.�������C ����� .��� G����0
�6� ��H� �6 G.��G���F���1 >�� k5g, h7 /X f5g − h7 ��C ��!���.�A
��G.�.6���A >����A @ �!J�� f / G� → C� ��F����� &�=�) 5$7 .��0
��.����� Rλ , ������.���� >����� Ǳ ��� ϕ�, . . . , ϕn �������CD�
G��� D �.����.����� D ������ ��-������6B ���>���A  .������C
&�=�* 5$71 !���.6� ��H�� �6-.��� S0��G.�.6��6��� �>������1 ��0
�� ϕ5g7 ∈ Rλ1 �� ϕ5a ' g7 ∈ Rλ ��C !�H��F� a ∈ G� ��� ���6�
ϕ�5a ' g7, . . . , ϕn5a ' g7 ��!H� �������CD� G��� D �.����.����� D
������ ��-������6B @ �!J�A  .������C &�=�* 5$7� �������������1
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� E���� ��  ����.��C ���.�J� U5a7 /X 5ukl5a77nk,l�� ��!�C1 >��

ϕk5a' g7 X
n∑

l��

ukl5a7ϕl5g7.

Ǳ�!�H��1 >�� {U5a7 / a ∈ G} , G.����������� F. GG6 G� 	�A����0
������1 ukl5a'b7 X

∑n
k�� ukl5a7ukl5b7� �� �.����.��������� ������6

{ϕk / k X $, . . . , n} �����1 >��

ukl5a7 X |G|−�
∑

g∈G
ϕk5a' g7ϕl5g7.

>��6��C G�������� .��������1 � ��!H� ���� G����� � S0��G.�.6�0
����� @ �!J�A ϕi1 ��!�D>���1 >�� uij5a7 ��!H� S0��G.�.6��6� ��!
!�! U5·7 ,  ����.��� G.����������� F. GG6 G1 �� � E���� ��  ��0
��.��C ���.�J� V ��!�C1 >�� U5a7 X V X5a7V −� ��C ���B a ∈ G1
F��

X5a7 /X

⎛

⎜
⎝

T�5a7 #
� � �

# Tn5a7

⎞

⎟
⎠ ,

G.�>�� Tk , ��G.��������  ����.��� G.����������� F. GG6 G ��C
k /X $, . . . , n� ��! !�! X5a7 X V −�U5a7V 1 �� ��� ���.�>�6� P�����0
�6 G.����������A Tk - � � ������.���0!���>�6�� ����A�6�� !��0
-���J�C�� S0��G.�.6��6B @ �!J�A1 ��! >�� G.����������C Tk ����
C��CD��C S0��G.�.6��6��� �����F�>��1 ukl C��CD��C ������.���0
!���>�6�� ����A�6�� !��-���J�C�� ���.�>�6B P�������� Tk � ��0
�� G�6�� !�P@@�J�������� Ǳ���F�C g /X # �  !������� �6I� �60
.�H���� ��C ϕk5a' g71 G�� >��1 >�� ϕk - ��� ������.���0!���>��A
����A��A !��-���J��A @ �!J�A ukl � ���� G�6�� !�P@@�J�������1
�������������1 � ��!���.6B ���.�>�6B P�������� ψk G.����������C
Tk� ����1 >�� ���� ϕk X

∑n
l�� Cl · ψl1 �� ϕ̃k X

∑n
l��
◦5Cl7 · ψ̃l� �

2�0�-0� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ Ǳ� ���.��� &�"�= F. GG� G� !��G�!��� � ��� � ����!� � ���

�� >��1 ���� Gf , �� �.���CC G��F. GG� F. GG6 G� Ǳ�P��� ��H0
�� G.��G���H��� -�� �F.���>���C �-E�����1 >�� Gf X G� � ��� 
&�"�$$ �������>�� ��!�����1 >�� ��C!�A B�.�!��. κ ∈ G�∧ ����� ���
χ̃ ��C ��!���.�F� χ ∈ G∧1  ��������.CDE�F�  �����D χ|G� ≈ $ 5���
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&�"�& 5=77� Ǳ��������  ���.H����� ��F!� ���� �� �� G�����6 ������6
B�.�!��.�� ���� χ̃� Ǳ������1 � ���D �>�.���1 ��!��6�����C G��.��0
����� ��!���.�A ����@�!�J�� ��!����������� ���.��6 Ǳ���.� ,
��A�C � G������ ������6 B�.�!��.�� ��G.������6B G.����������A
!��G�!���A F. GG6 5��� e$($f7�

?�@ �������1 >�� ��� .������.���C P��F� G�.�F.�@�1 �� ��!�D0
>����� .�� �������1 �����CE�B�C ! F. GG� B�.�!��.��1 ����D��C �
����1 ���� G , �� �.���CC F�G�.!���>��C ��!��� �������C F. G0
G�1 � ���I��� G��F. GG6 G� ⊂ Gf 1  ��������.CDE��  �����C� 5�7
� 5�7 �� &�"�$1 C��CD��C ��.�����6�� G��F. GG��� G�

?0@ 	�!����������� G.����H���C &�=�$$ �����F�>�� ��!�������0
��� ���.��6 ""�$= �� e""=f1  ���.H��DE�A1 >�� ��C!�� ��G.�����0
��� G.����������� !��G�!���A F. GG6 !���>����.��� ������ � ���
.������.������C � &�=�$$ ��� �J�C ���!���!� G.�E�1 ��! !�! �����
�6 .�-����� � F�G�.!���>�6�� F. GG���1 � !���.6�� �� ���F�B
����I���CB ��H�� �-.�E����C !�! � !���>�6�� F. GG����

2�.� �")��)�"*�"+��"� ��!��>�� !�4)�!��<'
�*����<' (��))

� P��� G�.�F.�@� .������.������C G.�-���� �����������(��
��	 ��G���F�>��!�A F. GG6 , J���.�����C ���� ��! E�A F���6�
��� ������6� .�� �����6 �����C��C ! �� >�D ��!����� !��G�!��6B
�-����6B F. GG�

2�.�-� ��G�����1 >�� ���� G , ��G���F�>��!�C F. GG�1 �� ��0
���� � �C μG5#7 � ���H����� �!���������.��6B P�������� ZYV 5∗G7
�G.����CD��C @�.� ����/

μG5#7 /X
⋂
{∗U / # ∈ U, U ⊂ G, U ��!.6��},

ZYV 5∗G7 /X {ξ ∈ ∗G / 5∃η ∈ G75ξ ≈ η7},

F�� ξ�
G≈ ξ� /X ξ� ≈ ξ� ����>���1 >�� ξ� − ξ� ∈ μG5#7�

���-.�H���� YV / ZYV 5∗G7 → G1 �>�����6� �-.���� �G.����C�0
��� G.������ YV5ξ7 ≈ ξ ��C ξ ∈ ZYV 5∗G71 - ��� PG���.@����� � C�0
.�� μG5#71 ��! >�� G � ZYV 5∗G7/μG5#7� � ��� G����� μ5#7 � ξ� ≈ ξ�

������ μG5#7 � ξ�
G≈ ξ� ��������������1 G��!���! �� G.������ !

G ����J�� 	���� ��G�.� �������� �G.���������
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Ǳ ��� G , ������.���C ��G���F�>��!�C F. GG�1 G , �� �.��0
�CC F�G�.!���>��C F. GG� � j / G→ ∗G , �� �.����� ���-.�H�����
Ǳ�. 5G, j7 ���6��D� �����������(����� F. GG6 G1 ���� �6G����0
�6 ���� DE��  �����C/

?-@ ��C �D-�F� ξ ∈ ZYV 5∗G7 � E���� �� g ∈ G1 ��C !���0
.�F� j5g7 ≈ ξn

?�@ ���� g�, g� ∈ j−�5ZYV 5∗G771 �� j5g�'g�7 ≈ j5g�7' j5g�7n
?0@ ���� g ∈ j−�5ZYV 5∗G771 �� j5−g7 ≈ −j5g7n
?.@ j5#7 X #�

��H�� -6�� -6 ��C�� >����.���  ������ � ���� j5#7 ≈ #1 ����!�
���� �������� ���-.�H���� ��!1 >��-6 �6G���C���� ��>��� .����0
����1 ��  �����C 5$7<5=7 ����� ��C � �����

Ǳ��>�.!���1 >�� � ������ �G.�������� �� ���� F. GG�1 �� ��
F�G�.G.�-��H���� �� G.��G���F�D��C !��� ������6��1 B��C �6 �
��G���� �� ���!� ' � # ��C �-����>���C F. GG���A �G�.�J�� � ��A0
�.�����F� P�������� ����!� ���� F. GG� !��� �������1 �� � G.�0
-��H�DE�C �� F�G�.!���>��C F. GG� G� �G.�������D !��� �����0
���

�-����>�� Gf /X j−�5ZYV 5∗G771 G� /X j−�5μ5#77 � j̃ /X YV ◦j|Gf
�

��F��  �����C 5$7<547 .���������6 �.�-�����D � ���1 >�� j̃ / Gf →
G , PG���.@��� � C�.�� h]i5j̃7 X G�� �����.@��� ��H� G� /X
Gf/G� � G1 ��� J�.�����6A PG���.@����� j̃1 - ��� �-����>���
�������� j1 � @�!��.0F�����.@��� �� Gf �� G� , �������� ��

2�.��� +�G�.G.�-��H���� 5G, j7 ��!����� !��G�!���A �-�����A
F. GG6 G ���6�����C '������ G.�  ������1 >�� ���������� DE�C
�.�A!� 5G,G�, Gf 7 - ��� ��G �����A � ��6��� �G.�������C �� &�"�$=�

� !�>����� ��H��F� G.���.� B�.�I�F� F�G�.G.�-��H���C .��0
����.�� �������� D F. GG G /X {−L, . . . , L} !���J� ∗Z/N∗Z1 F��
N /X "L'$, -��!���>�� -���I�� F�G�.��� .������ >����1 r ≈ # ,
-��!���>�� ����� G���H�������� >����1 G.�>�� Nr ≈ '∞� ���0
����.�� ���-.�H���� j / G → ∗

R1 �G.����C���� @�.� ��A j5k7 /X
kr ��C k ∈ G� �>������1 >�� 5G, j7 , F�G�.G.�-��H���� ����0
�����A F. GG6 G��C R� S!������������� &�"�$ 5$7 � ���.��� &�$�"
G�!��6��D�1 >�� 5G, j7 , B�.�I�� F�G�.G.�-��H�����

2�.�0� (��� G ) ���

�����
� ��	
���� 	�!�
	��
� ����
% 

5G, j7 ) �� ��������������% �� ���	
 5G,G�, Gf 7 ������������
�������! ����!� F�3�5� $���� ����% j / G� → G ) �����������	��
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���!�0��!�

� ���� G.��G���H���A � ��!�����A !��G�!������ � ��G�.�0
-�������� ��H�� �>�����1 >�� G X

⋃∞
n�� Un1 F�� !�H��� Un , ��0

!.6��� � ������������ !��G�!���� ���H������ ���D�� ��F!�  ����0
.���1 >�� Gf X

⋃∞
n�� j

−�5∗Un7� ����.I���� �����F�>��1 ���� {Vn /
n ∈ N}, �>����C -��� ������������ !��G�!��6B �!.��������A � �C
F. GG6 G1 �� G� X

⋂
n∈N

j−�5∗Vn7� ��!�� �-.����1 Gf � G� G.��0
������6 �������������� � ���� �>����F� �-K�������C � �>����F� G�0
.���>���C �� �.����B ���H����� `��>��1 �� F. GG� G� �G.�������
!�����>��!�C ��G���F�C ��F����� ���.��� &�"�"� �6G�������  ���0
��A ���.��6 &�"�= �-��G�>��� ��!�����A !��G�!������D F. GG6 G��
�������C G�!�����1 >�� j � j−� ��G.�.6��6 � � ���

	�C �����A �!.�������� � �C V ⊂ G G��-�.�� ������������
!��G�!�� D �!.�������� � �C V � ��!1 >��-6 V � ⊂ V 1 � .������.��
�� �.����� ���H����� F /X j−�5∗V �7� ��! �����1 G� ⊂ F 1 ��! >��
◦
F� , �!.�������� � �C �G�� ��G.�.6������ j � � �� ���� �� ��G�.�

�� ��F!� G.���.C���F� ������I���C j5
◦
F�7 ⊂ V � ⊂ V �

������� �!.�������� � �C � G� ����
◦
F�1 F�� F , �� �.�����

G�����H����� F. GG6 Gf 1 ����.H�E�� G��
��! !�! G� X

⋂{j−�5∗U7 / U , �!.�������� � �C � G}1 �� ��
ω�0���6E������� ��������.���F�  ����.� �� �6����� � E�������0
��� ������������ !��G�!���A �!.�������� � �C U � G ��!�A1 >��
j−�5∗U7 ⊂ F � Ǳ ��� �!.�������� � �C V ⊂ G  ��������.C��  ���0
��D V ' V ' V ⊂ U � ��G���� C �>������� �!�D>���� V ⊂ V ' V 1
G�� >��� j−�5∗V 7' j−�5∗V 7 ⊂ j−�5∗U7� �� P��F� �!�D>���C �6��!�0

��1 >�� ���� ξ ∈ V � j−�5ξ7 X g� 5���1 >�� �� H�1 j5g7 ≈ ξ71 �� g ∈
◦
F 1

���>��1 j−�5V 7 ⊂
◦
F�� �

2�.�.� �������� >��

�����
� ��	
���� 	�!�
	��
� 
�����

����
% �����
'
� 	�!�
	���& � ��	���& ��������% �����	
��
���"�� ���������������

� �� ���.�� &�"�$" � &�"�$4 �����1 >�� �  �����CB �@�.� ��.�0
�����A ���.��6 ��C!�� F�G�.G.�-��H���� - ��� B�.�I��1 G�P��� 
� H�� ��I� ��!����� � E���������� !�!�F�0��-� F�G�.G.�-��H�0
��C�

?-@ Ǳ ��� G , ��G�.�-�����C ��!����� !��G�!���C �-�0
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���� F. GG� � U , �� !��G�!���C � ��!.6��C G��F. GG�� �-����>��
�������� D @�!��.0F. GG G/U � .������.�� !�.��! D ��>� D
G����������������� U ⊂ G

π→ D 1 F�� π , @�!��.0F�����.@���� �
��� ω�0���6E������� ��������.���F�  ����.� �� � �>������� D
� E���� �� F�G�.!���>��� ���H����� T ⊂ ∗D 1 ��C !���.�F� D ⊂ T �
�-����>�� �������� ∗D5T 7 �� �.���DD G��F. GG F. GG6 ∗D 1 G�0
.�H���� D ���H������ T 1 � G ��� H /X ∗π−�5∗D5T 77� ��F�� !��0
� ������� ���� DE�C ���F.����/

U
⊂−−−−→ G

π−−−−→ D

��

⏐
⏐
� ��

⏐
⏐
� ��

⏐
⏐
�

U
⊂−−−−→ H

ε−−−−→ ∗D5T 7 ,

F�� ε X ∗π|∗H , �� �.����� ���-.�H���� � ��H�CC ���.��� ���0
F.���6 G.�������C�� ��-�A !�.��! D ��>� D G������������������

��G�����1 >�� !���>��0G�.�H�����C �-����� F. GG� .����F�0
���C � G.C� D � �� ���-����A G��F. GG6 � !���>��A G��F. GG6
5��� e$%#n § $#1 ���.��� )f7� Ǳ.������ ! P���  ���.H����D G.��0
J�G G�.�����1 G�� >�� ∗D5T 7 X D� ⊕ D�1 F�� D� , F�G�.!���>��C
�-����� F. GG� � D� , ���-����C 5� ��������.����  ����.� ��7
�-����� F. GG� � F�G�.!���>�6� ���H������ �-.�� DE�B� Ǳ���0
F�C Hı /X ε−�5Dı7 ��C ı /X $, "1 G�� >��1 >�� H X H� ' H� �
H� ∩H� X ∗U �1 !.��� ��F�1 G�����������������

∗U ⊂ H�
ε�→ D�n ∗U ⊂ H�

ε�→ D�,

F�� εı /X ε|Hı ��C ı /X $, " C��CD��C ��>�6���
�������.��  !�����6� ��>�6� G����������������� ���!���!�

-���� G��.�-��� ���>��� ��A����C G�.��A �� ��B� Ǳ.������ G.��0
J�G G�.����� ! ���.��� ��� ���G��� 5��� e""=1 F���� "1 ���.��� (�%f7�
��F�� ��C �D-�A -��!���>�� ����A �!.�������� � �C V 5�� �� ��0
!�A1 >�� V ⊂ μ5#771 ����.H�E�A�C � ∗U 1 G��-�.�� F�G�.��� .���0
��� >���� k1 F�G�.!���>� D F. GG R � ��G.�.6��6A PG���.@���
ϕ / ∗U → ∗Sk ⊕ R ��!��1 >�� h]i5ϕ7 ⊂ V � `���� S , �����>��C
�!. H������

?�@ Ǳ ��� R , P�� ��.������C G��F. GG� F. GG6 L �
@�!��.0F. GG� L/R �����.@�� F. GG� H � � P��A ��� �J�� F���0
.C�1 >�� L , ���������� G��F. GG6 R G��.������� H 1 � G�I �
�dV5H,R7 X L�
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�!������� �6I� ����>���1 >�� H� C��C���C .��I�.����� ∗U G�0
�.������� D�� �� ��! !�! ϕ , PG���.@���1 �� � E���� �� .��I�0
.���� L F. GG6 ∗Sk ⊕R G��.������� D�1 ��! >�� ��H�� G��6�!���
�� �.���DD F. GG L � �� �.����A F�����.@��� γ / H� → L1 ��C
!���.6B !��� ������� ���� DE�C ���F.����/

∗U ⊂−−−−→ H�
ε�−−−−→ D�

ϕ

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�γ

⏐
⏐
���

∗Sk ⊕R κ−−−−→ L
δ−−−−→ D�,

G.�>�� ��H�CC ���.��� ���F.���6 C��C���C !�.��!�A ��>��A G�0
����������������D� �� !��� ���������� ���F.���6 ��!H� C���1
>�� γ , PG���.@���� �� ��F!� G.���.C���F� .�������� �dV5D�, S

k⊕
R7 X �dV5D�, S

k7 ⊕ �dV5D�, R7 �6��!��� � E���������� �� B !�.��0
!�B ��>�6B G�����������������A

∗Sk κ�→ L�
δ�→ D�,

R
κ�→ L�

δ�→ D�,

�� !���.6B ��H�CC ��.�!�  !������A ���F.���6 G�� >����C 5� ��>0
�����D �� �����.@����7 ���� DE�� �-.����/ L /X {5l�, l�7 ∈ L� ⊕
L� / δ�5l�7 X δ�5l�7}1 κ /X 5κ�,κ�71 δ5l�, l�7 /X δ�5l�7 X δ�5l�7� Ǳ�0
�!���! ∗Sk , ������C F. GG�1 �� G�.��C �� �� B  !�����6B ��>�6B
G�����������������A .��E�G�C���C1 �� �� � E���� �� ������.@���
χ / D� → L�1 !���.6A - ��� G.��6� �-.���6� ! δ��

+. GG� L� F�G�.!���>�� ���� F�G�.!���>����� F. GG R � D��
`������1 >�� ��G.�.6��6A PG���.@��� ϕ !��G�!��6B F. GG C�0
�C���C ��!.6�6� ���-.�H�����1 �������������1 ϕ5V 7 - ��� �!.���0
�����D � �C � ∗Sk ⊕ R1 ��! >�� ϕ5V 7 ∩ ∗Sk , �!.�������� � �C
� ∗Sk� ��! !�! �����>��C �!. H����� S G.� �D-�� �!���  F��0
�� ����� ε > # ����.H�� !���>� D G��F. GG 1 !���.�C �� H��
ε0����D1 �� � E���� �� F�G�.!���>��C G��F. GG� F ⊂ ∗Sk ��!�C1
>�� F ' 5ϕ5V 7 ∩ ∗Sk7 X ∗Sk� �������.�� F�G�.!���>� D G��F. GG 
M ⊂ L1 �G.����C�� D @�.� ��A

M /X {5κ�5f7 ' χ5d7, l7 / f ∈ F, d ∈ D�, l ∈ L�, δ�5l7 X d}.
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Ǳ��!���! γ , PG���.@���1 �� γ−�5m7 �X ∅ ��C ���B m ∈ M � ��
!�H��F� ���H����� γ−�5m7 �6-�.�� G� ����� P������ gm ��!1
>��-6 G�� >����� �� �.����� ���-.�H����1 � G���H�� G� /X {gm /
m ∈M}� �G�.�J�C '� �G.����C���C @�.� ��A gm�'�gm� /X gm��m� �
��� ���6� γ5gm� '� gm�7 X γ5gm�7 ' γ5gm�7 X m� 'm�� �>������1
>�� 5G�,'�7 , F�G�.!���>��C �-����� F. GG�� ��� G��.�- D��C
��!���.6� ���A���� P��A F. GG6�

?0@ +�� �&��� m,m�,m� ∈ M �!�&� !���� ������"��
��� gm� '� gm� ≈ gm� ' gm� � −�gm ≈ −gm�

� Ǳ��!���! γ5gm� '� gm�7 X γ5gm�7 ' γ5gm�71 �� !��� �����0
����� ���F.���6 �� 5"7 ���>�� �G.����������� .�������� ε�5gm� '�

gm�−gm�−gm�7 X #1 ��! >�� gm�'� gm�−gm�−gm� ∈ ∗U � ��G���� C
���6A !���.�� P��A H� ���F.���6 � ��� @�!�1 >�� κ , ������.0
@���1 G.�B���� ! .������� ϕ5gm�'�gm�−gm�−gm�7 X #� Ǳ��������
��H�� ��G����� � P!����������A @�.�� gm�'�gm�−gm�−gm� ∈ V ⊂
μ5#71 >�� � ��!��6���� G�.��� �� �.�- ��6B ������I���A� ���.��
������I���� ��!��6�����C �����F�>��� �

?.@ +�� �&���� h ∈ H� ��'������� g ∈ G� �
	��% ���
g ≈ h�

� ������� G.��������6A P������ h ∈H�� Ǳ.����!�C ��.�����
F. GG6 L �  !������� � 5"7 .��E�G����� ��>��A G�����������������
∗Sk κ�→ L�

δ�→ D�1 G�� >�� γ5h7 X 5κ�5s7 ' χ5d7, l71 F�� l ∈ L� �
δ�5l7 X d� ���� .�������� F '5ϕ5V 7∩ ∗Sk7 X ∗Sk ��H�� G���-.���
f ∈ F ��!1 >��-6 s−f ∈ ϕ5V 7∩∗Sk� �� ��F�� m X 5κ�5f7'χ5d7, l7 ∈
M � Ǳ�!�H�� �G.����������� ������I���C gm ≈ h� `������1 >��
ε�5h7 X ε�5gm7 X d �1 ����� -6��1 l − gm ∈ ∗U � ����� ��F�1 γ5l7 −
γ5gm7 X 5κ�5f − s7, #7 X κ55f − s, #77 X κϕ5l − gm7� ��� ���6�
ϕ5l − gm7 X 5f − s, #7 ∈ ϕ5V 7 ∩ ∗Sk ⊂ ϕ5V 7� �� ��F�� - ��� l − gm ∈
ϕ−�5ϕ5V 77 X V ' h]i5ϕ7 ⊂ V ' V ⊂ μ5#7� �

?/@ ����
GU /X ∗U∩G� �����
����� ����� ��������
G�� Ǳ

 5GU , ↪→7% ��� ↪→) ������������� ��������
GU � ∗U % ����� ��������������! ����� U �

� 	�!����������� ���� �� �� 5=71 547 � ��F�1 >�� U ,!��G�!���C
� ��!.6��C G��F. GG� F. GG6 G� �

?&@ Ǳ�.�B���� ! �� >���D ��>��A G�����������������
∗U ↪→H�

ε�→ D�1 ��� 5$7�
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Ǳ ��� νı / ∗D5T 7 → Dı , @�!��.0F�����.@���� �6-�.�� F�0
G�.��� .������ >����m ��!1 >��-6 5ν�5T 7−ν�5T 77∩mD� X #� T��-6
 ��������� � E���������� ��!�F� m1 �������� G.������� G.��J�G
G�.����� ! ���� DE�� �G���� �>�������  ���.H����D/ Q
���
P , !���>��� G�����H����� ���-����A !���>��0G�.�H�����A �-�0
����A F. GG6 H 1 �� � E���� �� ��� .������ >���� m ��!��1 >��
P ∩mH ⊂ #R�

Ǳ ��� Q /X D�/mD�� ��F�� Q , F�G�.!���>��C �-����� F. G0
G�� N�!��.0F�����.@��� �� D� �� Q �-����>�� - !��A λ� Ǳ� G�0
��.����D ν�5T 7 ��K�!������ �� E������ �� �.����A �6-�. ����F�
P������� dq �� !�H��F� ���H����� λ−�5q7 G.� q ∈ Q ��!�� �-.�0
���1 >�� ���� λ−�5q7 ∩ ν�5T 7 �X ∅1 �� dq ∈ ν�5T 7 5����� ��!�A P��0
���� dq ���������1 ��! !�! λ, ��K�!������ ���-.�H���� �� ν�5T 77�
Ǳ ��� G� /X {dq / q ∈ Q}� �G.������ �G�.�J�D '� �� G� G.������
dq� '� dq� /X dq��q� � ��!�� �-.����1 λ5dq� '� dq�7 X λ5dq� 7 ' λ5dq� 7�

?2@ +�� �&���� d ∈ D ��'������� q ∈ Q �
	��% ���
ν�5d7 X dq� (��� dq� , dq� ∈ ν�5D7% �� dq� '� dq� X
dq� ' dq� �

� G.���A >���� G�������F� .�������� ���! ' �-����>��� �G�0
.�J�D ���H���C � F. GG� D�n ���H����� ν�5D71 ���-E� F���.C1 ,
���I�CC G��F. GG� F. GG6 D��

� Ǳ�.���  ���.H����� ���� �� �� �G.�������C dq � �!�D>���C
ν�5D7 ⊂ ν�5T 7� 
��� dq� , dq� ∈ ν�5D71 �� dq� ' dq� ∈ ν�5D7� Ǳ ���
dq� ' dq� X dq� � Ǳ��!���! λ , F�����.@���1 �� q� X λ5dq� ' dq� 7 X
λ5dq� 7 ' λ5dq� 7 X q� ' q�� � �� H� �.��C λ5dq� '� dq�7 X λ5dq�7 '
λ5dq� 7 X q� ' q� X q�� ��!�� �-.����1 λ−�5q�7 ∩ ν�5T 7 X {dq� ' dq�}1
�������������1 dq� X dq� ' dq� X dq� '� dq� � �

?7@ �F.���>���� F. GG���A �G�.�J�� '� �� G��F. GG 
GU �-����>�� �������� 'U � ��! !�! D� , ���-����C �-����� F. G0
G�1 �� G����������������� ∗U ⊂ H�

ε�→ D� .��E�G�C���C1 �� �� � E�0
��� �� ������.@��� μ� / D� →H� , G.���� �-.����� ���-.�H����
! ε�� �������.�� ���H����� G� /X {g ' μ5dq7 / g ∈ GU , q ∈ Q} �
������ �G�.�J�D '� � G� G.������ 5g� ' μ5dq�77 '� 5g� ' μ5dq�77 /X
g� 'U g� 'm5dq� '� dq�7� >��6��C ������I���C H� X ∗U ⊕ μ�5D�7
� GU ⊂ ∗U 1 ��F!� G�� >���1 >�� 5G�,'�7 , F�G�.!���>��C �-�����
F. GG�1 G.�>�� G� ∩ ∗U X GU �

?1@ Ǳ���� G X G� ×G�� E������! j / G → ∗G 0�!��
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��� j55g�, g�77 /X g�'g�� ����
 5G, j7 ) ����������
����� ����� G�

� ������� ξ ∈ G� � ��� ������I���C 5��� 5$77 G ⊂ H X
H� ' H� ����� ����� G.����������� ξ X h� ' h�1 F�� h� ∈ H�

� h� ∈ H�� ���D��1 ��F����� !��� �������A ���F.���� �� 5$71
d /X π5ξ7 X ε�5h�7 ' ε�5h�7� ��!�� �-.����1 ε�5h�7 X ν�5d7 ∈ ν�5D71
G��!���! d ∈ D � � ������������ � 5&7 ν�5d7 X dq1 G�P��� � E�0
��� �� g ∈ ∗U 1 ��C !���.�F� h� X g' μ5dq7� � ��� G.����H���C 5%7
GU G.�-��H��� ∗U 1 �� ��! !�! U !��G�!���1 �� ��A����C g� ∈ GU
��!�A1 >�� g� ≈ g� ��F�� g� X g� ' μ5dq7 ≈ g ' μ5dq7 X h� � g� ∈ G��
��F����� 5=7 � E���� �� g� ∈ G�1  ��������.CDE�A ������I���D
g� ≈ h�1 �������������1 g� ' g� ≈ h� ' h� X ξ� S��  ����������0
�� G�.���  ������ �� �G.�������C F�G�.G.�-��H���C 5��� &�4�$ 5$77�
��! !�! >����.���  ������ �>������1 �� �������C �-��������  �����C
&�4�$ 5"7 � &�4�$ 5=7�

Ǳ.��G���H��1 >�� g� ' g� ≈ ξ ∈ G � g′� ' g′� ≈ ξ′ ∈ G1 F��
g�, g

′
� ∈ G� � g�, g′� ∈ G�� � H�� G�!����� �G.����������� ������I�0

��C g� '� g
′
� ' g� '� g

′
� ≈ ξ ' ξ′� ��! ����� �� 5=71 g� '� g

′
� ≈ g� ' g′��

�������������1 �������>�� �-��������1 >�� g� '� g
′
� ≈ g� ' g′�� Ǳ�0

��H�� d /X π5ξ7� ��! !�! g� ' g� ≈ ξ1 �� g� ' g� − ξ ∈ ∗U �1
����� -6��1 ε5g� ' g�7 X d 5��� ���F.��� �� 5$77� �� �!�D>�0
��C gı ∈ Hı �6��!��� ε�5g�7 X ν�5d7 ∈ ν�5D7� �����F�>�� ε�5g′�7 X
ν�5d′�7 ∈ ν�5D71 F�� d′ /X π5ξ′7� �� P��B .������� �6 ����������
�6����� g� X g̃'μ5ν�5d77 � g′� X g̃′'μ5ν�5d′77� ��F�� ���� 5&7 - ���
g� '� g

′
� X g̃ 'U g̃′ ' μ5ν�5d7 ' ν�5d′77 X g̃ 'U g̃′ ' μ5ν�5d77 ' μ5ν�5d′77�

�� ��F����� 5%7 g̃ 'U g̃′ ≈ g̃ ' g̃′1 >�� � ��!��6���� &�4�$ 5"7�
������ &�4�$ 5=7  �������������C ����.I���� �����F�>��� �
��� ���6� ��!����������� ���.��6 &�4�4 ����.I���� �

2�.�/� �������� >��

�����
� ��	
���� 	�!�
	��
� 
�����

����
 �����	
�� ���"�� ���������������

� ��������1 >�� ��!����� !��G�!���C �-����� F. GG� ��H��
-6�� G.���������� � ���� G.C��F� G.���������C R

m ��C ��!���.�F�
m ≥ # � F. GG61 ���DE�A !��G�!�� D � ��!.6� D G��F. GG 5���1
��G.���.1 e%41 F���� "1 § $#�=1 ���.��� $f7� � �� H� �.��C �>������1
>�� ���� ��G�.�-����6� ��!����� !��G�!��6� �-����6 F. GG6 G� �
G� ��G �!�D� B�.�I�� F�G�.G.�-��H���C1 �� G�×G� ��!H� ��G �0
!��� B�.�I�� F�G�.G.�-��H����� �������C G.����>� ���.�� &�4�4
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� G.���. �� &�4�"� �
2�.�&� Ǳ ��� 5G, j7 , F�G�.G.�-��H���� F. GG6 G� 
��� U ⊂

G , ��!���.�C �!.�������� � �C � !��G�!��6� ���6!�����1 ��
G� ⊂ j−�5∗U7 ⊂ Gf 1 ��! >�� r /X |j−�5∗U7|−� - ��� ��.��. DE��
���H������ �.�A!� 5G,G�, Gf 7 5��� �G.�������� &�"�4 5477� ���I���
G��F. GG6 G� � Gf 1 �G.����C��6� F�G�.G.�-��H����� 5G, j7 F. G0
G6 G1 �G.����CD�1 � ���D �>�.���1 ���I��� G��F. GG6 H�, Hf ⊂ Ĝ
5�G.�������C ��� � &�"�&7�


��� 5G, j7 , F�G�.G.�-��H���� F. GG6 G1 �� G.�������C��0
�C ����������6� G.�-��H��� ���A������ D F. GG Ĝ G��.�������
F. GG6 Ĝ� 
��� 5Ĝ, ı7 , F�G�.G.�-��H���� Ĝ1 �� Ĝf X ı−�5ZYV 5∗Ĝ77
� Ĝ� X ı−�μ

Ĝ
5-7� `���� - , ��A�.����6A P������ F. GG6 Ĝ1 �� ��

B�.�!��.1 ��H��������� .���6A $�
Ǳ ��� 5G, j7 � 5Ĝ, ı7 , F�G�.G.�-��H���C ��G�.�-����6B ��0

!����� !��G�!��6B �-����6B F. GG G � Ĝ ��������������� � ���
F���.���1 >�� 5Ĝ, ı7 ����������� ! 5G, j71 ���� �6G�����6 ���� D0
E��  �����C/

?-@ H� ⊂ Ĝ�n
?�@ ı5h75j5g77 ≈ h5g7 ��C ���B h ∈ Ĝf � g ∈ Gf �

`������1 >�� ���� F. GG� G !��G�!��1 �� Gf X G � G�.���  ���0
��� �� �@�.� ��.������F� �G.�������C �6G���C���C ��������>��!�
���� &�"�$$ 5$7�

��.� �M�-� ν� �� G ��� J�. �� ��. g��.� μ� �� G�� ��G���0
F�>��!�A �����.@��� j G.��-.�� �� ��. μ� � ��. g��.� μ� �� G�
�>������1 >�� �D-�C ��.� g��.� �� G ����� ��!�A ����


��� f / G → R , ����.���C @ �!J�C1 �� ��@���F @ �!J��
f ◦ j �6 - ��� ���6���� ��$������ f 5��� &�"�*7�

2�.�2� Ǳ���� 5G, j7 ) �������������� ��	����� ���

�����
��� ��	
���� 	�!�
	���� 
������� ����� G � r ) ��!��&'��
!�������� ���	� 5G,G�, Gf 7� Ǳ���� p ∈ e$,∞7 ) ��
��
���� ����
�� � f / G → C� ����
 f ∈ Lp5G7 � ��! � ����	� � ��! ����
�% 	���

f �!��� Sp,����������!�� ��0����� (��� p X $ � ϕ / G → ∗

C )
-�� S�,����������!�� ��0���� f % ��

∫

f dμ� X
◦(

r
∑

g∈G
ϕ5g7

)

.
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� S�� G.���� G�.�@�.� ��.��!� G.����H���C &�"�*� �
��! ����� �� �G.�������C *�4�( 5$71 �.�A!� 5G, j,r7 - ��� F�G�.0

G.������������ G.���.������ 5G, μ�71 � G.����H���� *�4�$# ������
�6F�C���� ���� DE�� �-.�����

2�.�7� (��� � ������������� F�?�F 0��	#�� f ∈ L�5G7 ��
���
���
% �������
 ����� ��&�� ������������ !�� H


 � �������
������ ������&

5∀B ∈ ∗P5G77
(

B ⊂ G−Gf → r
∑

g∈G
|∗f5j5g77| ≈ #

)

,

�� 0��	#�� ϕ /X ∗f ◦ j ����� S�,����������!�! ��0�����! 0��	�
#�� f �

∫

f dμ� X
◦(

r
∑

g∈G

∗f5j5g77
)

.

2�.�1� Ǳ���� χ ∈ ∗Ĝ � κ ∈ Ĝ� ����
 χ
Ĝ≈ κ � ��! � ����	� � ��!

����
�% ���� χ5ξ7 ≈ κ5ξ7 ��� ���� ξ ∈ ZYV 5∗G7�

� Ǳ ��� χ ≈ ∗κ� 
��� ξ ∈ ZYV 5∗G71 �� ξ ≈ η ∈ G� 
��� u, ����0
�������� !��G�!���C �!.�������� ��>!� η � G1 �� ξ ∈ u� Ǳ� G.��G�0
��H���D ��C �D-�F� ������.���F� k - ��� 5χ− ∗κ ∈ ∗W 5u,}k77 5���
��!����������� ���.��6 &�"�)71 �� P�� � ����>���1 >�� χ5ξ7 ≈ ∗κ5ξ7�

���-�.��1 ��G ����1 >�� χ5ξ7 ≈ ∗
κ5ξ7 ��C ���B ξ ∈ ZYV 5∗G7�

� P��� �� >�� ��C !��G�!���F� G�����H����� F F. GG6 G - ���
∗F ⊂ ZYV 5∗G71 �������������1 5χ5ξ7 ≈ ∗κ5ξ77 ��C ���B ξ ∈ ∗F � ��!��
�-.����1 χ− ∗κ ∈ ∗W 5F,}k7 ��C !�H��F� ������.���F� k� �

2�.�-6� �������� Ǳ���� 5G, j7 ) ���"�� ��������������

���

������� ��	
���� 	�!�
	���� 
������� ����� G% 
 5Ĝ, ı7 )

������������ 	 ��!� �������������� ����� Ĝ� Ǳ���� r ) ���
!��&'�� !�������� ���	� 5G,G�, Gf 7% ��������!�� 5G, j7� ���
��
 ��
������� ����������.

?-@ 5|G| · r7−� ) -�� ��!��&'�� !�������� ���	�

5Ĝ, Ĝ�, Ĝf 7% ��������!�� 5Ĝ, ı7/
?�@ ���� F / L�5G, μ�7 → L�5Ĝ, μ�̂7 ) ����
���
���

=���% �� F ���
���� �	
����� �����������/
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?0@ ���	����� ����
���
��� =��� zG� / L�,�5G7 →
L

�,�̂
5Ĝ7 ����� ��������������! F �

� 5$7/ Ǳ�!�H�� ���>���1 >�� H� X Ĝ� � Hf X Ĝf � 
��� h ∈ Ĝ�1
�� ı5h7 ≈ -1 ���>��1 � ��� &�4�( ı5h75ξ7 ≈ $ ��C ���B ξ ∈ ZYV 5∗G7�
���D�� ı5h75j5g77 ≈ $ ��C ���B g ∈ Gf 1 G�P��� h5g7 ≈ $ ��F�����
&�4�* 5"71 �������������1 h ∈ H�� ��� ���6� Ĝ� ⊂ H�1 � �-.�����
�!�D>���� ���G����� � &�4�* 5$7�

�!�D>���� Ĝf ⊂ Hf , P�� �.��������� ��������� �� &�"�* 5"7
� &�4�(� �-.����� �!�D>���� ��!��6�����C ���!���!� ���H����

������� h ∈ Hf � �������1 >�� h̃ ∈ G�∧ 5��G�����1 >�� h̃5g�7 X
◦h5g77� 
��� ���-.�H���� ı �G.����C���C G� ı ��! H�1 !�! j G� j1 ��
ı / Ĝ� → Ĝ , ��G���F�>��!�A �����.@��� � ��� &�4�=�

Ǳ ��� κ /X h̃ ◦ j−� ∈ Ĝ� ��! !�! Ĝ� X Ĝf/Ĝ�1 �� � E���� ��
h� ∈ Ĝf 1 ��C !���.�F� ı5h�� 7 X h̃◦ j−�� 
��� g ∈ Gf 1 �� ı5h�� 75j5g�77 X
YV ı5h�75YV j5g77 ≈ ı5h�7j5g7 ≈ h�5g7 � ��� &�4�* 5"7�

� �� H� �.��C ı5h�� 75j5g
�77 X h̃j−�5j5g�77 X h̃5g�7 ≈ h5g7� ���!1

h5g7 ≈ h�5g7 ��C �D-6B g ∈ Gf � S�� ����>���1 >�� h · h� ∈ H� X
Ĝ� ⊂ Ĝf � Ǳ��!���! h� ∈ Ĝf 1 �� h ∈ Ĝf 1 >�� � ��!��6���� ���.��
�� �.�- ��6B .��������

Ǳ�.���  ���.H����� ���.��6 ���� �� ��G�.� �� ��F�1 >�� F�G�.0
G.�-��H���� 5G, j7 G.��G���F����C B�.�I���

5"7/ ���.��  ���.H����� ���� �� ��G��.��������� �� �.����F��
5=7/ �-����>�� ��������

γ / L�5G�, μ7→ L�,�5G7�

���H����1 ��� J�.������� @�!��.0F�����.@����� � / Gf → G��
��>���1 γ ��G������C�� @ �!J�� f ∈ L�5G�, μ�7 !���� L�,�5Gf 70
��@���F� @ �!J�� f 1 �� �� @ �!J�� f ◦� � L�,�5G7��

�����F�>��1 �-����>�� ��������

γ̃ / L�5G�∧, μ
�̂
7→ L

�,�̂
5Ĝ7�

���H����1 ��� J�.������� @�!��.0F�����.@����� �̂ / Ĝf → Ĝ��
��! !�! 5G, j7 , B�.�I�� F�G�.G.�-��H����1 �� .��������1  ������0
����6� �6I� G.� ��!����������� 5$71 G�!��6��D�1 >�� Ĝ� !�����0
>��!� �����.@�� G�∧1 G.�>�� �����.@���  �������������C G ���
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��G���������C B�.�!��.� h̃ P������ h� ∈ G�∧1 F�� h ∈ Ĝf X Hf � ��0
��� ��F�1  >��6��C �G.�������� ��G �����A �.�A!� �� &�"�$=1 ��F!�
 ����.��� !��� ���������� ���F.���6/

L�5G�, μ�7
FG�

�−−−−→ L�5G�∧, μ��7

γ

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�γ̂

L�,�5G7�
��G

�	�−−−−→ L
�,�̂

5Ĝ7�.

��G���F�>��!�� �����.@���6 j � ı G�.����C� ��.6 μ� ��G� � μ
�̂
��

G�∧ � ��.6 μ� �� G � μ
�̂
�� Ĝ ��������������� ���>� F���.C1 ���0

D��C �����.@���6 j∗ / L�5G, μ�7 → L�5G�, μ�7 � ı∗ / L�5Ĝ, μ�̂7 →
L�5Ĝ�, μ

�̂
71 �G.����C��6� G.������� j∗5f7 /X f ◦ j � ı∗5ϕ7 /X ϕ ◦ ı�

����� ��F�1 ���F.����

L�5G, μ�7
F−−−−→ L�5Ĝ, μ�̂7

j∗
⏐
⏐
�

⏐
⏐
�i∗

L�5G�, μ�7
FG�

�−−−−→ L�5G�∧, μ
�̂
7

!��� ��������
��G��.��������� �� �G.�������A �����1 >�� γ ◦ j∗5f7 , !����

S�,�0��@���F� @ �!J�� f 1 �� �� γ ◦ j∗5f7 X j�,�5f7� �����F�>��1
γ̂ ◦ ı∗ X j

�,�̂
1 G.�>�� j�,� � j

�,�̂
��� J�.����6 j � ı ���������������

��G�.� �� G.��6� E�B �� B ���F.��� �6��!��� !��� ����������
���� DE�A ���F.���6/

L�5G, μ�7
F−−−−→ L�5Ĝ, μ�̂7

j�,�

⏐
⏐
�

⏐
⏐
�j�,�̂

L�,�5G�, μ�7
��G

�	�−−−−→ L
�,�̂

5G�∧7.

S�� � ��!��6���� 5=7� �



&�4��������������� ���� $=$

2�.�--� `������1 >�� G�.� 5G, j7 �� �G.�������C &�4�$ C��C���C
��������.��6� �-K�!���1 G�P��� ��F�.��� �������� �����C ��G.C0
� D G.������� ! G.����H���C� ���� Q5G, j7 , F�G�.G.�-��H����
F. GG6 GR1 ��! !�! �� G.����C���C ��I� ! G.����H���C�1 ����.H�0
E�� ������.��6� G�.����.6� T��-6 �-�A�� P� �. ������1 �����
���� DE�� �G.���������

������.�� D G����������������� 55Gn, jn77n∈N1 F�� Gn , !�0
��>��C �-����� F. GG�1 � jn , ���-.�H���� �� Gn � G ��C !�H��F�
n ∈ N1 ������� ������(�#+�� ������������"����"# ��G�.�-���0
��A ��!����� !��G�!���A �-�����A F. GG6 G1 ���� 5GN , jN 7 , F�0
G�.G.�-��H���� F. GG6 G ��C ���B N ≈ '∞�

Ǳ ��� 55Ĝn, ĵn77n∈N , G.�-��H�DE�C G����������������� ��C
F. GG6 Ĝ� S� G����������������� - ��� ���6���� ������������
! 55Gn, jn77n∈N1 ���� F�G�.G.�-��H���� 5ĜN , ĵN7 ���A������� ! F�0
G�.G.�-��H���D 5GN , jN 7 ��C �D-�F� N ≈ '∞�

N �!J�D f / G → C ���6��D� ������ ����#+�� ����������0
�� G.�-��H�DE�A G����������������� 55Gn, jn77n∈N F. GG6 G1 ����
��C �D-�A ������������ !��G�!���A �!.�������� � �C U ⊂ G � �D0
-�F� -��!���>��F� N ∈ ∗N �6G������  ������ 5��� &�4�)7

5∀B ∈ ∗P5G77

(

B ⊂ G−Gf → r
∑

g∈G
|∗f5j5g77| ≈ #

)

,

F�� r /X |j−�N 5∗U7| · |Gn|−��
� P��� �G.�������C�  H� ��H�� G.������� ��F�.��� ������0

��� Ǳ��>�.!���1 >�� ����!� �� !�H��� F�G�.G.�-��H���� ��H�� G�0
� >��� �� !�!�A0��-� G.�-��H�DE�A G�����������������1 ���-����
���� ��������.��6A  ����.� � ∗V 5R7 �� C��C���C  ���.����G���D
V 5R7 ������������ ��!���.�F�  ���.�@����.� �� N� ��� �� �����
����������6A ������ ��!����������� ���.��6 &�4�4 G�!��6����1 >��
��C �D-�A ��G�.�-�����A ��!����� !��G�!���A �-�����A F. GG6 � 0
E���� �� G.�-��H�DE�C G������������������

� ���� DE�B ��H� G.����H���CB K 5�������������� K̂ 7 �-�0
���>��� ����A���� ���B !��G�!��6B G�����H���� F. GG6 G 5����0
���������� F. GG6 Ĝ71 � C� � Ĉ� , -��6 ������������ !��G�!��6B
�!.��������A ��A�.�����F� P������� � G � Ĝ ���������������

2�.�-�� Ǳ���� ��� 	
����� n ∈ N �
�
�� 	�����
� 
�����

����
 Gn � ����
����� jn / Gn → G% ��� G ) ���

�����
�
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��	
���� 	�!�
	��
� 
�����
 ����
� Ǳ���� C� ) �
�
 �����������
�� 	�!�
	���� �	��������� ���� � G� ����
 ��������
���������
55Gn, jn77n∈N ����� ������
&'�� ��� G � ��! � ����	� � ��! ����
�
�% ���� ��������� �����&'�� �������.

?-@ 5∀ξ ∈ G75∀U ∈ C�75∃f ∈
∏
n∈N

Gn75∃n� ∈ N75∀n > n�7
5ξ − jn5fn7 ∈ U7/

?�@ 5∀K ⊂ K 75∀U ∈ C�75∃m ∈ N75∀n > m75∀g, h ∈ Gn7
55jn5g7, jn5h7 ∈ K → 5jn5g ' h7− jn5g7 − jn5h7 ∈ U7 ∧
5jn5g7 ' jn5−g7 ∈ U77�

� 	�!��6�����C G.���6� G.��������� ��F�.���� �������� �
 >���� ��F� @�!��1 >�� ZYV 5∗G7 X

⋃{∗K / K ⊂ G , !��G�!�}� �

2�.�-0� Ǳ���� 55Gn, jn77n∈N ) ������
&'
� ��������
�����
����� ���

������� ��	
���� 	�!�
	���� 
������� ����� G� ���
��
 �!�&� !���� ����������.

?-@ 0��	#�� f / G → C ����� ����
�� ������������
-��� ��������
��������� � ��! � ����	� � ��! ����
�%
����
5∀U ∈ C�75∀ε > #75∃n� ∈ N75∃K ∈K 75∀n > n�7
5∀B ⊂ j−�n 5G−K77 �

|j−�n �U	|
∑

g∈B |f5jn5g77| < εn

?�@ ��� �&��� !�� H


 μ �
 G ��'������� U ∈ C�

�
	��% ��� 
�������

∫

f dμ X U3\
n→∞

$

|j−�n 5U7|
∑

g∈Gn

|f5jn5g77|

��������� ��� �&��� ��
�������� 0��	#�� f / G→
C% μ������ ��&�� ��������� � ����� ����
&'��
������������ 55Gn, jn77n∈N�

� Ǳ�.���  ���.H����� �6������C ��G��.��������6� G.�����0
���� ��F�.���� �������� ! �G.�������D -6��.�  -6��DE�A @ �!0
J��1 � ���.�� , ! G.����H���D &�4�)� �

2�.�-.� Ǳ���� ��������
��������� 55Ĝn, ĵn77n∈N � 55Gn, jn77n∈N

�� ��% ��� � � F�?�44� ����
 55Ĝn, ĵn77n∈N ����������
 	 55Gn, jn77n∈N

� ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ��������� �����&'�� ��
 �����
���.



&�4��������������� ���� $==

?-@ 5∀V ∈ Ĉ�75∃n� ∈ N75∃K ∈K 75∃ε > #7
5∀n > n�75∀χ ∈ Ĝn75∀g ∈ j−�n 5K75|χ5g7 − $| < ε →
ĵn5χ7 ∈ V 7n

?�@ 5∀K ∈ K 75∀L ∈ K̂ 75∀ε > #75∃n� ∈ N75∀n > n�7
5∀g ∈ j−�n 5K775∀χ ∈ ĵ−�n 5L75|ĵn5χ75jn5g77− χ5g7| < ε7.

� 	�!��6�����C G.��������� ��F�.���� �������� ! �G.�����0
��D ���A�������F� F�G�.G.�-��H���C1 ��� &�4�*� �

2�.�-/� Ǳ���� 55Gn, jn77n∈N ) ������
&'
� ��������
�����
����� ���

������� ��	
���� 	�!�
	���� 
������� ����� G% 

55Ĝn, ĵn77n∈N ) ����������
� 	 ��� ������
&'
� ��������
�����

����� ��� Ĝ� Ǳ���� μ ) !�
 H


 �
 G � F / L�5G7 → L�5Ĝ7 )
����
���
��� =���� Ǳ��������!% ��� U ∈ C� ������������� μ
� ���� ���������� F�?�45 �3 � ����
 ���� f � |F 5f7| ��
������ �
����� ��&�� �������� ������������ !�� H


% 
 |f |� � |F 5f7|�
����� ����
&� ������������ 
��!
���
�!�� ������
&'�� ���
������
����������% ��

U3\
n→∞

|j−�n 5U7|
|Gn|

∑

χ∈Ĝn

∣
∣
∣
∣

∫

G

f5ξ7ĵn5χ75ξ7 dμ5ξ7−

− $

|j−�n 5U7|
∑

g∈Gn

f5jn5g77χ5g7

∣
∣
∣
∣

�

X #.

� 	�C ��!����������� � H�� G.������� ��F�.��� �������� !
���.��� &�4�$#� �

2�.�-&� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ ��� �����6 P��F� G�.�F.�@� G�� >��6 
� �� +�.�����1 ���

e4=1 4%1 4*1 =$&f�
?�@ 
��� F. GG� G !��G�!���1 �� Gf X G1 � !�H��� ������.���0

!���>����.��� S0��G.�.6����  ����.��� G.����������� G �G.���0
�C�� 5!�! P�� -6��  !����� � G.��6� E�� G�.�F.�@�7  ����.���
G.����������� T̃ F. GG6 G� ��A H� ����A .����.������ �� P��F�
G.����������C ��H�� �!����. �.����� P!����������� �� G.������0
����� T̃ ◦ j F. GG6 G� ���.��� &�=�$# G�!��6����1 >�� ���� G ���0
�� F�G�.G.�-��H���� 5G, j71 �� ��C!�� �� ��G.��������  ����.���
G.����������� ����� ��!�A H� ��� ��C ��!���.�F� S0��G.�.6���F�
��G.�������F�  ����.��F� G.����������C T F. GG6 G�
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?0@ ������6� .�� �����6 �����F� G�.�F.�@� �����C��C ! ��0
G�.�-����6� ��!����� !��G�!��6� �-����6� F. GG��� ����!� �
-���I������ �� >��� G.��G���H���� � ��G�.�-�������� ��H�� �G 0
�����1 ���� ������ ω�0���6E������� ��������.���F�  ����.� �� G�0
�.�-����� �F� λ�0���6E�������1 F�� λ , ��� F. GG6 G 5X �������0
I�A !�.����� �� ��E�����A -�� ��G���F�� G7�

?.@ 	��A�������� G.�-��H���� F. GG6 B�.�!��.�� ��H�� G�0
��.���� ��G��.��������� � �� >�� �����>��A �!. H����� � ���!.��0
��A F. GG6� S�� �-���C�������� � �E������6A ������ ��!�������0
���� ���.��6 &�4�4 G�!��6��D�1 >�� ��C!�C ��G�.�-�����C ��!�����
!��G�!���C �-����� F. GG�1 ����.H�E�C !��G�!�� D � ��!.6� D
G��F. GG 1 ��G �!��� ���A������ D G�. F�G�.G.�-��H���A� ��
��F�� P�� ��.�� � ��C ���B ��G�.�-����6B ��!����� !��G�!��6B �-�0
���6B F. GG1 ��! !�! ��C R ���A�������C G�.� F�G�.G.�-��H���A
��H�� -6�� G���.���� ��G��.��������� 5��� G�.�F.�@ &�$7�

?/@ 
��� |f |�  ��������.C��  �����C� &�4�)1 � |F 5f7|�  �����0
���.C�� ��� H�  �����C� � ������A G, G,r, Gf �� Ĝ, Ĝ, r̂, Ĝf ��0
������������1 �� �.����  ���.H����� ���.��6 &�4�$# P!����������
������I���D

5r|G|7−�
∑

h∈Ĝ
|F 5f75i5h77 − z�5∗f ◦ j75h7|� ≈ #,

!���.�� -���� �������� ��H�� ��G����� � ����/

5r|G|7−�
∑

h∈Ĝ

∣
∣
∣
∣

∫

∗G

∗f5ξ7 · i5h75ξ7 dμ�5ξ7−r
∑

g∈G

∗f5j5g77 · h5g7
∣
∣
∣
∣

�

≈ #.

2�/� Ǳ�"4��< (")��)�"*�"+��",

`���� �6 .������.�� F�G�.G.�-��H���C ���������A F. GG6
G��C R1 �����>��A �!. H�����1 G.�!���>�6B �-����6B F. GG1 ��0
�������A F. GG6 τ 0���>��!�B J��6B1 τ 0���>��!�F� ���������1 ����0
�����A F. GG6 G��C p0���>��!�B >�����

2�/�-� � !�>����� G�.��F� G.���.� .������.�� B�.�I�� F�G�.0
G.�-��H���� ���������A F. GG6 G��C R1  !������� � &�4�"�

� P��� G.���.� G /X {−L, . . . , L} , ���������C F. GG� !���J�
∗
Z/N∗Z1 F�� N /X "L ' $1 Nr ≈ '∞1 r ≈ # � j / G → ∗

R �G.���0
�C���C @�.� ��A j5k7 /X kr� � P��� �� >�� ���A�������C F. GG�
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Ĝ �����.@�� G� �����.@��� �� E�����C���C ��G����������� !�H0
��� n ∈ G B�.�!��.� χn1 F�� χn5m7 /X ]dk5"πinm/N7� +. GG� R̂

�����.@�� R1 G.�>�� �����.@��� ��H�� �� E�������1 ��G������CC
!�H��� t ∈ R B�.�!��. κt G� @�.� �� κt5x7 /X ]dk5"πitx7�

	��A�������� F�G�.G.�-��H���� 5Ĝ, ı7 �G.������� .���������
ı5n7 /X n

N� ���1 ��>���1 ı5χn75x7 /X ]dk5 �πinN� x7�
�� &�"�$ 5$7 �����1 >�� �6G������ &�4�$ 5$7� ������ &�4�$ 5"7 G�0

>�� �>������� � ����� ����1 j5m7 X mr ≈ x � ı5m7 X m
N� ≈ t1 ��!

>�� ]dk5"πitx7 X ]dk "πiı5m75j5n77 ≈ ]dk5"πimn/N7. ���������� D0
E�� F�G�.G.�-��H���� G.��-.�������C N .�� �� >����� �� G.��C0
H���� ���F� G�.�F.�@� &�$�

2�/��� �������.�� ��G�.� F�G�.G.�-��H���� ��C �� >�C ���0
��>��A �!. H����� S 5��� H� S�71 !���. D1 !�! � �6I�1  ��-��
G.�������C�� � ���� ����.���� e−$/", $/"7� +. GG���C �G�.�J�C
'S , ���H���� G� ��� �D $� 	��A�������C F. GG� Ŝ �����.@��
���������A F. GG� Z� �����.@��� ��H�� -6�� �� E������� ��G�0
���������� !�H��� n ∈ Z B�.�!��.� κn5x7 /X ]dk5"πinx7�

Ǳ ��� G �� H� F. GG� {−L, . . . , L}1 >�� � � &�%�$1 F�� N /X
"L ' $ ≈ '∞1 � �G.������ ���-.�H���� j / G → ∗S @�.� ��A
j5m7 /X m/N ��C m ∈ G� ���-.�H���� ı / Ĝ → ∗

Z �G.�������
�� ���A�������� F�G�.G.�-��H���� 5Ĝ, ı7 G.������ ı5n7 /X n ���1
��>���1 ı5χn7 /X κn1 F�� B�.�!��. χn �G.������ !�! � &�%�$� ��! !�!
F. GG� Z ���!.����1 �� Ĝ� X # � Ĝf X Z� ���� !��G�!������
�!. H����� S � G.���.!� � H�����C ��I�  ������ &�4�$ 5"71 !���.��
����� H� G.����1 !�! � � &�%�$�

Ǳ.������ ���.�� &�4�$# ! .������.������� �� >�D1 G�� >��
���� DE�A @�!��

?-@ Ǳ���� 0��	#�� f / e−$/", $/"7→ C ��������!
 ��
1�!
��� ����
 ��� ���	������ ����"��� �����
��
������ ����

N /X "L' $ �����������

L∑

n�−L

∣
∣
∣
∣

�/�∫

−�/�

f5x7 ]dk5−"πinx7 dx−

− $
N

L∑

m�−L
f5m/N7 ]dk5−"πimn/N7

∣
∣
∣
∣

�

≈ #.
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Ǳ��.������� G��B��CE�A �����6 G�.������A �� P��F� G.����0
H���C �6������C ���� DE��  ���.H������

?�@ +�� �&��� ��������!�� �� 1�!
�� 0��	#�� f % �
�
�
���� �
 e−l, lf% �����

L∑

n�−L

∣
∣
∣
∣

l∫

−l

f5x7 ]dk5πinx/l7 dx−r
L∑

m�−L
f5mr7 ]dk5−"πimn/N7

∣
∣
∣
∣

�

≈ #,

	
	 ����	� N � r �
	���% ��� N X "L' $ ≈ '∞ � ◦5Nr7 X "l�

2�/�0� � ���� DE�B �� B G �!��B G���.��� F�G�.G.�-��H����
G.�!���>�6B �-����6B F. GG� �������.�� ������.�� D G������0
����������� 55Kn, ϕn77n∈N1 F�� Kn , !���>��C �-����� F. GG�1 �
ϕn / Kn�� → Kn , PG���.@��� ��C !�H��F� n ∈ N� Ǳ ��� 5K,ψ7 ,
����
������ ������  !������A G�����������������1 �-����>���6A
U3\←−5Kn, ϕn7� S�� ����>���1 >�� � E���� D� F. GG� K � G��������0

��������� PG���.@����� ψ /X 5ψn7n∈N1 F�� ψn / K → Kn ��!��61 >��
ϕn ◦ ψn�� X ψn ��C ���B n ∈ N� ��G���F�C � 5K,ψ7 ��� J�. ���C ��∏
nKn� 	�C @�!��.������F� N ≈ '∞ G���H�� G /X ∗KN � ��F��

∗ψN / K → ∗KN X G , PG���.@����

?-@ Ǳ���� ��������� ����
����� �����'� �����% �� ���
!�!�0��! j / G→ ∗K ������ �
��! ��
���! 	 ∗ψN � j5#7 X #�
����
 �

 5G, j7 ����� ��������������! ����� K�

� Ǳ� �G.�������D ��G���F�� � K ����� ����� ���� DE�� �G�0
����� -��!���>��A -������� � ∗K/

5∀α, β ∈ ∗K75α
K≈ β ↔ 5∀ ��n75∗ψn5α7 X ∗ψn5β777.

+. GG� K !��G�!���1 G�P��� ����� ����� &�4�$ 5$7 � �������>�� �-0
�������� &�4�$ 5"7 � &�4�$ 5=71 �-� &�4�$ 547 �6G������ G� �G.�������D�
	�C n > m �G.������ F�����.@��� ϕnm / Kn → Km @�.� ��A
ϕnm /X ϕn−� ◦ . . . ◦ ϕm� ��F�� ϕn,n−� X ϕn−� � ϕnm ◦ ψn X ψm1 ���0
����������1 ��C �D-�F� ������.���F� n ∈ N �G.�������� J�G�>!�
.�������

∗ψn5j5a' b77 X ∗ϕNn ◦ ∗ψN 5j5a' b77 X

X ∗ϕNn5a' b7 X ∗ϕNn5a7 ' ∗ϕNn5b7.



&�%�Ǳ�!�� �������������� $=&

�����F�>��
∗ψn5j5a7 ' j5b77 X ∗ψn5j5a77 ' ∗ψn5j5b77 X ∗ϕNn5a7 ' ∗ϕNn5b7,

>�� � ��!��6���� &�4�$ 5"7 � ���  !������F� �6I� �G�����C -��0
!���>��A -������� � ∗K� �����F�>�6� ���-.�H���C G.����C� !
&�4�$ 5=7� �

?�@ (��� ��������� ������� ���������� �4 % ��

G� X {a ∈ G / 5∀ ��n75∗ϕNn5a7 X #7},
��� ϕnm / Kn → Km� $���� ����% K � G/G� X G��

2�/�.� 
��� 5K,ψ7 /X U3\←−5Kn, ϕn71 �� ���A�������C F. GG� K̂

����� ��� U3\←−5K̂n, ϕ̂n71 F�� ϕ̂n / K̂n → K̂n�� �G.����C���C @�.� ��A

ϕ̂n5χ7 /X χ ◦ ϕn 5χ ∈ K̂n7� ���H���C ψ̂n / K̂n → K̂ �G.����CD��C
�����F�>��� �� P��B �G.�������A �����1 >�� ���� ��C n > m ���0
��� ϕ̂nm / K̂m → K̂n @�.� ��A ϕ̂nm5χ7 /X χ ◦ ϕnm 5χ ∈ K̂n71 ��
�6G���CD��C .�������� ϕ̂nm X ϕ̂m ◦ . . . ◦ ϕ̂n−� � ψ̂m X ψ̂n ◦ ϕ̂nm�

?-@ (��� �������������� 5G, j7 ����� K ���������
	
	 � F�@�5 �4 ��� �� G /X KN � j / G → ∗K ) �
��� ��
����

����
����� 	 ∗ψN  % �� 5K̂, ψ̂N 7 ) �������������� ����� K̂%
������������ 	 5G, j7�

� Ǳ.�H�� ���F� �������1 >��  �����C &�4�$ 5"7<547 �6G�����6
��������>��!�1 ��! !�! ψ̂N , F�����.@���� Ǳ��!���! K̂ , ��0
� !����6A G.���� G����������������� F. GG 5K̂n71 �� K̂ X

⋃
n∈N

An1

F�� An /X {χ ◦ ψn / χ ∈ K̂n}� Ǳ� G.��J�G G�.����� ∗K̂ X
⋃
n∈∗N

An�

�� K̂n , ������.���� !���>��� ���H�����1 G�P��� ∗An X {χ◦∗ψn /
χ ∈ K̂n}� ��!�� �-.����1 !�H�6A ������.��6A P������ κ ∈ ∗K̂ ���0
�� ��� κ X χ ◦ ∗ψn ��C ��!���.6B ������.��6B n � χ ∈ K̂N � ���D��
∗ϕ̂nM 5χ7 ∈ K̂n � ψ̂N 5∗ϕ̂nN 5χ77 X κ� ��� ���6� �-��������  ������
&�4�$ 5$7� ������ &�4�* 5$7 �6G������ ��������>��!� ���� !��G�!�0
����� K� 
��� χ ∈ K̂n1 �� ∗ψ̂N 5χ75j5a77 X χ5∗ψN 5j5a777 X χ5a71
�������������1 &�4�* 5"7 ��!H� ��.��� �

?�@ (��� � �������� F�@�5 �4 � �4 0��	#�� f / K → C

��
�����
 � �������
 ����� ��&�� ������������ !�� H


% ��

∑

χ∈K̂N

∣
∣
∣
∣

∫

∗K

f5α7χ5ψN 5α77 d∗μK5α7− |KN |−�
∑

a∈KN

f5j5a77χ5a7

∣
∣
∣
∣

�

≈ #,
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�
����

��� μK ) !�
 H


 �
 K% ��� 	����� μK5K7 X $�

� ���� �� �� &�4�$# � &�4�$* 5%7� �
2�/�/�Ǳ.������ .�� �����6 G.��6� E�F� G �!�� ! G���.����D

F�G�.G.�-��H���C !���J� τ 0���>��!�B J��6B rτ 5��� e%41 ""=f7�
������ a | b �-����>��� ��� @�!�1 >�� b ����� a -�� �����!�� Ǳ ���1
!.��� ��F�1 i]\5a, b7 , ������! �� ������C a �� b�

Ǳ ��� τ /X 5an7n∈N , ������.���C G����������������� ��� 0
.����6B >���� ��!�C1 >�� an > $ � an | an��� �-����>�� ���0
����� An !���J� Z/anZ1 !���.�� � ��I�� �� >�� .������.������C
!�! !���J� �������I�B G���H������6B �6>���� G� ��� �D an1 �� ��
An /X {#, $, . . . , an − $}� Ǳ ��� ϕn / An�� → An , PG���.@���1
!���.6A ��G������C�� P������ a ∈ An�� ������! G.� ������� a ��
an1 �� �� ϕn5a7 /X i]\5a, an7� ����J� rτ /X U3\←−5An��, ϕn7 ���6��D�


��"-�� τ�������
�' -���'�
�G.������ ���H���� ν / Z → rτ 1 G���F�C ν5a7n /X i]\5a, an7

��C ���B a ∈ N � n ∈ Z� ��F�� G����������������� ν5a7 ����.H���C
�

∏
n∈N

An � ϕn5ν5a7n��7 X ν5a7n1 ����� -6��1 ν5a7 ∈ rτ � ��F!�
G.���.���1 >�� ���H����� ν5Z7 G����� � rτ � Ǳ ��� jn /X ν|An / An →
rτ � ��F�� jn , G.���� �-.����� ! ���-.�H���D ψn / rτ → An� �
����� ����1 ���� ξ /X 5ξn7n∈N ∈ rτ 1 �� ψn5ξ7 X ξ� Ǳ.�����C ��
��������1 >�� i]\5a, an7 X a ��C a ∈ An1 G�� >��� ψn5ν5a77 X a�

(��� N ≈ '∞% �� �

 5∗AN , ∗jN 7 �����
����� ����� �����
���������� 	���#
 rτ � $���� ����% ����
 rτ �����������	� ����
!�0�
 ∗AN/G�% ���

G� /X {a ∈ ∗AN / 5∀ ��n7 5an | a7}.

� ���� �� �� &�%�= 5$1 "7� �

2�/�&� �G�I�� ��G�.� ���A������ D F. GG r̂τ 5��� e""=f7�
Ǳ ��� Q

�τ	 /X { man
/ m ∈ Z, n ∈ N}� ��! !�! an | am G.� n ≤ m1

�� Q
�τ	 , G��F. GG� ���������A F. GG6 Q� �>������1 Z ⊂ Q

�τ	�
Ǳ ��� Z

�τ	 /X Q
�τ	/Z� �������� G.� P���1 >�� r̂τ � Z

�τ	� 	�C
�G�����C P��F� �����.@���� � H�� ������ ��!���.6� �-����>���C�

��� ξ /X 5ξn7n∈N ∈ rτ 1 �� G�I�� ξn /X i]\5ξ, an7� S�� �-����>����
��F��� ���C � ��� �� >���1 !�F�� ξ X ν5a7 ��C ��!���.�F� a ∈ Z1
�� �� i]\5a, an7 X i]\5ν5a7, an7� ��H� ν5a7 ���H������C���C � a



&�%�Ǳ�!�� �������������� $=(

�1 ���>��1 G.��G���F����C1 >�� Z ⊂ rτ � ��F�� ��C ��!���.�F� η ∈
rτ �6G���C���C .�������� ξ X ηan ' i]\5ξ, an7� Ǳ ��� {ξ/an} X
5i]\5ξ, an77/an ∈ Q

�τ	� ��F�� ��F!� G.���.��� @�.� �6 {Cξ/an} ≡
C{ξ/an} 5\�W Z7 � {ξ/an ' η} X {ξ/an}1 F�� C ∈ Z � η ∈ rτ � 
���
��G�.� 5C/an7 , !���� P������� C/an ∈ Q

�τ	 � Z
�τ	1 �� B�.�!��.

χ�C/an	 ∈ r̂τ �G.����C���C @�.� ��A

χ�C/an	5ξ7 /X ]dk5"πi{ξ/an}7 5ξ ∈ rτ 7.

�G�I�� ���H���� ψ̂n / Ân → r̂τ �
� .������.������� �� >�� Ân �����.@�� An� �����.@���

��H�� �� E�������1 ��G������CC !�H��� m B�.�!��. χm ∈ Ân G�
G.���� χm5a7 /X ]dk5"πima/an7 ��C a ∈ An�

�������������1

ψ̂n5χm75ξ7 X χm5ψn5ξ77 X χn5i]\5ξ, an77 X

X ]dk5"πim i]\5ξ, an7/an7 X ]dk5"πi{mξ/an}7.

Ǳ���� G��B��CE�F� ���H���������C �6 ��H�� G.��G���H���1 >��
ψ̂n / An → Z

�τ	 �G.����C���C @�.� ��A ψ̂n5m7 X 5m/an7�

+�� ������������N ≈ '∞ �

 5∗AN , ∗ψ̂N 7 ������ �������

��������! ����� r̂τ % �����������! 	 5∗AN , ∗jN 7�

� ���� �� �� &�4�$#� �
?-@ (��� N ≈ '∞ � ��
��
��
� ��
������
� 0��	#��

f / rτ → C �������
 ����� ��&�� ������������ !�� H


 μτ %
��� μτ 5rτ 7 X $% ��

∗aN−�∑

k��

∣
∣
∣
∣

∫

∗�τ

∗f5ξ7 ]dk5−"πi{kξ/∗aN}7 dμτ 5ξ7−

−a−�N
∗aN−�∑

n��

∗f5n7 ]dk5−"πikn/∗aN7
∣
∣
∣
∣

�

≈ #.

� ���� �� �� &�4�4 5%7� �
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2�/�2�	�� ���� DE�B G �!�� G���CE��6 G���.����D F�G�.G.�0
-��H���C τ 0������
��� ���������� ��G����� 5��� e%41 ""=f71 >��
τ 0���>��!�A �������� _τ G.�������C���C � ���� e#, $7×rτ 1 F�� F. G0
G���C �G�.�J�C 'τ �G.����C���C ������I�����

5x, ξ7 'τ 5y, η7 X 5{x' y}, ξ ' η ' ex' yf7,

� eaf � {a} , -���	 � ������	 ����� >���� a� ��G���F�C � _τ ����0
���C �������A 5Vn7n∈N �!.��������A � �C1 G.�>��

Vn /X {5x, ξ7 / # ≤ x < $/an, 5∀k ≤ n7 5i]\5x, ak7 X #7}∪
∪{5x, ξ7 / $− $/an < x < $, 5∀k ≤ n7 5i]\5x' $, ak7 X #7}

5��G�����1 >�� τ /X {an / n ∈ N}7�
�� �!������F� ���. ���  ����.��� ���� DE�� �G������ -��!�0

��>�� ���6B P�������� � _τ �

?-@ (��� 5x, ξ7 ∈ ∗_τ % �� �!��� !���� -	���
���������

5x, ξ7
�τ≈ # ↔ x ≈ # ∧ ξ �τ≈ # ∨ x ≈ $ ∧ ξ ' $

�τ≈ #.

`�@�!��. �� ��!���.�� N ≈ '∞1 G���H�� G /X ∗
Z/∗a�N

∗
Z X

{#, $, . . . , ∗a�N − $} � ������ ���-.�H���� j / G→ _τ @�.� ��A

j5a7 X 5{a/aN}, ea/aN f7 5a ∈ G7.

��! � �6I�1 G.��G���F���1 >�� Z ⊂ rτ � `������1 >�� G.� P���
ea/aN f < aN �

?�@ Ǳ

 5G, j7 ������ ��������������! τ �
�����	���
��������
 _τ �

� ��! !�! a'G b ≡ a' b 5\�W a�N 71 �� a'G b ≡ a' b 5\�W aN 71
�������������1

{5a'G b7/aN} X 5i]\5a'G b, aN 77/aN X

X 5i]\5a' b, aN77/aN X {{a/aN}' {b/aN}}.

Ǳ�!�H��1 >�� e5a 'G b7/aN f
�τ≈ e5a ' b7/aN f X ea/aN f ' eb/aN f '

e{a/aN}' {b/aN}f� ���D�� � ��� 5$7 j5a'G b7
�τ≈ j5a7 ' j5b7�



&�%�Ǳ�!�� �������������� $4$

Ǳ ��� a /X q5a7aN ' r5a7 � b /X q5b7aN ' r5b71 �� �� q5a7 X ea/aN f
� q5b7 X eb/aN f� Ǳ ��� a' b /X q5a' b7aN ' r5a' b7� 
��� q5a' b7 X
saN'r1 �� a'b X sa�N'raN 'r5a'b7 � raN 'r5a'b7 ≤ 5aN −$7aN'
aN − $ X a�N − $� ��!�� �-.����1 a 'G b X i]\55a' b7, a�N 7 X raN '
r5a' b71 ��! �� q5a'G b7 X r1 G�P��� q5a' b7 ≡ q5a'G b7 5\�W aN 7�
Ǳ��!���! an | aN ��C ���B ������.��6B n1 �� q5a' b7 ≈ q5a'G b7�

	�C �-��������C ������I���C j5−G a7 ≈ j5a7 � H�� ��I� G.��0
������� a � ���� a X qaN ' r1 ��G��������� .�������� −G a X a�N − a
� .������.��� ��� �� >�C/ r X # � r �X #�

	�C ��!����������� ��F�1 >�� 5G, j7 , P�� F�G�.G.�-��H����
F. GG6 _τ 1 �������C G�!����� 5��� &�4�$71 >�� ��C �D-�A G�.6 5x, ξ7 ∈
_τ � E���� �� ��!�A a ∈ G1 >�� j5a7 ≈ 5x, ξ7� �6-�.�� r < aN ��!1
>��-6 r/aN ≤ x < 5r ' $7/aN 1 � G���H�� q /X i]\5∗x, aN 7� ��F��
q < aN � �6 G.�B���� ! �.�- ���� G.� a /X qaN ' r� �

��F����� &�%�% � 5$7 _τ � G/G�1 F��

G� X
{
a ∈ G / {a/aN} ≈ # ∧ ea/aN f

�τ≈ #∨
∨{a/aN} ≈ $ ∧ ea/aN f ' $

�τ≈ #
}
.

��H�� G�� >��� -���� �-��.���� �G������ G��

?0@ ,!��� !���� �����
������

G� X {a ∈ G / 5∀ ��n75]dk5"πia/5aNan777 ≈ $}.

� Ǳ ��� ]dk5"πia/5aNan77 ≈ $ ��C �D-�F� ������.���F� n�
��F�� ��C �D-�F� ������.���F� n � E���� �� ��!�A P������ k ∈

Z1 >�� 5a/5aNan7 ≈ k7� 
��� a X qaN ' r1 �� a/5aNan7 X 5q '
r/aN 7/an ≈ k ∈ ∗Z� ��! !�! an ������.���1 �� q ' r/aN ≈ kan ∈ ∗Z1
F�� q ∈ ∗Z � # ≤ r/aN < $1 �������������1 �����H�6 ��I� ���
�� >�C r/aN ≈ # � r/aN ≈ $�

� G�.��� �� >�� q ≈ kan � q X kan1 G��!���! �-� P��B >����

J��6�� �� ��F�� r/aN ≈ # � q
�τ≈ #1 ����� -6��1 a ∈ G�� �� ���.��

�� >�� G.� q �≡ −$ 5\�W an7 - ��� q ' $ X tan ' s1 F�� # < s < an1
G�P��� q ' r/aN X s− $ ' tan ' r/aN ≈ s' tan ≈ kan� ��� ���6�
G.�B���� ! ������I���D s/an ' t ≈ k1 �������H��� G.� s �X #�
���!1 q ≡ −$ 5\�W an7 � ����� a ∈ G��



$4" ��� &�,�0�������!
�� � �
!������	�! 
�
����

���-�.��1 G.��G���H��1 >�� a ∈ G� � a X qaN ' r� ���-B�����

.������.��� ��� �� >�C/ 5�7 r/aN ≈ #1 q
�τ≈ #n 5-7 r/aN ≈ $1 q

�τ≈ #�
� G�.��� �� >�� ]dk5"πia/5aNan77 X ]dk5"πi5a/an ' r/5aNan777 X
]dk5"πia/5aNan77 ≈ $1 �-� q/an ∈ ∗Z� ���.�A �� >�A .������.���0
���C �����F�>��� �

?.@ Ǳ���� τ ) ��
��
��
� ��������
��������� 5an7n∈N

�
��
����� �����% ����! an > $ � an | an��� Ǳ����% �
���% G /X
{#, $, . . . , a�N−$}) 
�������
� ����
 	���#
 ∗Z/a�N

∗
Z � G� /X {a ∈

G / 5∀ ��n75]dk5"πia/5aNan77 ≈ $}� ����
 τ �
�����	�� �������� _τ
�����������	� ���!�0�� ����� G� /X G/G��

2�/�7� `�A����C ��G�.� G���.������ ���A�������F� F�G�.G.�0
-��H���C F. GG6 _̂τ � ��������1 >�� _̂τ � Q

�τ	 /X {m/an / m ∈ Z1
n ∈ N}� �����.@��� ��H�� �� E�������1 ��G������CC !�H��� 
α X m/an ∈ Q

�τ	 B�.�!��. κα ∈ _̂τ G� @�.� ��/

κα5x, ξ7 X ]dk5"πiα5x' i]\5ξ, an777 5x ∈ e#, $f, ξ ∈ rτ 7

5��� e%41 ""=f7� ��! � � �� >�� G.���������A !���>��A F. GG61
Ĝ � G1 G.�>�� �����.@��� �� E�����C���C ��G����������� !�H��0
� b ∈ G B�.�!��.� χb G� @�.� �� χb5a7 /X ]dk5"πiab/a�N7 ��C ���B
a ∈ G� � !�>����� ���A�������F� ! F�G�.G.�-��H���D F. GG6 _τ 1
G���.������ � G.��6� E�� G �!��1 .������.�� G�. 5G, ı71 F�� ı /
G → ∗

Q
�τ	 �G.����C���C @�.� ��A ı5b7 /X b/aN � ��>���1 ���-.�H�0

��� ı / Ĝ→ _̂τ !�H��� χb ∈ Ĝ ��G������C�� B�.�!��. κb/an
∈ ∗_̂τ 1

G.�>�� F. GG G �6 G.�������C�� � ���� �������I�B G� �-���D�0
��A ����>��� �������I�B �6>����1 �� �� G X {− �

�a
�
N , . . . ,

�
�a

�
N − $}�

Ǳ.���.!�  �����A &�4�$ 5$<47 �.��������� � &�4�* 5$1 "7 �����
� H�� ��I� G.���.��� ���.��  ������1 G.�>�� ����� �6 ��H� G�0
� >�� ��>��� .��������� � ����� ����1 ���� a ∈ G � a /X qaN ' r1
�� ea/aN f X q < aN 1 �� �� i]\5ea/aN f, aN 7 X ea/aN f X q� ��G�.�
κı�b	5j5a77 X ]dk5"πi5b/aN75r/aN ' q77 X ]dk5"πiab/a�N7 X χb5a7�

Ǳ���� f / _τ → C ) ��
������
� 0��	#��% �������
� ���
��� ��&�� ������������ !�� H


 μ�τ ����! μ�τ 5_τ 7 X $� +��
�&���� N ≈ '∞ ��
������� 0�!���

�4 
∫

�τ

f dμτ X
◦
(

�
a�

N

a�N−�∑

k��

f5{k/aN}, ek/aN f7
)

n



&�%�Ǳ�!�� �������������� $4=

�3 
a�N/�−�∑

m�−a�
N
/�

∣
∣

∫

�τ

f5x, ξ7 ]dk5−"πi5m/aN75x ' i]\5ξ, aN 777dμ�τ−

− �
a�

N

a�N−�∑

k��

f5{k/aN}, ek/aN f7 ]dk5−"πikm/a�N7
∣
∣� ≈ #.

� ���� �� �� &�4�$# � &�4�$* 5%7� �

2�/�1� ��A>�� �6 ��A����C G���.������ F�G�.G.�-��H���C ��0
�������A F. GG6 G��C p0���>��!�B >���� Qp1 F�� p , ������.����
G.����� >�����

Ǳ ��� @�!��.����6 M � N 1 G.�>�� M,N,N −M ≈ '∞� � !�0
>����� F�G�.!���>��A �-�����A F. GG6 G .������.�� �������� D
F. GG !���J� ∗Z/pN ∗Z1 !���.�� - ��� G.�������C�� !�! ������ 
�������I�B G���H������6B �6>���� G /X {#, $, . . . , pN − $}� �G.�0
����� ��!H� ���-.�H���� j / G→ ∗

Qp1 G���F�C j5n7 /X n/pM ∈ ∗Q ⊂
Qp ��C n ∈ G�

?-@ (��� n ∈ G% �� ��
������
 -	���
���������

j5n7 ∈ ZYV 5∗Qp7 ↔ 5∃ ��k ∈ N7 5pM−k | n7.

(��� �� -��!

n X a−kpM−k ' a−k��p
M−k�� ' . . .' aN−M−�pN−�,

��� # ≤ ai < p% ��

j̃5n7 X YV5j5n77 X
∞∑

i��l

aip
i.

��
��!��!% ��� j̃ /X YV ◦j|Gf
% �!� F�?�4� 

� 
��� pM−k | n1 �� n �����  !�����6A � @�.� ��.��!� ���1
G�P��� �.�- ���� ���� �� �� -��!���>����� >���� N −M − $� ��0
�-�.��1 G.��G���H��1 >�� np−M ≈ ξ ∈ Qp � |ξ|p X pk1 F�� k ∈ Z�
��! !�! |np−M − ξ|p ≈ #1 �� � E���� �� -��!���>��� b ∈ ∗

N ��0
!��1 >�� np−M − ξ X pbε�1 F�� ε� , �����J� !���J� ∗Zp� Ǳ�  ���0
��D ξ X p−kε�1 F�� ε� , �����J� !���J� Zp� ���D�� ���� ��1 >��
n X pM−kε�' pM�bε�� �� ������.������ k �6��!��� M − k < M ' b1
���>��1 pM−k | n � ∗Zp1 �� ��F�� � � Z� �
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 5G, j7 ������ ��������������! 
���������
����� Q

�
p ���� Qp� $���� ����%

Gf X {n ∈ G / 5∃ ��k75pM−k | n7},
G� X {n ∈ G / 5∀ ��k75pM�k | n7}.

� �.�- ��6� .�������� �6��!�D� �� 5$7� 	�C �-��������C  ���0
��A &�4�$ 5$<47 �������>�� G�!�����1 >�� j̃ / Gf → Qp , PG���.@����
�-����>�� �������� ⊕ F. GG�� D �G�.�J�D � G� Ǳ ��� n X n�⊕n�
���1 >�� �� H�1 n�'n� X n' tpM � ��F�� |n�p−M'n�p−M−np−M |p ≤
pN−M 1 �������������1 j̃5n� ' n�7 X j̃5n� ⊕ n�7 ���� -��!���>�����
N−M � Ǳ��!���! YV / ZYV 5∗Qp7→ Qp , F�����.@���1 �� G�� >���
j̃5n�'n�7 X j̃5n�7' j̃5n�7� ��� ���6� j̃, F�����.@���� 	�C �-����0
����C �D.K�!�������� j̃ �������1 >�� ���� ξ X

∑∞
l�−k alp

l1 ��1 �G.�0
����� n !�! � @�.� ��.��!� G.����H���C 5$71 G�� >�� j5n7 ≈ ξ� �

?0@ ,!��� !���� ���!�0��! �����������	�� ���� Q
�
p �

Gf/G� X G��

Ǳ ��� G��	 /X {n ∈ G / pM | n}� ��F�� G��	 , �� �.���CC
G��F. GG� F. GG6 G ��!�C1 >�� G� ⊂ G��	 ⊂ Gf � ��! !�! |G��	| X
pN−M 1 �� >���� r /X pM−N ��H�� ��C�� � !�>����� ��.��. DE�F�
���H����C �.�A!� 5G,G�, Gf 7�

?.@ ,!��� !���� 
������� j̃5G��	7 X Zp� $���� ����% ���
!��&'�� !�������� r X pM−N ����#���� �
 Qp !�� H


 μ�%
��� 	����� μ�5Zp7 X $ �-�� !�� ���� �����
�
�! ��!����! μp �

2�/�-6� �6����� ��G�.� ������.��6A P!��������  �����C � E�0
��������C S�,�0����F.�. ���F� ��@���F� �� &�4�)�

?-@ =��	#�� f /Qp→C ������������ ������& ��!� F�?�7 

5∀B ∈ ∗P5G77
(

B ⊂ G−Gf → r
∑

g∈G
|∗f5j5g77| ≈ #

)

� ��! � ����	� � ��! ����
�% ����

U3\
m,n→∞

$
pn

∑

�≤k<pm�n�l

pl
�k

|f5k/pm�l7| X #


���!��� �� l�



&�%�Ǳ�!�� �������������� $4%

� 
��� B ⊂ G−Gf 1 �� ��C !�H��F� n ∈ B � ��C !�H��F� ����0
��.���F� k - ��� pM−k � L� S�� .����������  �����D pM−L � n ��C
��!���.�F� -��!���>��F� L� ��!�� �-.����1 B ⊂ G−Bf � ��� � ����0
!� � ��� �� >��1 !�F�� B ⊂ BL /X {n / pM−L � n}� ��! �����1 BL ,
�� �.����� ���H����� ��C �D-�F� -��!���>��F� L� �������������1
 ������ G.����H���C ��H�� G�.�@�.� ��.����� ���� DE�� �-.�0
���/ ��C �D-6B -��!���>�6B L < M < N ��!�B1 >�� N −M ��!H�
-��!���>��1 �6G���C���C

$
pN−M

∑

�≤k<pN

pM−L
�k

|∗f5k/pM7| ≈ #.

�-����>�� n /X N − M 1 m /X L � l /X M − L1 �6 G.�B���� !
 ���.H����D � ���1 >�� ��C �D-6B -��!���>�6Bm � n � ��C �D-�F�
l ��.��

$
pn

∑

�≤k<pm�n�l

pl
�k

|∗f5k/pm�l7| ≈ #.

Ǳ�������� .���������� �.�- ���� � �
?�@ (��� ��
������
� � �������
� ����� ��&�� ���

���������� !�� H


 0��	#�� f / Qp → C ������������ �
	�&�
����& ���������� �4 % �� f ��������!
 �

∫

Qp

f dμp X
◦( $

pN−M
∑

�≤k<pN

∗f5k/pM 7
)

,

��� �� � ��
��
���� ��!��
�
∫

Qp

f dμp X U3\
m,n→∞

$
pn

∑

�≤k<pm�n

∗f5k/pm7.

2�/�--� `�A����C ��G�.� ���A������6� F�G�.G.�-��H����� Q̂
�
p �

��G�����1 >�� Q̂
�
p � Q

�
p � �����.@��� �� E�����C���C ��G�������0

���� !�H��� ξ ∈ Q
�
p B�.�!��.� κξ5η7 /X ]dk5"πi{ξη}71 F�� {ζ} ,

�.�-��C >���� p0���>��!�F� >���� ζ� ���H������CC Q̂
�
p � Q

�
p  !�0

����6� �G���-��1 .������.�� F�G�.G.�-��H���� 5G, ĵ7 F. GG6 Qp1
�G.����C���� @�.� ��A ĵ5n7 /X n/pN−M ��C n ∈ G�
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 5G, ĵ7 ������ ��������������! ����� Q̂
�
p %

�����������! 	 5G, j7�

� �� &�%�( 5"7 �����1 >�� 5G, ĵ7 , ��A���������� F�G�.G.�-��0
H����� Ǳ.���.��1 >�� 5G, ĵ7 ���A������� ! 5G, j7 5��� &�4�*7� ������
&�4�* 5"7 G.���.C���C G.����/

κj�m	5ĵ5n77 X ]dk5"πi{ĵ5n7j5m7}7 X ]dk5"πi{nm/pN}7 X
X ]dk5"πinm/pN7 X χm5n7.

	�C �-��������C  �����C &�4�* 5$7 �������>�� G�!����� �G.������0
����� @�.� �6

5∀m7555∃ ��k75pM−k | m7→ ]dk5"πimn/pN7 ≈ $7→
→ 5∀ ��k7 5pN−M�k | n77.


��� P�� @�.� �� ����.��1 �� � E���� �� k1 ��C !���.�F� �6G�����6
������I���C n X qpN−M�k ' r � # < r < pN−M�k� �����H�6 ���
�� >�C�

5$7/ ◦5r/pN−M�k7 X #� Ǳ ��� a /X epN−M�k/5"r7f � m /X apM−k

5�>������1 m < pN7� ��F��

]dk5"πimn/pN7 X

X ]dk5"πiepN−M�k/5"r7f5r/pN−M�k77 ≈ ]dk5πi7 X −$,

>�� �������H���
5"7/ ◦5r/pN−M�k7 X α1 # < α ≤ $� Ǳ���F�C m /X pM−k−�1 �60

�����1 >�� ]dk5"πimn/pN7 ≈ ]dk5"πiα/p7 �X $1 G�� >��� G.�����.�0
>��� �

?�@ 1
��!���! ����
���
��� =��� F / L�5Qp7 →
L�5Qp7% ���

F 5f75ξ7 /X
∫

Qp

f5η7 ]dk5−"πi{ξη}7 dμp5η7.



&�%�Ǳ�!�� �������������� $4&

Ǳ���� f ∈ L�5Qp7 �
	��
% ��� |f |� � |F 5f7|� ��
������% ��������
����� ��&�� � ����������&� ������& �� F�@�4B �4 � ����


$
pM

pN−�∑

k��

∣
∣
∣
∣

∫

Qp

f5η7 ]dk5−"πi{ηk/pN−M}7 dμp5η7−

− $
pN−M

pN−�∑

n��

f5n/pM 7 ]dk5−"πikn/pN7
∣
∣
∣
∣

�

≈ #,

���� ����	� N,M,N −M ≈ '∞�

� ���� �� �� &�4�$# � &�4�$* 5%7� �
2�/�-�� �-�-E����� G��C p0���>��!�B >���� �� H�� !���J� Qα

α0���>��!�B >����1 F�� α X {an / n ∈ Z} , �� ���.���CC -��!���>0
��C G����������������� ��� .����6B >���� ��!�C1 >�� an | an�� G.�
n ≥ # � an�� | an G.� n < #� ����J� Qα �������� .������.��� � e%41
F���� "1 § =�&f� � e""=f G�!�����1 >�� F. GG� Q̂

�
α �����.@�� Q

�

α̂
1 F��

α̂5n7 /X α5−n7�
Ǳ���� M,N ≈ '∞% 
 G /X {#, $, . . . , ∗aM ∗aN − $} ) 
�������
�

����
 	���#
 ∗Z/∗5aMaN 7∗Z� Ǳ��������!% ��� ����
����� j /
G → Q

�
α � ĵ / G → Q

�

α̂
��������� 0�!��
!� j5a7 /X aa−�−M �

ĵ5a7 /X aa−�N ��� a ∈ G�
����
 �

 5G, j7 ����� ��������������! ����� Q

�
α % 
 �



5Ĝ, ĵ7 ) �����������! ��������������! ����� Q
�

α̂
� $���� ����%

Gf /X {a ∈ G / 5∃ ��k ∈ Z75a−Ma
��� k
k | a7},

G� /X {a ∈ G / 5∀ ��k ∈ Z75a−Ma
��� k
k | a7},

����! r X a−�N ) ��!��&'�� !�������� ���	� 5G,G�, Gf 7�
I�
�������� ������"���� ���� � ��� Ĝf % Ĝ�% � ��� ��!��&'���

!�������� r̂ X a−�−M ���	� 5G, Ĝ�, Ĝf 7�

� 	�!����������� G����.C�� .��� H����C �� &�%�(<&�%�$$� �
2�/�-0� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ +�G�.G.�-��H���� �� �����>��A �!. H����� 5��� &�%�"7

������ G��.�-�� �� >����� �D!���- .F�� � e4$=f1 ����!� ���� G�0
�C��� F�G�.G.�-��H���C �� -6�� �������� � e4$=f G�� >���1 � >���0
�����1 G.����H���� &�%�" 5"7 ��C ��G.�.6��6B @ �!J�A� � P��A H�
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.�-��� ������C ���F� ����.���6B G.���H���A ��@�������������F�
������� ! ���.�� .C��� N .��� ����!� �����H����� .��.�-����0
��F� ��� G��B��� -6�� �F.���>��6 ��� ������� ���.�� ��.6 �M�-�1
� ��!H� ���1 >�� ���A���� ���6E���C ������A � �� �.��C ���� ��0
G����������� � ��@�������������� ��������

?�@ Ǳ.����H���C &�%�= 5$1 "7 ����D��C � ���� � � ��� �� >��1
!�F�� Kn , !���J�� � P��� �� >�� K � G ��!H� - � � !���J���1 �
���-.�H���� �� G � ∗K - ��� QG�>�� F�����.@�����R1 �� �� G�����
 H� ��!�����6B ���A��� �G.�������� .�������� j5ab7 ≈ j5a7j5b7 ��C
���B a, b� ����� ��F�1 �-K�!� G�1 �G.�������6A � &�%�= 5"71 - ���
�� ���.����� ��������

?0@ Ǳ.����H���� &�4�) G�!��6����1 >�� ��C @ �!J�� f 1  �����0
���.CDE�A  �����C� &�%�* 5$71 - ���

∫

�τ

f5ξ7 dμτ 5ξ7 X
◦( $

aN

∗aN−�∑

n��

∗f5n7
)

,

>�� P!���������� ������.���� .������� 

∫

�τ

f5ξ7 dμτ 5ξ7 X U3\
N→∞

$
aN

aN−�∑

n��

f5n7.

?.@ 	�C ��G.�.6���A @ �!J�� ����� ����� -���� ������� .�0
�������

∫

�τ

f5ξ7 dμτ 5ξ7 X U3\
N→∞

$
N

N−�∑

n��

f5n7.

S�� ���� �� �� ��.�F�A P.F���>����� ����F� �� $ � rτ 1 !���.�C ���0
� ��1 � ���D �>�.���1 �� ��F�1 >�� χ5$7 �X $ ��C �D-�F� ���.���0
�����F� B�.�!��.� χ ∈ r̃τ 5��� e(&1 F���� 41 § $1 ���.��� $f7� 	�C
G����������������� τ /X {5n ' $7~ / n ∈ N}  !������� .��������
-6�� G�� >��� .���� � .�-���B G� �������>��!�A ���.�� >���� ��C
���!���!� -���� I�.�!�F� !����� @ �!J�A1 �!�D>�DE�F� ��� @ �!0
J�� �� &�%�* 5$7 5���1 ��G.���.1 e$("f7� S��� .�� ����� G�!��6����1
>��  �����C �F.���>������� � ��G.�.6������ G�>�� ��D� �� C��C0
D��C ���-B����6�� ��C @ �!J�� f 1 >��-6 ∗f ◦ j -6�� ��@���F�� f



&�%�Ǳ�!�� �������������� $4(

5����� f �G.������� �� !��G�!���A �-�����A F. GG� G � 5G, j7 ,
F�G�.G.�-��H���� F. GG6 G7�

?/@ 
��� � !�>����� τ ��C�� G����������������� 5pn��7n∈N1 ��
rτ , !���J� Zp p0���>��!�B J��6B� ������������� 5��� &�%�%71
Zp � Kp/Kp�1 F�� Kp /X ∗Z/pN∗Z1 Kp� /X {a ∈ Kp / 5∀ ��n75pn | a7} �
N ≈ '∞�

?&@ ������ ��H� D .��� � ���.�� >���� �F.��� !���J� r /X
r{�n��	��n∈N}1 !���.�� ���F�� ���6��D� 
��"-�� ����������
�' -��
��'� �� &�%�% �6��!���1 >�� r � K/K�1 F��

K /X ∗Z/N ~∗Z,
K� /X {a ∈ K / 5∀ ��n75n | a7}

� N ≈ '∞�
��G���� C F�G�.G.�-��H����1 ��H�� ���� G.����� ��!�������0

���� ��F�1 >�� r � ∏
p∈P Zp1 F�� P , ���H����� ���B G.���6B >����

5��� e=$&f7�
?2@ ��F!� ������1 >��1 � ����>�� �� �� >�C Zp1 ���-.�H����1

G���.������ � &�%�$$1 �� G.�-��H���  ���H���� � Qp�
	�A����������1 G ��� m,n ∈ G G.��������6 � ���� m /X pM−�

� n /X pM��� ��F�� j5m7 X p−� � j5n7 X p �1 ���>��1 j5m7j5n7 X $�
�����H�6 ��� �� >�C� 
��� "M ≤ N 1 �� j5mn7 X pM ≈ #� 
��� H�
"M > N 1 ��1 G��!���! .�>� ���� �-  ���H���� � Z/pNZ1 G�� >��
mn X pM−�N−M	� Ǳ�P��� mn /∈ Gf 1 �-�N−M C��C���C -��!���>��
-���I�� >������

�����F�>�� ��!��6�����C1 >�� �� G.� !�!�� r F�G�.G.�-��H�0
��� ���������A F. GG6 G��C R �� &�%�$ �� - ��� G.�-��H���  ���0
H���� � R�

?7@ �� �� ��.I�! � 
� �� +�.��� e"*f ��!����� �GG.�!0
����. ������ ����G������6B F. GG ��1 ��F�-.6 �� !���.6B ��G �0
!�D� -���� � .�J�������6�� ��. !� .�6�� !����������1 � G��.�-0
�� �� >��� !���� ���!.���6B F. GG1 �GG.�!����. ��6B !���>�6��
F. GG����

� e"*f G�������� ��!H� ��G.�� �- �GG.�!����. ������ G.���6B
!�����>��!�B F. GG ��1 � >��������1 F. GG6 SO5=7� ��.�J�����0
�6A ����� �� P��� ��G.�� G�� >��� �� �� ���!����1 �� o� +��-�!�A
� 
� �� +�.��� � .�-��� e4f1 F�� ��!�����1 >�� !��G�!���C F. GG�
�� G �GG.�!����. ��� !���>�6�� F. GG��� � ��� � ����!� � ���
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�� >��1 ���� ��C �D-�F� ε > # � E���� �� !���>��C G��F. GG� H
F. GG6 G1 !���.�C �� H�� ε0����D � G ������������ !�!�A0��- ��
���.�!�1 �G.����CDE�A ��G���F�D G� � e4f ��!H� ���� ���� �G.�0
������� �GG.�!����. ������ !��� ������6B ��.��. ��6B ��F�-.
g�G@� !���>����.�6�� -���F�-.��� � ��!�����1 >�� !��G�!���C
F. GG� G.�-��H����C !���>�6�� F. GG��� � ��� � ����!� � ���
�� >��1 ���� �� !��� �������C ��F�-.� g�G@� G.�-��H����C !���>0
����.�6�� !��� ������6�� ��F�-.��� g�G@��

2�&� A"�!������ )�"*�"+��"�
3��!D"����>�<' )����������
�� ��!��>�� !�4)�!���, �*�����, (��))�

��G���� C .�� �����6 G�.�F.�@� &�41 ��H�� �� E������� ���0
!.����� G.�-��H���� @ �!J��������F� F���-�.���� G.���.������
�� ��!����� !��G�!���A �-�����A F. GG��

��D� ��H� �������C ��!����� !��G�!���C F. GG� �-����>���0
�C - !��A G1 � ���A�������C F. GG� , �������� Ĝ�

2�&�-� Ǳ ��� ρ , ��!���.�C 5����7����.������C ���.�!� �� G�
� P��� �� >�� �G.�������� G.�-��H�DE�A G����������������� ��
&�4�$$ ����� ���� DE�A ����

Ǳ����������������� 55Gn, jn77n∈N !���>�6B F. GG Gn � ���-0
.�H���A jn / Gn → G ���6��D� ������(�#+�� ��C G1 ���� ��C
�D-�F� ε > # � G.���������F� !��G�!�� K ⊂ G � E���� �� N > #
��!�A1 >�� ��C ���B n > N �6G�����6  �����C/

?-@ jn5Gn7 G.�������C�� ��-�A ε0���� ��C Kn
?�@ ���� ◦n ,  ���H���� � Gn1 �� ρ5jn5g� ◦n g±�� 7, jn5g�7 ·

jn5g�7±�7 < ε ��C �D-6B g�, g� ∈ j−�n 5K7n
?0@ jn5en7 X e1 F�� en � e , �����J6 � F. GG�B Gn � G

���������������
��!����� !��G�!�� D F. GG 1 !���.�C �-������ G.�-��H�D0

E�A G�����������������D1 ���6��D� �����
����������
��G�����1 ���� μ , ��.� g��.� �� G1 � 55Gn, jn77n∈N , G.�0

-��H�DE�C G����������������� ��C G1 �� �D-�C �F.���>����C μ0
G�>�� ��D� ��G.�.6���C -6��.�  -6��DE�C @ �!J�C f / G → C

� ���. ��� � ����� ����� .��������
∫

G

f dμ X U3\
n→∞rn

∑

g∈Gn

f5jn5g77,
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���� $%$

F�� rn /X μ�U	

|j−�n �U	| 5��� G.����H���� &�4�$= 5$71 � !���.�� �6-.���

��!�C !��G�!���C �!.�������� � �C U 1 >�� μ5U7 X $7� Ǳ��������0
��������� >���� 5rn7 - ��� ���6���� ������#+�� ���(������
G.�-��H�DE�A G����������������� 55Gn, jn77n∈N�

� !�>����� ��.��. DE�F� ���H����C ��H�� ��C�� �D- D �. 0
F D G����������������� 5r′n71 P!��������� D 5rn7� 	�C !��G�!�0
��A F. GG6 G G���F��� rn /X |Gn|−�1 � ��C ���!.����A F. GG6 G
�>�����1 >�� rn /X $�

�������.�� ���A������ D G�. G.�-��H�DE�B G������������0
�����A 55Gn, jn77n∈N � 55Ĝn, ĵn77n∈N ��C F. GG6 G1 ��� &�4�$4� 
�0
�� 5rn7 , ��.��. DE�A ���H����� ��C 55Gn, jn77n∈N 5����������0
�� μ71 �� 5r̂n71 F�� r̂n /X 5|Gn| ·rn7−�1 , ��.��. DE�A ���H�����
��C 55Ĝn, ĵn77n∈N 5������������ ��.6 g��.� μ̂7� `������1 >�� ��C
!���>��A �-�����A F. GG6 Gn ���A�������C F. GG� Ĝn �����.@0
�� Gn1 G�P��� |Gn| X |Ĝn|�

Ǳ.��-.�������� N .�� Fn / L�5Gn7→ L�5Ĝn7 �������C @�.� 0
��A

Fn5ϕ75χ7 /X rn ·
∑

g∈Gn

ϕ5g7χ5g7,

� �-.����� G.��-.�������� N .�� F−�n ����� ���

F−�n 5ψ75g7 X r̂n ·
∑

χ∈Ĝn

ψ5χ7χ5g7.

	�C G.��-.�������CN .�� @ �!J�� f �6 - ��� ��G��������� ��!H�
������ f̂ �

	�C p ≥ $ �-����>�� >�.�� Sp5G7 G.���.������ @ �!J�A f /
G → C ��!�B1 >�� @ �!J�C |f |p �F.���>���1 μ0G�>�� ��D� ��G.�0
.6��� � -6��.�  -6����� 	�C f ∈ S�5G7 G���H�� Tnf /X f ◦ jn /
Gn → C � T̂nf̂ /X f̂ ◦ ĵn / Ĝn → C � 5���!1 Tnf , ��-��J� ���>���A
@ �!J�� f � ��>!�B jn5Gn71 � T̂nf̂ , ��-��J� ���>���A @ �!J�� f̂
� ��>!�B ĵn5Ĝn7�7 ��F�� ��F����� &�4�$% ����� ����� ������I����

U3\
n→∞ r̂n ·

∑

χ∈Ĝn

|T̂nf̂5χ7−Fn5Tnf75χ7|� X #.
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2�&��� ��H� G�� Lp5Gn7 � Lp5Ĝn7 �6 G������� G.���.������

C
Gn � C

Ĝn 1 ���-H���6� �������������� ��.����

‖ϕ‖�p	n /X
(

rn

∑

g∈Gn

|ϕ5g7|p
)�/p

, ‖ψ‖�p	n /X
(

r̂n

∑

χ∈Ĝn

|ψ5χ7|p
)�/p

.

Ǳ.� p X " P�� G.���.������ �-����>�D��C >�.�� Xn � X̂n1 G.�0
>�� ��H��A ����!�  ��.� �G �!����C� �����F�>��1 G���F��� X /X
L�5G7 � X̂ /X L�5Ĝ7�

��!���J1 G ��� Y 5�������������� Ŷ 7 , ��!���.�� G������ � X
G��G.���.������ S�5G7 5�������������� G������ � X̂ G��G.���.��0
���� S�5Ĝ77� Ǳ.� P��� ���F�� ������C � ��� @�!��.������C ���A0
�������C G�.� G.�-��H�DE�B G�����������������A 55Gn, jn77n∈N �
55Ĝn, ĵn77n∈N�

Ǳ�������
��������� 55Lp5Gn7, Tn77n∈N � 55Lp5Ĝn7, T̂n77n∈N ����
�
� ���	����!� ����������!� ����
���� Lp5μ7 � Lp5μ̂7 �����
�����������

� S��� @�!� ���� �� ��G��.��������� �� &�4�$# � &�4�$= 5"7� �
2�&�0� 	���� �6 �F.���>���C .������.����� F. GG � !��G�!�0

��A � ��!.6��A G��F. GG�A� ��>��� � ���!.����A F. GG6 G� � P���
�� >�� X X l�5G7 � �G.�������� G.�-��H�DE�A G�����������������
� E��������  G.�E����C�

(��� G ) ���	���
� ����
 � 55Gn, jn77n∈N ) ������
&'
�
��������
��������� ��!� F�?�44 � F�?�43 % �� �!�&� !���� ��������
���.

?-@ U3\→ jn5Gn7 X G/

?�@ 5∀a, b ∈ G75∃n� ∈ N 75∀n > n�75∀g, h ∈ Gn7
5jn5g7 X a, jn5h7 X b→ jn5g ◦n h±�7 X a · b±�7/

?0@ jn5en7 X e�

��! !�! ��C ���!.����A F. GG6 ����F.�� G� ��.� g��.� ���G�0
���� � � ���A ���>���A @ �!J�A1 �� ��H�� ��G�����  ������ � �0
��. ������

?.@ 5∀f ∈ l�5G775∀ε > #75∃
�K ⊂ G7
( ∑

ξ∈G−K
|f5ξ7| < ε

)
�

�� 5$7 -�� �. �� �6������C1 >�� ����� �����  ���.H�����
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?/@ 5∀
�K ⊂ G75∃n� ∈ N 75∀n > n�75jn5Gn77 ⊃ K�

Ǳ�����H����� ���!.����A F. GG6 !��G�!��� ��I� � ��� �� 0
>��1 !�F�� ��� !���>��1 �������������1 ��C ��.��. DE�F� ���H�0
���C - ��� rn X $� �� 547 � 5%7 �����1 >�� ��C!�C � ���. ���C
@ �!J�C C��C���C -6��.�  -6��DE�A� ��� ���6� Y X X 1 ���>��1
���!.����� G.�-��H���� 55Xn, Tn77n∈N - ��� �����6�� ���. ���
G���.���� ��B.��CDE�� ��.� ���H���� ın / Xn → X 1 �� H�E��
G.��6� �-.���6� ! Tn �  ��������.CDE��  �����D

Yjk
n

Yjk
‖z‖��

53Z[{‖x‖n / Tnx X z}7 < '∞.

� ����� ����1 ��!�� ���H���� ��H�� �G.������� @�.� ��A

ın5ϕ75ξ7 /X
{
ϕ5g7, ξ X jn5g7,

#, ξ /∈ jn5Gn7.

2�&�.� �������.�� ��G�.� �-E�A �� >�A ��!����� !��G�!���A
�-�����A F. GG6 G � !��G�!���A � ��!.6��A G��F. GG�A K� Ǳ�0
��H�� L /X G/K� ��F�� L , ���!.����C F. GG� � L̂ ⊂ Ĝ1 �-�
L̂ X {p ∈ Ĝ / p|K X $}� Ǳ ��� μ , ��.� g��.� �� G ��!�C1 >��
μ5K7 X $� ��F�� ���A�������C ��.� g��.� μ̂ �� Ĝ  ��������.C��
 �����D μ̂5L̂7 X $� 	��!.����C F. GG� K̂ �����.@�� Ĝ/L̂� Ǳ ���
{al / l ∈ L} , G����C ������� G�G�.�� .����>�6B G.�����������A
���H�6B !������ �� G/K � {ph / h ∈ K̂} , G����C ������� G�G�.��
.����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ �� Ĝ/L̂� `������1 >��
ph5k7 X h5k7 G.� k ∈ K�

?-@ 
��� a ∈ G � p ∈ Ĝ1 �� � E���� �� �����������C
>����.!� P�������� l ∈ L1 k ∈ K1 h ∈ K̂ � s ∈ L̂ ��!�C1 >��

a X al ' k, p X ph ' s, p5a7 X ph5al7 · s5l7 · h5k7.

Ǳ ��� ϕ ∈ L�5G7 � l ∈ L� �-����>�� �������� ϕl ��! D @ �!0
J�D �� L�5K71 >�� ϕl5k7 X ϕ5al ' k7� ��F��1 �>������1 ‖ϕ‖� X∑

l∈L ‖ϕl‖�� ��G���� C G.��-.�������� N .�� �� !��G�!���A F. GG�
K1 G.�B���� ! G.����������D ϕl5k7 X

∑
h∈K̂ clhh5k7� ������������
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ϕ ↔ 5clh7l∈L,h∈K̂ 1 �-����>����� ��H� �������� ı1 C��C���C  ����.0

�6� �����.@����� F���-�.���6B G.���.����� L�5G7 � l�5L × K̂71
F��

l�5L× K̂7 /X
{

5clh7l∈L,h∈K̂ /
∑

l∈L,h∈K̂
|clh|� < '∞

}

.

Ǳ��C���1 >�� �����.@��� ı ������� �� �6-�.� ������6 G.�������0
����A {al / l ∈ L} ��C G/K�

�����F�>��1 ��C �D-6B @ �!J�� ψ ∈ L�5Ĝ7 � B�.�!��.� h ∈ K̂
�G.������ @ �!J�D ψh ∈ L�5L̂7 ������I����� ψh5s7 /X ψ5ph ' s7�
��F�� ψh5s7 X

∑
l∈L dlhs5l7 � ������������ ψ ↔ 5dlh7l∈L,h∈K̂ 1 �-�0

���>����� �������� ı̂1 ����� - ���  ����.�6� �����.@����� F���0
-�.���6B G.���.����� L�5L̂7 � l�5L× K̂7� � �GC�� P��� �����.@���
������� �� �6-�.� G����A ������6 G.�����������A ���H�6B !������
{ph / h ∈ K̂} �� Ĝ/L̂� ���!1 ��C ψ ∈ L�5Ĝ7 ����� ����� G.��������0
���

ψ5ph ' s7 X
∑

l∈L
dhls5l7.

�������.�� ϕ ∈ L�5G7 � � G.��-.�������� N .��

ϕ̂5p7 X
∫

G

ϕ5g7p5g7 dμ5g7

G�������� ����>����� � &�*�4 5$7 �6.�H���� ��C p5a7� ��F��

ϕ̂5ph ' s7 X
∑

l∈L

∫

K

ϕl5k7ph5al7 · s5l7 · h5k7 dμ5k7.

>��6��C .��������
∫

K

ϕl5k7h5k7 dμ5k7 X clh � s5l7 X s5−l71 ���D��
G�� >���

ϕ̂5ph ' s7 X
∑

l∈L
ph5a−l7c−lhs5l7.

�.������C P� @�.� � � G�� >���6� �6I� G.������������ ��C
ψ5ph ' s71 G.�B���� ! ���� DE�� ��!�D>���D�



&�*�+��	����� ���������� ����
���� $%%

?�@ Ǳ���
���
��� =��� F / L�5G7 → L�5Ĝ7 -	���
�

������ ����
��!� ���
��� � l�5L× K̂7% ��������!�!� !
��#��

f5h, l, h′, l′7 X ph′5l′7 · δh,h′δ−l,l′ .

�-����>�� �������� Dtest G��G.���.������ @ �!J�A ϕ ∈ L�5G7
��!�B1 >�� ϕ � ϕ̂ ���D� !��G�!��6� ��������1 � G ��� D̂test , G��0
G.���.������ L�5Ĝ71 �G.����C���� ��� H� ���6�  �������� �>����0
��1 >�� F 5Dtest7 X D̂test�

2�&�/� Ǳ���� ϕ ∈ L�5G7, ı5f7 X 5clh7l∈L,h∈K̂ � ı̂5f̂7 X 5dlh7l∈L,h∈K̂.
����
 ϕ ∈ Dtest � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ��'�����&�
	������� !�������
 A ⊂ L � B ⊂ K̂% ��� 	����� clh X # ��
5l, h7 /∈ A × B� * -��! ����
� ��'�����&� �
	�� 	������� !�����

���
 R ⊂ L � S ⊂ K̂ �
	��% ��� dlh X # �� 5l, h7 /∈ R× S�

� S��  ���.H����� ���� �� �� ��F�1 >�� ���.�J� f5h, l, h′, l′7
����� ��I� G� ����� ��� ����� P������ � !�H��A ��.�!� � !�H0
��� ����-J�� �

Ǳ ��� 55Gn, jn77n∈N � 55Ĝn, ĵn77n∈N , ���A�������C G�.� G.�0
-��H�DE�B G�����������������A ��C G�

2�&�&� >�'������� �
	�� ��!� n� ∈ N% ��� ��� ���� n > n� !���
�����
Kn /X j−�n 5K7 � L̂n /X ĵ−�n 5L̂7 ) �������� ���� Gn � Ĝn ���

������������% ��������
��������� 55Kn, jn|Kn77n∈N � 55L̂n, ĵn|L̂n
77n∈N

) ������
&'�� ��������
��������� ��� K � L̂ �������������� �
L̂n ) ����������
� ����
 ��� Ln /X Gn/Kn�

� ������� @�!��.������� >���� N ≈ '∞� � H�� ��!�����1
>�� KN /X j−�N 5∗K7 , G��F. GG� F. GG6 GN � Ǳ ��� jN5a7 ∈ ∗K
� jN 5b7 ∈ ∗K� ��F�� jN 5a ± b7 ≈ jN 5a7 ± jN 5b7 ∈ ∗K1 ���>��1
jN 5a ± b7 ∈ ∗K1 ��! !�! K , !��G�!���C � ��!.6��C G��F. G0
G�� ��� ���6� KN , G��F. GG� �1 �����1 5KN , jN |KN 7 �>����0
�6� �-.����  ��������.C��  �����C� &�4�$ 5$1"7� S�� ��!��6����1
>�� 55Kn, jn|Kn77n∈N , G.�-��H�DE�C G����������������� ��C K1
��� &�4�$$� 	�!����������� ��C ���A�������A G.�-��H�DE�A G����0
������������� �����F�>���

�������C G�!�����1 >�� F. GG� L̂N ���A������� ! LN /X GN/KN �
S�� ����>��� �G.����������� P!�������������

ĵN 5κ7 ∈ ∗L̂ ↔ κ|KN ≡ $
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��C ���B κ ∈ ĜN � 
��� ĵN 5κ7 ∈ ∗L̂1 �� ĵN5κ7|∗K ≡ $� ���D��
$ X ĵN 5κ75jN 5g77 ≈ κ5g7 G.� g ∈ KN � `������1 >�� κ � g �!���0
������.��6 ���� !��G�!������ L̂ � K� ���!1 κ|KN ≈ $ � ��F�����
&�"�$$ 5$7 κ|KN ≡ $�

Ǳ ��� ��G�.� κ|KN ≡ $� ��F�� κ5g7 X $ ��C ���B g ∈ GN 1  ��0
������.CDE�B  �����D jN5g7 ≈ #� ���D��1 ��! H� !�! � � ��!�0
���������� &�4�$#1 �6����� ĵN5κ7 ∈ ZYV ∗Ĝ� Ǳ ��� k ∈ ∗K� ��0
F�� � E���� �� g ∈ KN ��!�A1 >�� jN 5g7 ≈ k� ��!�� �-.����1
ĵN 5κ75k7 ≈ ĵN 5κ75jN 5g77 ≈ κ5g7 X $1 �������������1 jN 5κ7|∗K ≈ $�
��! !�! F. GG� K̂ ���!.����1 �� jN 5κ7|∗K ≡ $� �

2�&�2� ��D� ��H� Kn � L̂n , G��F. GG6 �������������� F. GG
Gn � Ĝn ��C !�H��F� n ∈ N� �!�H��1 >�� G.�-��H�DE�C G������0
����������� 55Ln, j′n77n∈N ���!.����A F. GG6 L ���������� � G.�0
-��H�DE�A G�����������������D 55Gn, jn77n∈N1 ���� ��C �D-�F� !�0
��>��F� ���H����� B ⊂ L � E���� �� ��!�A ����. n� ∈ N1 >�� ��C
�D-6B n > n�1 λ ∈ Ln �� j′n5λ7 X l ∈ B �6��!��� j−�n 5l7 X λ�

��H�� ���� ���� DE�� P!����������� �G.���������
Ǳ.�-��H�DE�C G����������������� 55Ln, j′n77n∈N ��C ���!.��0

��A F. GG6 L ���������� � G.�-��H�DE�A G�����������������D
55Gn, jn77n∈N � ��� � ����!� � ��� �� >��1 ���� ��C �D-�F� N ≈
'∞ � ��C �D-�F� ������.���F� l ∈ L �6G���C���C P!�������������
j′N 5λ7 X l ↔ j−�N 5l7 X λ G.� ���B λ ∈ LN �

Ǳ�����
&'
� ��������
��������� 55Ĝn, ĵn77n∈N ����� Ĝ ���
������ ������������ 	 ��	����� ������
&'�� ��������
�������
��� 55Gn, jn77n∈N ����� G � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ���
�&���� N ≈ '∞ ��������� �������.

?-@ ���� χ ∈ ĜN ���
�
�� ��! ��������!% ��� χ5g7 ≈ $
��� ���� g ∈ j−�n 5ZYV ∗G7% �� ĵN 5χ7 ≈ #/

?�@ ���� jN 5g7 ∈ ZYV ∗G � ĵN 5χ7 ∈ ZYV ∗Ĝ% �� ĵN5χ75jN 5g77
≈ χ5g7�

� S�� ���� �� ��G��.��������� �� &�4�* � &�4�$$� �
2�&�7� Ǳ�����
&'
� ��������
��������� 55Ln, j′n77n∈N% �����

������
� 	 ������
&'�� ��������
��������� 55L̂n, ĵn|L̂n
77n∈N ���

����� L̂% ���!����!
 � 55Gn, jn77n∈N�

I���	��!��&'
� ��������
��������� 55K̂n, ĵ
′
n77n∈N% �������

����
� 	 ������
&'�� ��������
��������� 55Kn, jn|Kn77n∈N% ����



&�*�+��	����� ���������� ����
���� $%&

!����!
 � ������
&'�� ��������
���������& 55Ĝn, ĵn77n∈N ��
�

��!��!% ��� K̂n /X Ĝn/L̂n �

� ������� λ ∈ LN � j′N 5λ7 X l ∈ L� Ǳ� �G.�������D ���A�����0
��A G.�-��H�DE�A G����������������� �� &�*�& ĵN 5κ75l7 ≈ κ5λ7 G.�
κ ∈ L̂N � � H�� ��!����� ������I���� j−�N 5l7 X λ� `������1 >�� � 0
E���� �� ��I� ���� P������ λ′ ∈ GN 1 ��C !���.�F� jN 5λ′7 X l� � ��0
��� ����1 ���� jN 5λ′7 X jN 5λ′′7 X l1 �� jN 5a− b7 ≈ jN 5a7− jN5b7 ∈ ∗K
��C a ∈ λ′ � b ∈ λ′′� ��! !�!K , !��G�!���C � ��!.6��C G��F. GG�1
�� jN 5a − b7 ∈ K1 �������������1 a − b ∈ KN � λ′ X λ′′� ��! ���0
��1 κ5λ7 ≈ κ5λ′7 ��C ���B κ ∈ L̂N � ��! H�1 !�! � � ��!�����������
���.��6 &�4�$#1 G�� >��� .�������� λ′ X λ� �

2�&�1� Ǳ���� {al / l ∈ L} ) ����
� �����!
 ���
�� 
�������
�����
������� �!����� 	�
���� 0
	�������� G/K� ����
 ���
�&���� ����
 ε > # � 	�������� !�������
 B ⊂ L �� ����
����
�� ����"�� n ∈ N ��'������� ����
� �����!
 {αλ / λ ∈ Ln} ���
�
�� 
������� �����
������� �!����� 	�
���� 0
	��������
Gn/Kn �
	
�% ��� ρ5aj′n�λ	, αλ7 < ε ��� ���� λ ∈ j′−�n 5B7� J����
55Ln, j′n77n∈N ) ������
&'
� ��������
��������� ��� L% ���!��
���!
� � 55Gn, jn77n∈N�

� ����1 >�� ������ G.����H���� ����� ���� DE D ��������.�0
� D @�.� ��.��! �

Ǳ ��� {al / l ∈ L} , G����C ������� G�G�.�� .����>�6B G.��0
���������A ���H�6B !������ @�!��.0F. GG6 G/K� ��F�� ��C !�H0
��F� N ≈ '∞ � E���� �� G����C ������� {αλ / λ ∈ LN} �� G�0
G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ @�!��.0F. GG6
GN/KN � ��!�C1 >�� jN 5αλ7 ≈ al ��C ���B λ ∈ j′−�N 5L71 F�� j′N 5λ7 X l�

Ǳ ��� R /X j−�N 5∗{al / l ∈ L}7 ⊂ GN � �G.������ �� �.�����
����I���� P!������������� ∼ �� R @�.� ��A g ∼ h ↔ g − h ∈ KN

� G���H�� R′ /X R/ ∼� ������ ��!H� �� �.����� ���H����� S ⊂ R′

��!1 >�� S /X {r ∈ R′ / |r| X $} � G���H�� S′ /X
⋃
S� ��F�� j−�N 5al7 ∈

S′ ��C �D-�F� ������.���F� l ∈ L�
Ǳ ��� S′′ /X {λ ∈ LN / 5∃g ∈ S′7 5g ∈ λ7} � T , G����C �������

G�G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ �� ���H�����
L − S′′� ��F��1 �>������1 S′ ∩ T X ∅ � S′ ∪ T , G����C �������
G�G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ �� LN � �

2�&�-6� Ǳ�
��� Ǳ ��� G , ���������C F. GG� G��C p0���0
>��!�B >���� Qp� �6-�.�� ��� G����������������� J��6B >����
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r, s → ∞1 � G ��� n /X r ' s� Ǳ ���1 �����1 Gn , ���������C F. G0
G� !���J� Z/pnZ /X {#, $, . . . , pn − $} 5��!�� G.����������� !���J�
� E�������� ��C ��I�B .������.���A7� �G.������ jn / Gn → Qp

@�.� ��A jn5k7 /X k
pr � ��F�� 55Gn, jn77n∈N , G.�-��H�DE�C G����0

������������� ��C G1 ��� &�%�(�
	��A�������C F. GG� Ĝ /X Q̂p �����.@�� Qp/ G.��������6A

B�.�!��. Qp ����� ��� χξ5η7 X ]dk5"πi{ξη}7 ��C ξ ∈ Qp1 G.�>��
ξ �→ χξ , ��G���F�>��!�A �����.@���� ��!�� �-.����1 �6 ��H��
���H�������� Qp � Q̂p � .������.����� ���A������ D G.�-��H�D0
E D G����������������� !�! ��!���. D G.�-��H�DE D G��������0
��������� ��C Qp� ���H������� ��!H� Gn � Ĝn� ��F�� ���A�����0
��C G.�-��H�DE�C G����������������� 55Gn, ĵn77n∈N �G.����C���C
@�.� ��A ĵn5m7 /X m

ps 1 ��� &�%�$#�
� !�>����� !��G�!���A � ��!.6��A G��F. GG6 K F. GG6 G

������� �������� D F. GG !���J� p0���>��!�B J��6B Zp� ��F��
Kn /X j−�n 5K7 X prGn /X {k · pr / k /X #, $, . . . , ps − $}�

T��-6 �G.������� @�!��.0F. GG L /X G/K1 �-����>�� ���0
����� Q

�p	 �������� D F. GG .�J�������6B >���� ���� m
pl 1 F��

l > #� ��! �����1 L �����.@�� F. GG� Q
�p	/Z� N�!��.0F. GG�

Ln /X Gn/Kn - ��� �����.@�� Z/prZ /X {#, $, . . . , pr − $}� �G.���0
��� ���H���� j′n / Ln → L @�.� ��A j′n5t7 /X

t
pr � ��F!� G.���.���1

>�� 55Ln, j′n77n∈N , G.�-��H�DE�C G����������������� ��C L1 ���0
�������C � G.�-��H�DE�A G�����������������D 55Gn, jn77n∈N�

���H����� { k
pl / k < pl, k|p} � {#, $, . . . , pr − $} - � � G���60

�� ��������� G�G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������
�� @�!��.0F. GG G/K � Ln /X Gn/Kn ��������������1  ��������0
.CDE��� G.����H���D &�*�(� Ǳ.����� ��!����������� P��F� @�!��
�G �!����C�

� ������������ � ��I��� ���H���������C�� - ��� L̂ X Zp X K

� K̂ X L� ��!�� �-.����1

L̂n X {#, $, . . . , pr − $} � {k · ps / k X #, $, . . . , pr − $}n
K̂n X {#, $, . . . , ps − $}.


��� G.� P��� ĵ′n / K̂n → L �G.����C���C @�.� ��A ĵ′n5u7 /X
u
ps 1 ��

55K̂n, ĵ′n77n∈N , G.�-��H�DE�C G����������������� @�!��.0F. G0
G6 Ĝ/L̂ /X K̂ X L1 ����������C � G.�-��H�DE�A G��������������0
���D 55Gn, ĵn77n∈N�
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���H����� {#, $, . . . , ps − $} G.�������C�� ��-�A G��� D �����0
� G�G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ �� @�!��.0
F. GG6 K̂n X Gn/L̂n1  ��������.CDE�A &�*�( ��C P��A G.�-��H�D0
E�A G������������������

?-@ 9
��#
 ����
���
��� =��� � 
��!
���
�!�!
����
� ��!� F�2�? �3  �!��� ���

f55m, l7, 5u, v7, 5m′, l′7, 5u′, v′77 X

X ]dk
(

−"πim′u′

pl′�v′

)

δ�m,l	,�m′,l′	δ�pv−u,v	,�u′,v′	.

� Ǳ ��� tp /X {5m, l7 / m|p, # ≤ m < pl}� ��F�� G� �>����0
�6� ���-.�H���C� l�5L × K̂7 �6 ��H�� ���H�������� � l�5t�p7 �1

��G���� C �G.��������� � Q
�p	 .�������� u

pv X pv−u
pv 1 G.�B���� !

�.�- ���� � �
�����F�>�6� ���-.�H���C G.������6 � ! !���>��� G.��-.�0

������D N .�� Fn / L�5Gn7 → L�5Ĝn7� ��>���1 ����� �����  ���.0
H������

?�@ 9
��#
 F�2�? �3 ��� 	�������� ����
���
��� =��
�� Fn �!��� ���

f5l, v, l′, v′7 X ]dk
(

−"πil′v′

pn

)

δpr−l,l′δvv′ .

� ���H������� L�5Gn7 � l�5Ln × K̂n7 G� @�.� ��

ϕ5l ' kpr7 /X
ps−�∑

h��

clh ]dk
"πikh
ps

5ϕ ∈ L�5Gn7, # ≤ l < pr − $, # ≤ k < ps − $7

� ���H������� L�5Ĝn7 � l�5Ln × K̂n7 G� @�.� ��

ψ5v ' tps7 /X
pr−�∑

l��

dlv ]dk
"πitl
pr

5ψ ∈ L�5Ĝn7, # ≤ v < ps − $, # ≤ t < pr − $7.
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��F�� ����� ����� J�G�>!� .�������

Fn5ϕ7 X ϕ̂5v ' tps7 X
$
ps

pn−�∑

u��

ϕ5u7 ]dk
(

−"πiu5v ' tps7
pn

)

X

X
$
ps

pr−�∑

l��

ps−�∑

k��

ps−�∑

h��

clh ]dk
"πikh
ps

]dk
(

−"πi5l' kpr75v ' tps7
pn

)

X

X
pr−�∑

l��

clv ]dk
(

−"πilv
pn

)

]dk
(

−"πilt
pr

)

,

��! �� ���� �� �.�- ����� �

2�&�--� �-6>�� ���!.����� G.�-��H���� 55Xn, Tn77n∈N �� C�0
�C���C �����6�1 �� �F� ��H�� ���!���!� ��������1 >��-6 ��� ���0
�� �����6�� � P��� G �!�� �6 G���.��� ������� ���!.����� G.�0
-��H���� 55Xn, Sn77n∈N G.���.������ X 1  ��������.CDE��  �����D
*�"�* 5$7 � ������I���D ‖Tnf−Snf‖n → #1 �G.��������� ��C ���B f
�� ��!���.�F� G�����F� G�����H����� Y � �>������1 >�� � P��� �� 0
>�� ���!.����� G.�-��H���� Sn �G.����C�� �� H� ����� ���H����
B / X →X 1 >�� � ���!.����� G.�-��H���� Tn�

������� ���!.����� G.�-��H���� ��C �� >�C R
n -6�� G���.�0

��� � e"(#f� `���� �6 .������.�� ����!� F. GG � !��G�!���A � ��0
!.6��A G��F. GG�A� ��! -6�� ����>��� � &�*�=1 ���� G , ���!.��0
��C F. GG�1 �� ���!.����� G.�-��H���� 55Xn, Tn77n∈N - ��� ����0
�6� � �6G������ *�"�* 5$7�

?-@ Ǳ ��� F. GG� G !��G�!���� � P��� �� >�� ��.��. 0
DE�A ���H����� ����� ��� rn /X |Gn|−�� � P��A ��� �J�� ���0
!.����� G.�-��H���� 55Xn, Tn77n∈N ��H�� �� -6�� �����6�� Ǳ���0
��� G��G.���.������ Y ⊆ X ������� �� �F.���>���6B G�>�� ��D� 
��G.�.6��6B @ �!J�A �1 !�! ��F!� G.���.���1 �G�.���. Tn �� ��H��
-6�� G.����H�� �� ��� X � �-E�� �� >��� �G.������ Sn / X → Xn

���� DE�A @�.� ��A/

Sn5f75g7 /X
∑

χ∈Ĝn

f̂5ĵn5χ77χ5g7.



&�*�+��	����� ���������� ����
���� $*$

?�@ Ǳ ��� ��G�.� G , ��!���.�C ��!����� !��G�!���C
�-����� F. GG� � !��G�!���A � ��!.6��A G��F. GG�A K� Ǳ ���1
�����1 L /X G/K1 � 55Gn, jn77n∈N1 55Ĝn, ĵn77n∈N , ���A�������C G�.�
G.�-��H�DE�B G�����������������A ��C G�

Ǳ.��G���H��1 >�� Kn  ��������.C��  �����C� G.����H���C
&�*�*1 Ln /X Gn/Kn � 55Ln, j′n77n∈N , G.�-��H�DE�C G��������0
��������� ��C L1 ����������C � 55Gn, jn77n∈N�

`�@�!��. �� G��� D ������ {al / l ∈ L} G�G�.�� .����>�6B
G.�����������A ���H�6B !������ �� L� Ǳ�.�B��C ! G��G��������0
��������C�1 ���� ���-B�����1 �6 ��H�� G.��G���H��� � ��� &�*�(1
>�� ��C !�H��F� n ∈ N � E���� �� G����C ������� {αλ / λ ∈ Ln}
G�G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ �� Ln ��!�C1
>��

U3\
n→∞ jn5αj′

−�
n �l	7 X al 5l ∈ L7.

�-����>�� �������� S′n �G�.���. �� L�5K7 � L�5Kn71 �G.����C��6A
!�! � 5$7� �G�.���. Sn / X → Xn ������ @�.� ��A

Snϕ5αλ ' ξ7 /X S′nϕj′n�λ	
5ξ7 5ξ ∈ Kn, λ ∈ Ln7.

`����1 !�! � �6I�1 ϕl5k7 /X ϕ5al ' k7�

2�&�-�� * ����
�% 	���
 ����
 	�!�
	��
% ��������
���������
55Xn, Sn77n∈N �����
����� ����� ������� ���	����� ����������
X % ��� 	������ ‖Tnf − Snf‖n → # �� ���� f ∈ Y � ���������
������� 2�3�2 �4 �

� Ǳ��!���! {χ5g7 / χ ∈ Ĝn} , �.����.�����6A -���� � Xn1
�� - ��� ‖Sn5f7‖� X

∑
χ∈Ĝn

|f̂5ĵn5χ77|�� +. GG� Ĝn ���!.����1 G�0

P��� ���!.����� G.�-��H���� 55X̂n, T̂n77n∈N G.���.������ X̂ - ���
�����6�� ��!�� �-.����1

U3\
n→∞

∑

χ∈Ĝn

|f̂5ĵn5χ77|� X ‖f̂‖� X ‖f‖�,

�������������1 ‖Sn5f7‖ → ‖f‖�

��� f ∈ Y 1 ��1 G.������ ���.�� &�4�$% ! �-.����� G.��-.���0

����D N .��1 G�� >�� ‖Tn5f7−F−�n T̂nf̂‖ → # G.� n→∞� �� ��F��
G� �G.�������D �-.����F� G.��-.�������C N .�� F−�n T̂nf̂ X Sn5f7�
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T��-6 G�!����� �G.�����������  �����C *�"�* 5$7 ��C ���!.��0
��F� G.�-��H���C 55Xn, Sn77n∈N1 �G.������ ���H���� ın / Xn → X
G.������

ın5ϕ75ξ7 /X
∑

χ∈Ĝn

Fn5ϕ75χ7ĵn5χ75ξ7.

��F�� ın5Xn7 X {∑
χ∈Ĝn

cχĵn5χ7}� Ǳ.� P��� ��C ���B f ∈ ın5Xn7
��F!� G.���.C���C .�������� ın5Sn5f77 X f ���D�� �����1 >�� ����
pn / X → ın5Xn7 , �.��G.��!��.1 �� Sn X ı−�n ◦ pn1 >�� �  ��������0
���� *�"�* 5$7� �

2�&�-0� * ����
� ��	
���� 	�!�
	���� ����� � 	�!�
	���� �
��	���� ��������� ��������
��������� 55Xn, Sn77n∈N �����
����
�� ����� ������� ���	����� ���������� X % ��� 	������ ������
���� ������� 2�3�2 �4 � $���� ����% ‖Tnϕ−Snϕ‖n → # �� n→∞ ���
���� ϕ ∈ S�5G7�

� ��! �6 ������ �6I�1 ������������ ϕ ↔ {ϕl / l ∈ L} , P��
 ����.�6A �����.@��� ��H� F���-�.���6�� G.���.�������� X �∏
l∈LX

�l	1 F�� !�H��� X�l	 ���G����� � L�5K7� �����F�>��1 ����0
�������� ψ ↔ {ψλ / λ ∈ Ln}1 F�� ψλ5ξ7 /X ψ5αλ ' ξ71 �� E�����C��
 ����.�6A �����.@��� F���-�.���6B G.���.����� Xn �

∏
l∈LX

�λ	
n 1

F�� !�H��� X�λ	
n ���G����� � L�5Kn7� ���H������CC  ����.�� ���0

��.@�6� F���-�.���6 G.���.������1 G�� >��

Sn 5{ϕl / l ∈ L}7 X
{
S′nϕjn�λ	 / λ ∈ Ln

}
.

���D�� �6��!��� G�.��C >���� �.�- ���F�  ���.H����C1 ��! !�! S′n
 ��������.C�� &�*�$"�

	�!�H�� ���. D >����� ���>��� G.��G���H��1 >�� ϕ, ��G.�0
.6���C @ �!J�C � !��G�!��6� ���������� ��F�� � E���� �� ����0
��.���� !���>��� ���H����� A ⊂ L ��!��1 >�� ��C ���B k ∈ K ��.��
ϕ5al ' k7 X #1 ���� ����!� l /∈ A� `�@�!��. �� N ≈ '∞� � H��
��I�  ���������1 >�� ‖TNϕ−SNϕ‖ ≈ #� Ǳ ��� {αλ / λ ∈ LN}, G��0
��C ������� G�G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ ��
LN 1  ��������.CDE�C ��������.���A ��.��� G.����H���C &�*�(� ��0
F�� ��C �D-�F� g ∈ KN - ��� TNϕ5αλ' g7 X ϕ ◦ jN5αλ' g7 �X # � ���
� ����!� � ��� �� >��1 !�F�� j′N 5λ7 ∈ A�


��� j′N 5λ7 X l ∈ A1 ��1  >��6��C �G.�������� F�G�.G.�-��0
H���C 5��� &�4�$ 5"77 � ������I���� jN 5αλ7 ≈ al1 ��H�� ��G�����



&�*�+��	����� ���������� ����
���� $*=

TNϕ5αλ ' g7 X ϕ5jN 5αλ ' g77 ≈ ϕ5jN 5αλ7 ' jN5g77 ≈ ϕ5al ' jM 5g77 X
TNϕl5g7�

`���� ��G��������� ��!H� � ��1 >�� ��G.�.6���C @ �!J�C ϕ �
!��G�!��6� ��������� .������.�� ��G.�.6���1 ����� -6��1 ��H�
��C ��������.��6B α � β ������I���� α ≈ β ���>�� ϕ5α7 ≈ ϕ5β7
5��� "�=�$"7� ��G�.� �G.�������� Sn �� &�*�$$ 5"7 ���� SNϕ5αλ ' g7 X
S′Nϕl5g7�


��� j′N 5λ7 X l ∈ A1 �� ��F����� &�*�$" TNϕl ≈ S′nϕl1 � ����
j′N 5λ7 X l /∈ A1 �� ϕl X # � ��� ���6� S′Nϕl X #� ��! !�! ��E�����
A ������.���0!���>��1 �� ‖TNϕ− SNϕ‖N ≈ #�

Ǳ ��� ϕ, G.���������C @ �!J�C �� S�5G7� `�@�!��. �� G.�0
��������� ������.���� >���� ε > #� ��F�� � E���� �� ��G.�.6���C
@ �!J�C ψ � !��G�!��6� ��������� ��!�C1 >�� ‖ϕ − ψ‖ < ε� ��
�G.�������C ���!.����F� G.�-��H���C ���� �� ‖TN5ϕ7−TN 5ψ7‖N X
‖TN5ϕ− ψ7‖N ≈ ‖ϕ− ψ‖�

Ǳ� ��A H� ����A G.�>��� ‖SN5ϕ7 − SN 5ψ7‖N ≈ ‖ϕ − ψ‖1 ���0
����������1 ‖TN5ϕ7 − TN5ψ7‖N ' ‖SN5ϕ7 − SN5ψ7‖N < "ε� 	����1
‖TNϕ−SNϕ‖N ≤ ‖TN5ϕ7−TN 5ψ7‖N '‖TN5ψ7−SN 5ψ7‖N '‖SN5ϕ7−
SN 5ψ7‖N < %ε1 G��!���! ‖TN5ψ7−SN 5ψ7‖N ≈ #� ��! !�! ������.�0
��� ε > # G.���������1 �� ‖TNϕ− SNϕ‖N ≈ #� �

�����F�>�� ��H�� ������ ���-.�H���� Ŝn / L�5Ĝ7 → L�5Gn71
 ��������.CDE�� ��!������� G.����H���D�

Ǳ ��� {πν / ν ∈ K̂n} , G����C ������� G�G�.�� .����>�6B
G.�����������A ���H�6B !������ �� Ĝn/L̂n1  ��������.CDE�C  ���0
��C� &�*�( ��C G.�-��H�DE�A G����������������� 55Ĝn, ĵn77n∈N1 �
Ŝ′n / L�5L̂7 → L�5L̂n7 , �G�.���.1  ��������.CDE�A &�*�$$ ��C G.�0
-��H�DE�A G����������������� 55L̂n, ĵn|L̂n

77n∈N F. GG6 L̂� ��F��

Ŝnψ5πν ' η7 X Ŝ′nψĵ′n�ν	
5η7 ��C ���B ν ∈ K̂n � η ∈ L̂n�

2�&�-.� ��.����C ! G.���. &�*�$#� 	�C G�>�� ��D� ��G.�.6�0
��A @ �!J�� ϕ ∈ L�5Qp7 �G.�������� J�G�>!� .�������

5Tnϕ75j' kpr7 X ϕ5jn5j' kpr77 X ϕ5
j

pr
' k7 X

X ϕ�l,m	5k7 X
∑

�u,v	∈�p

c�l,m	�u,v	 ]dk
"πiku
pv

.

`���� 5l,m7 ∈ tp � l/pm X j/pr�
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T��-6 G���>����� Snϕ1 �������1 >�� � ��I�� �� >�� L X Ẑp1
G�P��� ĵ′n / K̂n → L , ���A�������� ! jn|Kn G.�-��H����� ��0
G���� C &�*�$$ 5$71 G�� >��

Snϕ5j ' kpr7 X S′nϕj′n�j	5jn5kp
r77 X S′nϕ�l,m	5k7 X

X
∑

w∈K̂n

c
�l,m	ĵ′n�w	

]dk
"πiwk
ps

X
∑

v≤s

∑

�u,v	∈�p

c�l,m	�u,v	 ]dk
"πiku
pv

.


��� ϕ ∈ Dtest 5��� G.����H���� &�*�%71 � r, s  ��������.CD�
������I���C� m > r1 v > s1 c�l,m	�u,v	 X #1 n X r ' s1 ��  !�����6�
�6I� �6.�H���C ��C Sn � Tn ��D� Snϕ X Tnϕ�

�.����� &�*�$# 5$7 � &�*�$# 5"7 � �6.�H����� ��C Sn1 G�� >���
Ŝn5f̂7 X Fn5Snf7 ��C �D-�F� f ∈ L�5Qp71 � ���� f ∈ Dtest1 �� T̂n5f̂7 X
Fn5Tnf7� Ǳ��!���! Dtest G����� � X 1 �� ��� ���6�  ����������
���.��� &�4�$% ��C .������.������F� �� >�C�

2�&�-/� 	�C N ≈ '∞ �G.������ G.���.������ X /X X�
N � �G�0

.���. B / X → X !�! � *�"�=� `���� XN /X L�5GN 7 � X /X L�5G7
5��� &�*�"7� Ǳ.����H���� *�"�4 G�!��6����1 >�� ��C ϕ ∈ X�b	

N ��H��
�����1 G.� !�!�B  �����CB ϕ� ∈ BX �

+���.C�1 >�� P������ ϕ ∈ X�b	
N ���
������������1 � G�I � ϕ ∈

ki�d�5X�b	
N 71 ���� � E���� �� P������ f ∈ X ��!�A1 >�� ϕ� X B5f7�

� ��� ��G��������� �-����>���C/

H5GN 7 /X GN − j−�N 5ki�d�5∗G77, H5ĜN 7 /X GN − ĵ−�N 5ki�d�5∗Ĝ77,

H5LN7 /X LN − j′−�N 5L7, H5K̂N7 /X K̂N − ĵ′−�N 5K̂7.

�������� K��!��� ϕ ∈ X
�b	
N �������� ��	����
��
���! �

��! � ����	� � ��! ����
�% ���� ��������� �����&'�� ��
 �����
���.

?-@ rN

∑
g∈B |ϕ5g7|� ≈ # ��� �&���� ���������� !�����

���
 B ⊂ H5GN 7/

?�@ r̂N

∑
χ∈C |FN 5ϕ75χ7|� ≈ # ��� �&���� ����������

!�������
 C ⊂ H5ĜN 7�



&�*�+��	����� ���������� ����
���� $*%

� →/ Ǳ ��� ϕ /X B5f7� ��! !�! Dtest G����� � X 1 �� ��H��
G.��G���H���1 >�� ��C !�H��F� ������.���F� ε > # � E���� �� ψ ∈
Dtest ��!�A1 >��

rN

∑

g∈GN

|ϕ5g7− ψ5jN 5g77|� < ε.

Ǳ.��-.�������� N .�� ��B.��C�� ��.� 1 � G� ���.��� &�4�$# ψ̂ ◦ ĵN ≈
FN 5ψ ◦ jN 71 G�P��� ��.��

r̂N

∑

χ∈ĜN

|FN 5ϕ75χ7 − ψ̂5ĵN 5χ77|� < ε.

��� �����C1 �� H� �J��!� �G.�������61 ���� � ���.������ ������C
G� ��!���.6� �� �.����� G�����H������ ���H���� GN � ĜN ����0
����������� N �!J�� ψ � ψ̂ ���D� !��G�!��6� ��������1 G�P��� 
∗ Yjkkψ ⊂ ki�d�5∗G7 � ∗ Yjkk ψ̂ ⊂ ki�d�5∗Ĝ7� �������������1 ��C
G.��������6B �� �.����B ���H���� B ⊂ H5GN 7 � C ⊂ H5ĜN 7 - 0
��� ψ ◦ jN |B X # � ψ̂ ◦ jN |C X #� ��G�.� �� ��I�B �J���! �6��!���1
>��

rN

∑

g∈B
|ϕ5g7|� < ε, r̂N

∑

χ∈C
|FN 5ϕ75χ7|� < ε.

Ǳ��!���! ������.���� >���� ε > # G.���������1 �� ���-B��������
�-���������

←/ Ǳ ��� ϕ  ��������.C��  �����C� 5$7 � 5"7� `�@�!��. ��
G���6� ������6 {αλ / λ ∈ LN} � {πν / ν ∈ K̂N} G�G�.�� .����>0
�6B G.�����������A ���H�6B !������ �� F. GG LN � ĜN/L̂N ����0
����������1 !���.6�  ��������.CD� ��������.���A ��.��� G.����0
H���C &�*�( 5��� ��!����������� G.����H���A &�*�) � &�*�(7� 	�C
λ ∈ LN � k ∈ KN �6G���C���C

ϕ5αλ ' k7 X
∑

ν∈K̂N

σλ,νν5k7.

	�C ����.I���C ��!����������� ���-B����6 ��� ��G���F�����0
�6B @�!���
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?E@ 	�C �D-6B �� �.����B P ⊂ H5LN 7 � Q ⊂ H5K̂N7

∑

λ∈P

∑

ν∈K̂N

|σλν |� ≈ #,
∑

ν∈Q

∑

λ∈LN

|σλ,ν |� ≈ #.

� `������1 >�� � .������.������� �� >�� ��.��. DE�� ���0
H����� ���D� ��� rN /X |KN |−� � r̂N /X |LN |−�1 ��� &�*�$ 5� !�0
>����� K -�.�� ������������ !��G�!�� D ��!.6� D �!.��������
� �C � G7� ������� �� �.����� ���H����� P ⊂ H5LN 7� ��F��
B X P ' KN ⊂ H5GN 7� >��6��C1 >�� {ν5k7 / ν ∈ KN} , �.��0
��.�����6A -���� � L�5KN 71 ��  �����C 5�7 �6 �6�����/

# ≈ |KN |−�
∑

g∈B
|ϕ5g7|� X |KN |−�

∑

λ∈P

∑

k∈KN

|ϕ5αλ ' k7|� X

X |KN |−�
∑

λ∈P

∑

k∈KN

∣
∣

∑

ν∈K̂N

σλνν5k7
∣
∣� X

∑

λ∈P

∑

ν∈K̂N

|σλν |�.

�����F�>��1 ��C ν ∈ K̂N � γ ∈ L̂N ��.��

FN 5ϕ75πν ' γ7 X
∑

λ∈L̂N

σ̂λ,νγ5λ7.

�������������1 ��C �� �.����F� ���H����� Q ⊂ H5K̂N7 �6G���C��0
�C ∑

ν∈Q

∑

λ∈LN

|σ̂λ,ν |� ≈ #.

Ǳ����.�� �6>������C1 G.����CE�� ! @�.� �� &�*�4 5"71 ��C G.�0
�-.�������C N .�� FN G�� >�� σ̂λ,ν X πν5αλ7σ−λν � ����� -6��1
|σ̂λ,ν | X |σ−λν |1 ��! �� ���������� �6��!��� ���.�� �� �.�- ��6B
.�������� �

+. GG6 L � K �>���6 ���� ��G�.�-�������� F. GG6 G� Ǳ�0
P��� � E���� D� ���.����DE�� G����������������� !���>�6B G��0
���H���� A′m ⊂ L � B′m ⊂ K̂ ��!��1 >�� L X

⋃
m∈N

A′m � K̂ X
⋃
m∈N

B′m� Ǳ���H�� Am /X j′−�N 5A′m7 � Bm /X ĵ′
−�
N 5B′m7� �G.������

G����������������� 5ϕm7m∈N ⊂ XN @�.� ��A

ϕm5αλ ' k7 /X

{ ∑

ν∈Bm

σλνν5k7, ���� λ ∈ Am,

#, ���� λ /∈ Am.



&�*�+��	����� ���������� ����
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?F@ ��������1 >�� � X �6G���C���C ϕ� X U3\
m→∞ϕ

�
m�

� 	������>�� G.���.���1 >�� ��C �D-�F� ������.���F� ε > # � 0
E���� �� ������.���� ��� .������ >����m� ��!��1 >�� ‖ϕ−ϕm‖ < ε
��C ���B m > m�� �����F�>�� ��� 1 !�! P�� �������C ��C L�5G71
��H�� -�� �. �� G�!�����1 >�� ������������ ϕ↔ {σλ,ν / λ ∈ LN , ν ∈
K̂N} G.�������C�� ��-�A  ����.�6A �����.@��� ��H� F���-�.��0
�6�� G.���.�������� L�5GN 7 � l�5LN × K̂N7� ��!�� �-.����1

‖ϕ− ϕm‖� X
∑

�λ,ν	∈LN×K̂N−Am×Bm

|σλν |�.

��F!� ������1 >�� L ⊂ A′M ⊂ ∗L � K̂ ⊂ B′M ⊂ ∗K̂ ��C !�H��F�
M ≈ '∞� ���. ��� ��������1 >�� P /X LN − AM ⊂ H5LN 7 �
Q /X K̂N −BM ⊂ H5K̂N7� 
��� ��C�� S ⊂ LN × K̂N −AM ×BM 1 ��

∑

�λ,ν	∈S
|σλν |� ≤

∑

�λ,ν	∈P×K̂N

|σλν |� '
∑

�λ,ν	∈LN×Q
|σλν |�.

�-� � ��6 � G.���A >���� P��F� ��.�������� -��!���>�� ���6 �
��� 5�71 G�P��� ‖ϕ − ϕM‖� ≈ #� ������ �� �.����� ���H�����
C /X {m ∈ ∗N / ‖ϕ − ϕm‖ < ε}� ��! -6�� ����!� >��  ��������0
��1 C ����.H�� ��� -��!���>�6� F�G�.��� .����6� >���� M � Ǳ�
G.��J�G ����G���������� =�%�$$ 5"71 � E���� �� ������.���� ��� 0
.������ >���� m� ��!��1 >�� � C ����.H���C ��� m > m�1 >�� �
�.�-�������� �

��! !�! >���� ‖ϕ‖ ���� G��1 �� ∑
λ∈L̂N

|σλν |� , ���� G��� >��0

��1 G�P��� !�H��� σλν ��!H� ���� G��� 	�C l ∈ L � h ∈ K̂ G���H��
clh /X ◦σ

j′−�
N

�l	ĵ′
−�
N �k	

� �G.������ fm ∈ Dtest ��C m ∈ N @�.� ��A

fm5al ' ξ7 /X

⎧
⎨

⎩

∑

h∈B′
m

clhh5ξ7, ���� l ∈ A′m,

#, ���� l /∈ A′m.
��F�� �� G.����H���A &�*�( � &�*�$" �6�����

SN 5fm75αλ ' k7 X

{ ∑

ν∈Bm

c
jN �λ	ĵ′N �ν	

ν5k7, ���� λ ∈ Am,

#, ���� λ /∈ Am,
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� SN 5fm7 ≈ TN5fm7� ��!�� �-.����1 SN 5fm7� X B5fm7� � �� H�
�.��C

‖SN5fm7− ϕm‖� X
∑

λ∈Am

∑

ν∈Bm

|σλν − cjN�λ	ĵ′N �ν	
|�.

S�� ����>��� -��!���>�� ����1 ��! !�! σλν ≈ c
jN �λ	ĵ′N �ν	

� ��E�����

���H����� Am × Bm ������.���0!���>��� ��G�.� �� 5�7 �6��!���
ϕ� X U3\m→∞ B5fm71 ���>��1 ϕ� ∈ B5X7� �

2�&�-&� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ ��� �����6 P��F� G�.�F.�@� ��C�6 �� .�-��6 �� ���-���0

.��1 
� �� +�.���� � �� o� g.����!��� e"4=f�
?�@ � ��C�� � &�*�$# 5"7 �������1 >�� �������6A ��F�.��� � ��

, ��D!� ��C -6��.�F� G.��-.�������C N .�� ������� � ��>�����
�� ��B H� �6>������CB1 ��� e"%&f�

?0@ �����F�>�6� G.���. &�*�$# .������.���C �����H�6 � ��C
!�H��A �� F. GG Q�1 F�� G /X 5an7n∈Z , G.���������C G��������0
��������� G���H������6B J��6B >���� 5��� �G.�������C � e""=f1 F��
P�� F. GG6 �-����>��6 �������� a�7� 	��A�������C G�.� G.�-��0
H�DE�B G�����������������A ��C Q� �G����� �� �������� ! !��0
F� e=$&f� g�.�I� �������� 5���1 ��G.���.1 e%4f71 >�� ��C!�C �G����
����C���C ��!����� !��G�!���C �-����� F. GG� �����.@�� F. G0
G� Q� ��C G��B��CE�A G����������������� G�

?.@ ���.��� &�4�$% ������ � !����. !J��A ������F� ���!.����0
F� G.�-��H���C � G.����H����� &�*�$" ���>�� ���.�� *�$ �� e")(f
� G.�-��H���� ��!����� !��G�!��6B �-����6B F. GG !���>�6��
F. GG��� � ��6��� ������ ��A�C ��C �� >�C F. GG � !��G�!���A �
��!.6��A G��F. GG�A� T��-6 �6����� ���.�� *�$ �� e")(f �� ���0
.��6 &�4�$% � �� >�� F. GG6 R

n1 ���-B����� ��G��������� �������
���!.����� G.�-��H���� L�5Rn71 ��������� � e"(#f�

2�2� �")��)�"*�"+��"�
)������"33����D"��>�<' �)��������

� P��� G�.�F.�@� ��A����C F�G�.G.�-��H����� G�������@@�0
.��J�����6B �G�.���.�� �� ��!����� !��G�!���A �-�����A F. GG�
� !��G�!���A � ��!.6��A G��F. GG�A�
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2�2�-� Ǳ ��� G , ��!����� !��G�!���C �-����� F. GG�1 � Ĝ ,
���A�������C F. GG��

?-@ 	�C �������>�� B�.�I�A @ �!J�� f / G × Ĝ → C

��H�� �G.������� ����A�6A �G�.���. 5�����H��1 ���F.���>���6A7
Af / L�5G7→ L�5G7 G� @�.� ��

Afψ5x7 /X
∫

Ĝ

f5x, χ7ψ̂5χ7χ5x7dμ̂5χ7 5ψ ∈ L�5G77.

Ǳ.� P��� F���.C�1 >�� Af , ��������$$����-���"��� �������� �
�������� f �

?�@ Ǳ.�-��H�DE�A �G�.���. 5��� G.�-��H���� L ����0
.�� n7 A�n	

f / C
�Gn	 → C

�Gn	 ��C Af �G.����C���C @�.� ��A

A
�n	
f ϕ5x7 /X r̂n

∑

χ∈Ĝn

f5jn5x7, ĵn5χ77Fn5ϕ75χ7χ5x7 5ϕ ∈ Xn, x ∈ Gn7.

`���� �6 �F.���>���C .������.����� ��I� �� >�C F. GG6 G � !��0
G�!���A � ��!.6��A G��F. GG�A K� ��! � �6I�1 L /X G/K1 G.�>��
@�!��.����6 G���6� ������6 {al / l ∈ L} � {ph / h ∈ K̂} G�G�.��
.����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ L � K̂ /X Ĝ/L̂�

?0@ �>������1 >�� ���-.�H���C 5jn, ĵn7 / Gn×Ĝn → G×Ĝ
����D� G.�-��H�DE D G����������������� ��C G× Ĝ� �-����>��
�������� S��	

n / L�5Gn×Ĝn7→ L�5G×Ĝ7 ���-.�H����1 �G.���������
� G.����H���� &�*�$= ��C P��A G.�-��H�DE�A G������������������
��!�� �-.����1 55L�5Gn× Ĝn7, S��	

n 77n∈N , ������� ���!.����� G.�0
-��H���� G.���.������ L�5G × Ĝ7 � ��H�� �G.������� �E� ����
G.�-��H�DE�A �G�.���. ��C Af @�.� ��A/

B
�n	
f ϕ5x7 /X r̂n

∑

χ∈Ĝn

5S��	
n f75x, χ7Fn5ϕ75χ7χ5x7.

2�2��� E��
�� Af ����� ���
���! �������
 ) A!���
 �

��! � ����	� � ��! ����
�% ���� f ∈ L�5G× Ĝ7� * -��! ����
� �!���
!���� �#��	


‖Af‖ ≤
∫∫

G×Ĝ

|f5x, χ7|� dμ⊗ μ̂5x, χ7.
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� �@�.� ��.�������  ���.H����� B�.�I� �������� � !�����>�0
�!�A ���.�� G�������@@�.��J�����6B �G�.���.�� 5���1 ��G.���.1
e(f7 � G�>�� �>������ � ��I�� �� >���

	�!����������� ��F!� ���� �� �� ��F� ��-�D����C1 >�� C�.� �G�0
.���.� Af ����� ��� K5x, y7 /X 5F

Ĝ
f75x, x − y71 F�� F

Ĝ
, G.��-0

.�������� N .�� G� ���.�A G�.������A1 G�P��� ‖K5x, y7‖L��G�	 X
‖f5x, χ7‖

L��G×Ĝ	� �

2�2�0� �������� (��� Af �������� ���
���! �������
 )
A!���
% �� ��
������� �����&'�� ����������.

?-@ ��������
��������� 5B�n	
f 7% �������
� � F�F�4 �5 % 
��

��!��� ��
�����
% �� ��

5∃n�75∀n > n�7
(
|Bn‖ ≤ ‖f5x, χ7‖L��G×Ĝ	

)
n

?�@ ��������
��������� 5B�n	
f 7 ���	���� �������� 	 -���

!���� Af ������������ �������� ���	������ ���
�������� 55Xn, Sn77n∈N �� F�2�45 � -�
 �����!����

���!��
�/

?0@ ���� f ∈ S�5G×Ĝ7 ������
����� �!� � F�2�4 % �� ‖An−
Bn‖ → #% ������
������% ���������� �4 � �3 ���

�����&��� �
	�� � ��� ��������
��������� 5A�n	
f 7�

� 	�!����������� .���-��� �� ���!���!� I�F���

5�7/ `�@�!��. �� N ≈ '∞� �>������1 >�� ‖Bn‖ ≤ ‖S��	
n f‖n ��C

�D-�F� n ∈ ∗N� `���� ��G���������1 � >��������1 ��1 >�� ‖Fn‖ X $
� |χ5x7| X $� Ǳ� �G.�������D ���!.����F� G.�-��H���C ‖S��	

N f‖N ≈
‖f‖� 
��� f ∈ S�5G × Ĝ71 �� ‖S��	

N f − TNf‖N ≈ #� S�� ��!��6����
 ���.H����C 5$7 � 5=71 ����� -6��1 �������C  ��������� 5"7�

5-7/ (��� ı � ı̂ �����
�
&� �	
�
���� � F�2�? �4 ����
��� ����

!�0��!� �������������� !���� L�5G7 � l�5L× K̂7 � !���� L�5Ĝ7
� l�5L×K̂7% �� Af % 
��!
���
�!�� 	
	 ���
�� � l�5L×K̂7% �!���
���

5ıAfϕ75l, h7 X
∑

h′,l′
5̃ıf75l, h′, l ' l′, h− h′7ph′5al75̂ıϕ̂75l′, h′7.
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� � ����� ����1 �  !�����6B �-����>���CB ��C ϕ ∈ L�5G7 - ���

ϕ̂5phs7 X
∑

l∈L
5̂ıϕ̂75l, h7s5l7,

Afϕ5al ' k7 X
∑

h∈K̂
5ıAfϕ75l, h7h5k7.

�����F�>��

f5al ' k, ph ' s7 X
∑

h′∈K̂

∑

l′∈L
5̃ıf75l, h, l′, h′7 qs5l′7h′5k7,

F�� ı̃f /X 5ı⊗ı̂7f � ��G�.� G.���6� �6>������C1 ��G���� DE�� &�*�4 5$7
� &�&�$ 5$71 G.����C� ! �.�- ���� � �

5�7/ J
0�	����! ������ �����!� ���
�� 
������� �����
�

������� �!����� 	�
���� {αλ / λ ∈ LN} � {πν / ν ∈ K̂N}% ����
�������&'�� ����
��
���� 0�!�����	� ���������� F�2�6 ��!�
��	
�
�������� -���� ���������� � ����
 �!��� !���� �����
����
���

5ıB�N	
f ϕ75λ, ν7 X

∑

ν′,λ′
5̃ıf75j′N 5λ7, ĵ′N 5ν

′7, j′N 5λ ' λ′7, ĵ′N 5ν − ν′77×

×pıν′5αλ75̂ıNFN 5ϕ775λ′, ν′7.

� � ����� ����1 �>������1 >�� K × L̂ , !��G�!���C � ��!.60
��C G��F. GG� F. GG6 G × Ĝ1 G.�>�� L × K̂ X G × Ĝ/K × L̂ �
����A���� {5al, ph7 / l ∈ L, h ∈ K̂} G.�������C�� ��-�A G��� D ��0
���� G�G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������� ��0
��� ��F�1 ����A���� {5αλ, πν7 / λ ∈ LN , ν ∈ K̂N} , G����C �����0
�� G�G�.�� .����>�6B G.�����������A ���H�6B !������ �� F. GG6
LN × K̂N X GN × ĜN/KN × L̂N 1  ��������.CDE�C ��������.���A
��.��� G.����H���C &�*�(� ��F!� G��C��1 >�� ��F��

S
��	
N f5αλ ' ξ, πν ' η7 X

X
∑

λ′∈LN

∑

ν′∈K̂N

5̃ıf75j′N 5λ7, ĵ′N 5ν7, j
′
N 5λ

′7ĵ′N 5ν
′77η5λ′7ν′5ξ7,
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F�� 55LN , j′N 77n∈N , ��!���.�C G.�-��H�DE�C G�����������������
��C L1 ����������C � 55GN , jN77n∈N 5�G.�������� ��� � &�*�&71 �
55K̂N , ĵ′N 77n∈N , P�� G.�-��H�DE�C G����������������� ��C K̂1
���A�������C ! G����������������� 55KN , jN |KN 77n∈N1 G.�-��H�D0
E�A F. GG K�

��! � �6I�1  ����.�6� �����.@���6 ıN / L�5GN 7 → l�5LN ×
K̂N 7 � ı̂N / L�5ĜN 7→ l�5LN × K̂N 7 �G.����CD��C @�.� ����

ϕ5αλ ' ξ7 /X
∑

ν∈K̂N

5ıNϕ75λ, ν7ν5ξ7,

ψ5πν ' η7 /X
∑

λ∈LN

5̂ıNψ75λ, ν7η5λ7.

��G�.� ��! H�1 !�! � � 5-7 G�� >��� �.�- ���� G.������������ �
5F7/ +�� �&���� ψ ∈ L�5G7 ���� ‖ıNB�N	

f SNψ− ıNSNAfψ‖ ≈ #�

� ���>��� G.������ ��!���.6� ���-B����6� �6>������C� ��G�0
�.��������� �� �G.�������A �����1 >��

5F�7 5ıNSNψ75λ, ν7 X 5ıψ75j′N 5λ7, ĵ′N 5ν77�
�� &�*�4 5"7 �6��!��� @�.� ��
5F�7 ı̂ψ̂5j′N 5λ7, ĵ′N 5ν77 X ıψ5−j′N 5la7, ĵ′N 5ν77pĵ′N �ν	

5a−j′N �λ	7�

�����F�>�6� �6>������C � ��G����������� 5F�7 G.����C� ! .�0
������ 

5F�7 5̂ıNFN 5SNψ775λ, ν7 X 5ıψ75j′N 5−λ7, ĵ′N 5ν77πν 5α−λ7�
	����1 �� 5-71 5F�71 5�7 � 5F�7 �6����� ���� DE�� ��� @�.� �6/
5F�7 ıNSNAfψ75λ, ν7 X

∑
l′,h′ 5̃ıf75j′N 5λ7, h′, j′N5λ7'

'l′, ĵ′N 5ν7− h′7ph′5aj′N �λ	7̂ıψ̂5l′, h′7n

5F�7 5ıB
�N	
f SNψ75λ, ν7 X

X
∑
ν′,λ′ 5̃ıf75j′N 5λ7, ĵ′N 5ν′7, j′N 5λ ' λ′7, ĵ′N 5ν − ν′77πν′ 5αλ7

5ıψ75j′N 5−λ′7, ĵ′N 5ν′77πν′5α−λ′ 7�

Ǳ.��G���H�� ��G�.�1 >�� f ∈ D��	
test� S�� ����>��� � E�������0

��� ������.��6B !���>�6B ���H���� A ⊂ L � B ⊂ K̂ ��!�B1 >��
5̃ıf75l, h, l′, h′7 X #1 !�! ����!� 5l, h, l′, h′7 /∈ 5A × B7�� Ǳ.���.������
D

��	
test G����� � L�5G × Ĝ7� �6-�.�� ������.��6� !���>�6� ���H�0

���� A�, B�1 ��C !���.6B 5A − A7 ∪ A ⊂ A� ⊂ L � 5B − B7 ∪ B ⊂
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B� ⊂ K̂� Ǳ ��� C /X j′−�N 5A�7 � D /X ĵ′
−�
N 5B�7� ��F�� �� 5F�7 ���0

��1 >�� 5ıNSNAfψ75λ, ν7 X # G.� 5λ, ν7 /∈ C × D1 �������������1
�-����� ��������C G�.�����6B l � h′ ��H�� �F.���>��� ���H�����0
�� A� � B� ��������������� ��! !�! !���>�6� ���H����� A� � B�

������.��61 �� � ��� &�*�= - ��� j′N 5α ± α′7 X j′N 5α7 ± j′N 5α
′7 �

ĵ′N 5β ± β′7 X ĵ′N 5β7 ± ĵ′N 5β′7 ��C α, α′ ∈ C � β, β′ ∈ D� S�� ����>�0
��C ������ � 5-7 G�!��6��D�1 >�� 5F�7 ��H�� G�.�G����� � ����

5F 7 5ıNSNAfψ75λ, ν7 X

X
∑
λ′∈C

∑
ν′∈D 5̃ıf75j

′
N 5λ7, ĵ′N 5ν

′7, j′N 5λ' λ′7, ĵ′N 5ν − ν′77×
×5ıψ75−j′N 5λ7, ĵ′N 5ν77pĵ′N �ν′	5aj′N �λ	7pĵ′N �ν′	5a−j′N �λ′	7�

Ǳ� ��A H� ����A G.�>��� ��H�� G.��G���H���1 >�� G�.�����6�
λ′ � ν′ � � ��� � G.���A >���� 5F�7 G.�-�F�D� ���H����� C � D

�������������� � 5ıB�N	
f SNψ75λ, ν7 X # G.� 5λ, ν7 /∈ C ×D�

�.����� ��G�.� 5F�7 � 5F 71 �����1 >�� >���6 G�� ���!�� � ��6
.����>�D��C !�P@@�J������� πν′5αλ7πν′ 5α−λ′7 � 5F�7 �

p
ĵ′N �ν′	5aj′N �λ	7pĵ′N �ν′	5a−j′N �λ′	7

� 5F 7� ����!� P�� !�P@@�J����6 -��!���>�� -���!� � ��� ������0
��.���A ��.��� G.����H���C &�*�(� ��!�� �-.����1 ���6� >���� .�0
������ 5F�7 � 5F 7 -��!���>�� -���!�1 �-� � ��6 � G.��6B >���CB
���D� ��I� ������.���� >���� ��� ���6B >������ ���D�� �6��!�0
�� 5F71 � ������ � ��� � ���.��  ���.H����� ���.��6 ��C f ∈ D��	

test� �
�-E�A �� >�A G�� >����C �� ���� DE�F� ��G���F�������F�  �0

��.H����C�
5�7/ (��� F�F�5 �3 ����������� ��� ���� Af % ��� f �����
��

��	����� ������� ���!�������� Y ⊂ L�5G×Ĝ7% �� ��� �����������

��� ���� f ∈ L�5G× Ĝ7�
� � H�� ��!�����1 >�� ‖SNAf − B

�N	
f SN‖ ≈ #� `�@�!��. ��

G.���������� ������.���� ε > # � �6-�.�� ψ ∈ Y ��!1 >��-6 ‖f −
ψ‖ < ε� ��F��

‖SNAf −B�N	
f SN‖ ≤ ‖SNAf − SNAψ‖'

'‖SNAψ −B�N	
ψ SN‖' ‖B�N	

ψ SN −B�N	
f SN‖.
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	����1 ‖SNAψ − B
�N	
ψ SN‖ ≈ # G�  �����D� � ��� *�"�" ����>���

‖SN‖ ���� G��1 G�P��� 

‖SNAf − SNAψ‖ ≤ ◦‖SN‖ · ‖Af−ψ‖ ≤ ◦‖SN‖ · ‖f − ψ‖ ≤ ◦‖SN‖ε,
‖B�N	

ψ SN − B
�N	
f SN‖ ≤ ‖B�N	

ψ−f‖◦‖SN‖ ≤ ◦‖SN‖ · ‖f − ψ‖ ≤ ◦‖SN‖ε.

Ǳ.������ � �6-�.� ε > # ����.I��� ��!������������ �
��� ���6� �6 ����.I��� ��!����������� ���.��6� � �
2�2�.� (��� Af ) -�� -!���� ���
�� �������
 ) A!���
%

�� ��
������� ����������.
?-@ ���	� σ5Af 7 ����
�
�� � !��������! ���������
��

��� ��������� ����	 !�������

⋃
n σ5B

�n	
f 7/

?�@ ���� # �X λ ∈ σ5Af 7 � J ) �	�������� λ% �� �����
�
'
� ����� ����	 !�������
 σ5Af 7% �� λ ) �����
������
� ���������
��
� �������
� ���	
 !�����

���
 J ∩⋃
n σ5B

�n	
f 7�

� �6��!��� �� &�&�= � *�"�)1 � ��!H� *�"�= 5$7 � &�*�$=� �

2�2�/� �G�.���.6 A
�n	
f � B�n	

f ��F � �� -6�� P.�����6��1 ��H�
���� �G�.���. Af ������G.CH��1 ��! >�� �����I�C�C >���� ���.��6
*�"�) � .������.������� �� >�� - ��� @�.� ��.������C ���� DE��
�-.�����

(��� ��������� ������� ���������� F�F�? �% ���� ����% Af
�
!�������� � ��������
��������� �� -!������ ���
���� C�n	 /
Xn → Xn �
	��
% ��� ‖B�n	

f −C�n	‖n → # �� n→∞% �� �!�&� !����
����������.

?-@ ���� Mλ
n X

∑
ν∈σ�C	n
	∩J C

�n	�ν	 ��!� F�F�? �3  % ��

W3\5Mλ
n 7 X W3\5Af

�λ	7 X s ��� ����
����� ����"��
n � ��'������� ��������
��������� �����!
�����
�
����� 5fn� , . . . , f

n
s 7n∈N � Mλ

n % ���	���� �����'
���

	 �����!
����!� �
���� 5f�, . . . , fs7 � Af
�λ	 �����

�������� ���	������ ���������� 55Xn, Tn77n∈N/
?�@ ���� � �������� �4 f�, . . . , fs ∈ S�5G7% �� ��������
�

��������� �����!
����� �
����� 55fn� , . . . , f
n
s 77n∈N

���	���� �������� 	 5f�, . . . , fs7 ������������ ����
	������ ���������� 55Xn, Tn77n∈N�
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2�2�&� �������.�� ��G�.� �G�.���.6 ��G� l.M����F�.�� Ǳ ���
@ �!J�C f / G× Ĝ→ H ����� ���

f5x, χ7 /X a5x7 ' b5χ7 5x ∈ G, χ ∈ Ĝ7.


��� � P��� �6.�H���� a5x7 ≥ # � a5x7→∞ G.� x→∞1 �� �G�.���.
Af ���6��D� ���������� ���� /�*���������

	� !��J� G�.�F.�@� a5·7 � b5·7 , ��E�������6� G�>�� ��D� 
��G.�.6��6� ��!����� �F.���>���6� @ �!J�� �� G � Ĝ �������0
�������1 G.�>�� a5x7 → ∞ G.� x → ∞ � b5χ7 → ∞ G.� χ → ∞�
�������.������C F. GG� G � �� G.�-��H�DE�C G�����������������
 ��������.CD� ���� G.��G���H���C� G �!�� &�&�%�

��F!� ������1 >�� �G.�������� �G�.���.� Af �� &�&�$ 5$7 � .��0
����.������� �� >�� ����

Afψ5x7 X a5x7 · ψ5x7 '
∨
b ∗ ψ5x7,

F�� ∗, ���.�!� � L�5G7 �
∨
b, �-.����� G.��-.�������� N .�� @ �!0

J�� b1 !���.�� .������.������C ����� !�! .��G.�������� �� Ĝ�
�����F�>��1 ���!.����� G.�-��H���� &�&�$ 5"7  ��������.C�� �

P��� �� >�� @�.� ��

A
�n	
f ϕ5x7 X a5jn5x77 · ϕ5x7 ' F �−�	

n 5b ◦ ĵn7 ∗ ϕ5x7.

Ǳ.� ��I�B G.��G���H���CB �G�.���. ��G� l.M����F�.� ��C
�-�����A F. GG6 � !��G�!���A � ��!.6��A G��F. GG�A ����� ���0
!.���6A �G�!�.1 �����CE�A �� ��E�������6B ��-������6B ���>���A

α� ≤ λ� ≤ . . . ≤ λk . . .→∞n k →∞,

G.�>�� !.������� !�H��F� ��-�������F� ���>���C !���>��� ��!��
 ���.H����� ��H��  ��������� �����F�>�� e")f1 F�� ��� ��!�����
��C F. GG6 Qp� ��!H� ��F!� G��C��1 >�� � .������.������A ��� �0

J�� �G�.���.6 A
�n	
f ������G.CH��6�

2�2�2� �������� Ǳ���� Af ) ���
�� ���
 A;������
% ���
��! a � b ����������&� �	
�
���! � F�F�2 �������!% 
 ���
��� ���

�������� Af ��������
���������& 5A�n	
f 7 �� F�F�4 �3 �������� ��'��

�������� ���
���&Af � ����
 ��
������� �����&'�� ����������.
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?-@ ���	� σ5Af 7 ����
�
�� � !��������! ���������
��

��� ��������� ����	 !�������

⋃
n σ5A

�n	
f 7/

?�@ ���� J ) �	�������� λ% �� �����
'
� ����� ���
��	 �� σ5Af 7% �� λ ) ����������
� ���������
��
�

�������
� ���	
 !�������
 J ∩⋃
n σ5A

�n	
f 7/

?0@ ���� � �������� �3 Mλ
n X

∑
ν∈σ�A	n


f
	∩J A

�n	
f

�ν	
% ��

W3\5Mλ
n 7 X W3\5Af

�λ	7 X s ��� ���� ����
����� �����
"�� n � ��'������� ��������
��������� �� ������
!
����� �
����� 5fn� , . . . , f

n
s 7 �Mλ

n % 	���
� ���	���
�� �������� 	 �����!
����!� �
���� 5f�, . . . , fs7 �

����
����� Af
�λ	 ������������ ���	������ ���

�������� 55Xn, Sn77n∈N ��% 	�!� ����% �����������
�� ���	������ ���������� 55Xn, Tn77n∈N% ���� ���
����������� 0��	#�� Af ������ � S 5G77�

� ��� �F.���>���C �-E����� ��H�� G.��G���H���1>�� @ �!0
J�� a � b G���H������6� ��F�� �G�.���.6 Af � A�n	

f G���H�����0

�61 −$ /∈ LU5σ5Af 7 ∪
⋃
n σ5A

�n	
f 7 � ���� G.����H���C *�"�$# �����0

��>�� G�!����� !����!��G�!������ G����������������� 5R−�5A
�n	
f 77�

���!1 ��C �D-6B N ≈ '∞ � ψ ∈ Xn � H�� ��!�����1 >�� ���� >��0
�� ‖5A�N	

f ' I7ψ‖N ���� G��1 �� ψ  ��������.C��  �����C� ���.��6

&�*�$%� ��! !�! ‖R−�5A�N	
f 7‖ ≤ $1 �� >���� ‖ψ‖N ���� G��1 G�P��� 

���� G�� � 55A�N	
f ' I7ψ, ψ7� ����!�

55A�N	
f ' I7ψ, ψ7 X 5a · ψ, ψ7 ' 5F �−�	

N 5b7 ∗ ψ, ψ7 ' 5ψ, ψ7,

5F �−�	
N 5b7 ∗ ψ, ψ7 X 5b ·FN 5ψ7,FN 5ψ77,

�������������1 >���� 5a · ψ, ψ7 � 5b · FN 5ψ7, FN 5ψ77 ���� G�6� Ǳ.��0
G���H�� ��G�.�1 >�� G�.���  ������ ���.��6 &�*�$% �� �6G���C���C�
��F�� � E���� D� �� �.����� ���H����� B ⊂ H5GN 7 � ������.����
>���� c > # ��!��1 >�� rN

∑
x∈B |ψ5x7|� > c� ��! !�! a5x7 →∞ G.�

x → ∞1 �� ��A����C L ≈ ∞1 ��C !���.�F� a5x7 > L G.� ���B x ∈ B�
�� �!������F� �6��!���1 >��

5a · ψ, ψ7 ≥ rN

∑

x∈B
a5x7|ψ5x7|� ≥ Lc,
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>�� G.�����.�>�� ���� G����� 5a · ψ, ψ7� ���.��  ������ ���.��6
&�*�$%  �������������C �����F�>�6�� .��� H����C��� �

�G�I�� ���� !���� �G�.���.�� ��G� l.M����F�.�1  ��������.C0
DE�B  �����C�  �����������A ���.��6� � ��� G����������C  ��0
��.�6�� �����.@������ ı � ı̂1 �G.�������6�� � B��� ��!�������0
���� ���.��6 &�&�=� ������.C �� ��1 >�� a /∈ L�5G7 � b /∈ L�5Ĝ71
- ��� �-����>��� ��������� ıa � ı̂ b @ �!J�� �� l�5L × K̂71  �����0
���.CDE�� .���������/

a5al ' k7 X
∑

h∈K̂
5ıa75l, h7h5k7n

b5ph ' s7 X
∑

l∈L
5̂ı b75l, h7s5l7.

2�2�7� Ǳ���� Af ) ���
�� ���
 A;������
% 0��	#�� a � b
����������&� �	
�
���! ��"� ������������! �% ���� ����% !���
�����
 S5l7 /X {h ∈ K̂ / 5ıa75l, h7 �X #} � T 5h7 /X {l ∈ L / 5̂ı b75l, h7 �X
#} 	������ ��� �&��� l ∈ L � h ∈ K̂� ����
 Dtest ) ��'�������
�
���
��� Af % 	���
� ������ ���
���& ���������� Af ��������
�

���������& 5A�n	
f 7�

� ��G�����1 >�� G.���.������ Dtest ������� �� ��!�B @ �!J�A
ϕ ∈ L�5G71 >�� ϕ � ϕ̂ ���D� !��G�!��6� ��������� S�� ����>���
� E���������� !���>�6B ���H���� Aeϕf ⊂ L � Beϕf ⊂ K̂ ��!�B1 >��
5ıϕ75l, h7 X # G.� 5l, h7 /∈ Aeϕf × Beϕf� 	����1 G.���6� �6>������C �
G.��������� &�*�4 5"7 ��D�

5$7 5ıAfϕ75l, h7 X
∑

h′∈B�ϕ�

5ıa75l, h′ − h7 · 5ıϕ75l, h′7'

'
∑

l′∈A�ϕ�
5̂ı b75l − l′, h7 · 5ıϕ75l′, h7 · ph5a−l7 · ph5al′7�

�� P��A @�.� �6 �����1 >�� Afϕ ∈ Dtest �1 !.��� ��F�1

AeAfϕf ⊂ Aeϕf ∪
(
Aeϕf '

⋃

h∈B�ϕ�

T 5h7
)
X A′eϕfn

BeAfϕf ⊂ Beϕf ∪
(
Beϕf−

⋃

l∈A�ϕ�
S5l7

)
X B′eϕf.


��� ϕ ∈ D5Af 71 �� @ �!J�C ıAfϕ  ��������.C�� @�.� �� 5$7
G.� Aeϕf X L � Beϕf X K̂� 	�C !���>�6B ���H���� A ⊂ L � B ⊂ K̂
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�-����>�� �������� P 5A,B7 �.��G.��!��. � L�5G7 �� G��G.���.��0
���� @ �!J�A ϕ1 ��C !���.6B Aeϕf ⊂ A � Beϕf ⊂ B� ��F�� �� 5$7
��F!�  ����.���1 >�� P 5A,B7Afϕ X AfP 5A′, B′7ϕ1 F��

A′ /X A ∪
(
A−

⋃

h∈B
T 5h7

)
, B′ /X B ∪

(
B '

⋃

l∈A
S5l7

)
.

	�C G.���������F� ε > # �6 ��H�� ��A�� !���>�6� ���H����� A ⊂
L � B ⊂ K̂1 ��C !���.6B ‖P 5A,B7ϕ−ϕ‖ < ε � ‖P 5A,B7Afϕ−Afϕ‖ <
ε� ��! !�! A ⊂ A′ � B ⊂ B′1 �� - ��� ‖P 5A′, B′7ϕ − ϕ‖ < ε� ��!��
�-.����1 ���� ψ /X P 5A′, B′7ϕ1 �� ψ ∈ Dtest �1 !.��� ��F�1 ‖ϕ−ψ‖ < ε
� ‖Afϕ−Afψ‖ < ε� ��� ���6� ��!�����1 >�� Dtest , � E��������C
�-����� Af �

�������C G�!�����1 >�� SN 5Afψ7 ≈ A
�N	
f SNψ ��C N ≈ '∞ �

G.���������F� ������.���F� ψ ∈ Dtest� � P��A J���D  ��-�� G�.�0
G����� �G.�������C Af � A�n	

f �� &�&�* � ����/

Afψ5x7 X a5x7 · ψ5x7 ' F−�5b · ψ̂75x7,
A
�N	
f ϕ5x7 X a5jN 5x77 · ϕ5x7 ' F−�N 5b ·FNϕ75x7.

	�C ��������A ψ � ψ̂ ���D� ����� �>�����6� ������I���C/

Yjkkψ ⊂
⋃

l∈A�ψ�
al 'K X C, Yjkk ψ̂ ⊂

⋃

h∈B�ψ�

ph ' L̂ X D.

�� @�.� � &�&�= 5F�71 5F�7 �6��!���

5"7 YjkkSNψ ⊂
⋃{αλ 'KN / λ ∈ j′−�N 5Aeψf7} X CN 1

YjkkFNSNψ ⊂
⋃{πν ' L̂N / ν ∈ ĵ′−�N 5Beψf7} X DN �

����!� SNAfψ X SN 5a · ψ7 ' SNF−�5b · ψ̂7 �
A
�N	
f SNψ X a ◦ jN · SNψ ' F−�N 5b ◦ ĵN ·FNSNψ7.

��! !�! ψ ����� !��G�!��6A ��������1 �� a · ψ �B���� � G��G.�0
��.������ Y 1 @�F .�. DE�� � &�*�$"1 G�P��� SN 5a ·ψ7 ≈ TN 5a ·ψ7 X
a ◦ jN · ψ ◦ jN � 	����1 G��!���! a �F.���>��� �� C1 ��

‖a ◦ jN · SNψ − a ◦ jN · ψ ◦ jN‖�N X

X rN

∑

x∈CN

|a5jN 5x775SNψ5x7− ψ5jN 5x77|� ≈ #.
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��!�� �-.����1 SN 5a · ψ7 ≈ a ◦ jN · SNψ1 � �������C ��!�����1 >��
SNF−�5b · ψ̂7 ≈ F−�N 5b ◦ ĵN ·FNSNψ7�

��! !�! Afψ ∈ Dtest ⊂ Y �1 !�! ����!� >�� -6��  ����������1
a · ψ ∈ Y 1 �6G���C���C F−�5b · ψ̂7 ∈ Y 1 �������������1 SNF−�5b ·
ψ̂7 ≈ TNF−�5b · ψ̂7 X F−�5b · ψ̂7 ◦ jN � ��.�� ��!H�1 >�� FNSNψ ≈
FNTNψ ≈ ψ̂ ◦ ĵN 1 �-� SNψ ≈ TNψ � FN �F.���>��� ��! �����1
Yjkk ψ̂ ◦ ĵN ⊂ DN � ��!���J1 ��G���� C 5"7 � �F.���>������� b �� D1
G�� >��� b ◦ ĵN ·FNSNψ ≈ b ◦ ĵN · ψ̂ ◦ ĵN 1 ��! �� �6����� F−�N 5b ◦
ĵN ·FNSNψ7 ≈ F−�N 5b ◦ ĵN · ψ̂ ◦ ĵN7 ≈ F−�5b · ψ̂7 ◦ jN � �

2�2�1� ��.����C ! G.���. &�*�$#1 F�� G X Qp � Ĝ X Qp � ��>��0
���D �� �����.@����� � e")f .������.�� �G�.���. ��G� l.M����F�.�
� �������� ����

f5x, χ7| /X a5|x|p7 ' b5|χ|p7.

��� a5|x|p7 → ∞ G.� x → ∞ � b5|χ|p7 → ∞ G.� χ → ∞1 �� ��0
!�� �G�.���.6  ��������.CD�  �����C� G.����H���C &�&�)1 ��! !�!
@ �!J�� a � b G����C��6 �� ���H�6B !�����B Qp/Zp1 ����� -6��1
���H����� S5l7 � T 5h7 �� &�&�) ����.H�� G� ����A ��>!�� ��G���0
� C ���A������ D G�. G.�-��H�DE�B G�����������������A ��C Qp1
�G����� D � &�*�$#1 ��H�� ��C P��F� �� >�C -�� �. �� �6G����� G.�0
-��H���C A�n	

f 1 �G.�������6� � &�&�*� ������1 ��C n X r ' s - ���

A
�n	
f ϕ5k7 X a5pr|k|p7 ' $

pn

n−�∑

j,m��

b5ps|m|p7ϕ5k − j7 ]dk "πijm
n

.

2�2�-6� Ǳ��C��� ������� ��A�C ��H�� �-�-E��� �� �� >�A ��0
!����� !��G�!���A �-�����A F. GG6 G1 ���� � ��A �G.������� ��0
����� �� ���� S�� ����>���1 >�� ��C !�H��F� x ∈ G � E���� ��
y ∈ G1 ��C !���.�F� y ' y X x � ������I���� y ' y X # ���>�� y X #
��C �D-�F� y ∈ G� Ǳ.� P��� P������ y - ��� �-����>��� ��������
�
�y /X y/" � G.��G���F���1 >�� �G�.���. x �→ �

�x ��G.�.6��� � G� `�0

�����1 >�� ���� G ��G �!��� ������� �� ���1 �� Ĝ ��!H� ��G �!���
������� �� ���/ �

�χ5x7 /X χ5 ��x7�
�G�.���. Wf � �������� ��A�C f / G × Ĝ → C �G.����C���C

@�.� ��A

Wf /X
∫∫

G×Ĝ

f̃5y, γ7UyVγγy/"dμ⊗ μ̂5y, γ7,
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�� � �
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�
����

F��

f̃5y, γ7 /X
∫∫

G×Ĝ

f5x, χ7χ5γ7γ5x7 dμ ⊗ μ̂5x, χ7.

��F!� ������1 >�� P��� �G�.���. ������.�>�� ��F�� � ����!� ��F��1
!�F�� @ �!J�C f ��E��������� 
��� f ����� ��� a5x7 ' b5χ71 ��
Af XWf �

��� �. �� ��H�� �6>������ C�.� Kf 5x, y7 �G�.���.� Wf � �-�0
���>�� �������� f ��	5x, y7 �-.����� G.��-.�������� N .�� f5·, ·7 ��0
���������� ���.�A G�.������A1 �� �� f ��	5x, y7 /X

∫
Ĝ
f5x, χ7χ5y7dμ̂5χ7�

��F�� Kf 5x, y7 X f ��	5x�y� , y − x7�
� ��� �� >��1 !�F�� F. GG6 Gn �� ��I�A G.�-��H�DE�A G����0

������������� 55Gn, jn77n∈N ��!H� ��G �!�D� ������� �� ���1 �� �6
- ��� F���.���1 >�� ������� �� ��� � G G.�-��H����C G��������0
���������D 55Gn, jn77n∈N G.�  ������1 >��

5∀ε > #75∀K ∈K 75∃N > #75∀n > N75∀g ∈ j�−�	N 5K77

ρ5jn5g/"7, jn5x7/"7 < ε.

��F!� ������1 >�� ���� p , ��>����� G.����� >����1 �� ������� ��
��� � Qp G.�-��H����C G�����������������D1 �G������A � &�*�$#�


��� ������� �� ��� ��G �!��� G.�-��H����1 �� ��H�� �G.�0
������ G����������������� G.�-��H���A W �n	

f ���� DE�� �-.�����

������ @ �!J�D fn / Gn × Ĝn → C @�.� ��A

fn5g, κ7 /X f5jn5g7, ĵn5κ77,

� G ��� f̂n , ���!.����� G.��-.�������� N .�� @ �!J�� fn1 �� ��

f̂n5h, χ7 /X
$
|Gn|

∑

g,κ

fn5g, κ7χ5g7κ5h7.

��F��

W
�n	
f /X

$
|Gn|

∑

h,χ

f̂n5h, χ7UhVχχ5h/"7,

F�� 5Uhϕ75g7 /X ϕ5g ' h7 � 5Vχϕ75g7 /X χ5g7 · ϕ5g7�
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����� ���
���� $)$

Ǳ ��� f ��	n �-����>��� �-.����� G.��-.�������� N .�� @ �!J��
fn G� ���.�A G�.������A1 �� ��

f ��	n 5g, s7 /X r̂n

∑

κ

fn5g, κ7κ5s7.

��F��

5W �n	
f ϕ75s7 X rn

∑

g

f ��	n

(
s' g

"
, g − s

)

ϕ5g7.

2�2�--� (��� f ∈ S�5G× Ĝ7% �� ��������
��������� 5W �n	
f 7 ����

	���� �������� 	 Wf ������������ ������� ���	����� ������
�
&'�� ��������
��������� 55Xn, Sn77n∈N �� F�2�45 � -�
 �����!����

���!��
��

� 	�!����������� �����F�>�� .��� H����C� �� &�&�=� �
��������C &�&�4 � &�&�% ��!H� G.������6 � .������.�������

�� >��� ����� ��F�1  ���.H����� �� &�&�% �6G���C���C ��C G������0
����������� 5W �n	

f 71 ��! !�! P�� �G�.���.6 P.�����61 �-� @ �!J�C
fn ��E���������

2�2�-�� Ǳ�"4�5��"9�
?-@ �-6>�� G�������@@�.��J�����6A �G�.���. Af � ��������

f �������C @�.� ��A

Af /X
∫ ∫

G×Ĝ

f̃5h, ξ7VhUξdμ̂5h7dμ5ξ7,

F�� f̃ X FG⊗F
Ĝ
5f7� Ǳ.���6� �6>������C1 ��G���� DE�� @�.� � 

∫
Ĝ
χ5ξ7dμ̂5χ7 X δ5ξ71 F��

∫
G
ϕ5ξ7δ5ξ7dμ5ξ7 X ϕ5#7, B�.�I� ������� D

� ���.�� .��G.�������A �� ��!����� !��G�!��6B �-����6B F. GG�B1
G�!��6��D�1 >�� G.� ψ ∈ L�5G7 ���>���� Afψ ��H�� �6>���C��
G� @�.� ��1  !������A � &�&�$� �����H�� ���� ��.�F�� �-������0
��� ��!�� �6>������C�1 ����!� � P��� ��� ��!�!�A ���-B��������
��C J���A �����F� G�.�F.�@�1 G�P��� �6 G���� ���C �G.�������0
��1 ����6� � &�&�$�

?�@ �B���6� �6>������C G.����C� ! �����F�>��A @�.� �� ��C
G.�-��H�DE�B �G�.���.��/

A
�n	
f X

$
|Gn|

∑

g∈Gn,χ∈Ĝn

f̃n5γχ, g7X5g, χ7,
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F�� f̃n /X FGn ⊗F
Ĝn

5fn7 � fn5g, χ7 /X f5jn5g7, ĵn5χ77�
?0@ `������1 >�� � �� >�� G X R ������1 �������6A � 5$71 ��

C��C���C �������� ��A�C 5������.�>�6� ��������7 �G�.���.� ,
�� C��C���C ��! ���6����6� qp0��������� � qp0�������B ��C �G�0
.���.�� � G.���.������B L�5Inp 7 ��� e")f� ��������C�� ��H� qp0
��������� �G�.���.�� A � A∗ ��G.����1 �  �����C �� ������ f 1 G.�
!���.6B Af ������G.CH��1 ������ ���H�61 G.�>�� ��� �� ���! �

������G.CH������� A�n	
f ��� B�n	

f ��C ������G.CH����F� Af � � ���0
.�� G�������@@�.��J�����6B �G�.���.�� � L�5Rn7 .������.���D�0
�C ��!H� ������.�>��!�� ������6 ��� ������6 ��A�C� �G�.���.
Wf � �������� ��A�C f ������G.CH�� � ��� � ����!� � ��� �� >��1
���� f , ��E��������C @ �!J�C e(f�

?.@ ����.��� P��F� G�.�F.�@� ��C� �� ������ �� ���-���.��1

� �� +�.���� � �� o� g.����!��� e"4=f�



����� �

 �������	! 	 ����"#���$�

�����	

� P��� .������ ��-.��6 !�! �����H�6�  G.�H����C � ����>�
 >�-��F� B�.�!��.�1 ��! � ���6 ��C ��.�����F� �����������C1 G.��0
�����>���6�1 F����6� �-.����1 ��C �� ������0��G�����!�� � ��G�0
.������ ��!���.6� ��G.��6 � H��D��C � ���.>��!�A G�.�.�-��!� �
J���D ������AI�F�  ��>����C � ��������J��� ��-�. ����> � ���>�0
������A ��.� �� >��� � �� E������� 3Z YVcVj ZcYL]ZW3�

�������1 >�� ����� ����H���C �������CD� ����>� �� e$$(<$"41
=)(1 =($1 =("f�

7�-� �����������<� �*���5!" " 4��< 	;�*�

7�-�-� Ǳ��C��� ��������.���A �-���>!�1 ��������� � .�-���B
�D!���- .F�1 , G.����� ����������F� �� >���C�

��!�G���� ����!�� ���H����� ����.���6B .�� ������� � ��.�0
���� ��������.��6B �-���>�! -���B��6B � ��G���F�>��!�B ��!��.0
�6B G.���.����� 5��� e")$1 =4&1 =4)1 4)&f7� ����!� ����D��C ��C�0
�6�� ��������C�� .�����-.���6B !����. !J�A � G��C��A �� ���.��
-���B��6B G.���.����� � G��C���� ��������.���A �-���>!�� ��0
� ���� D� ��!H� �������6� �G�����C ��������.���A �-���>!� ���0
F�B ���.�>�DE�B�C � ������� @ �!J�������6B G.���.����� � G.���0
.����� �G�.���.��� ��H� G.������ ���!���!� @�.� ��.���!� ���0
�����X�1 !�! �-6>��1 �-����>����C ��������.���C �-���>!� ��.��0
.������F� G.���.������X 1 �� �� @�!��.0G.���.������ ���I��F� G.�0
��.������ ���� G�6B P�������� UVW5X7 G� ������ @����.� �!.���0



$)4 �� )���������	� 	 ����������� �����	

�����A � �C μ5X7 ��G���F�� G.���.������ X 1 ��� *�$�$� � H�6�
�������C �� @ �!J��������F� ������� ���D��C � e*=1 )%1 $))1 "))f�

����� �� Ǳ� 	
	�� �������� �
X ����
�����X� ���
�
��
��������! <���
 ) 9���!
�
L

����!�A !. F ����>1 ��C����6B � ���.���A �.�A��,��������
� �� �-�-E���C�� �� K0G.���.������1 ��� � e$"=f�

����� �� Ǳ� 	
	�� �������� �
X ����
�����X� ���
�
��
��������! 1
���
 ) ��	���!
L

����� �� ,������ 
������� ���!������	�� �������
 ����
��
�
���� ������	�. ��
�	����% 
���!���& ����	�����% 
��������
����� � �� ��

����� �� M�� �����
����� �� ���� �������
� ����
��
��
�
������	
 ���������� ���!��!��� �
�
���
 
��������L �� ��
��� �����������&'��� ����
����
 ��������� ���!��!�� ���
������

����� �� E���
�� ����
��
���� ������	� 
������� 	�
��
��� ��
�������� ���
����. ���
���� 1
���
 ) ��	���!
% 
�
����0�#��&'��% ����	��� ��!!��&'��% p�
����&��� ��!!���
&'�� � ��!� �������� ���
�����

7�-��� � ��!��.��� G.���.������ M5ν7 !������ P!����������0
��� ����.��6B @ �!J�A �� G.���.������ 5a,B, ν7 � !���>��A ��.�A
������C ���.�!�/

ρ5f, g7 /X
∫

�

|f − g|
$ ' |f − g| dν.

���-H����� ��G���F��A P��A ���.�!� G.���.������ M5ν7 ���0
������C ��G���F�>��!�� ��!��.�6� G.���.��������

�������.�� ��������.�� D �-���>! M5ν7� /X UVW5M5ν77/μρ5#71
F�� μρ5#7 /X {f ∈ M5ν7 / ρ5f, #7 ≈ #}1 UVW5M5ν77 /X {f ∈ M5ν7 / εf ∈
μρ5#7 G.� ε ≈ #}� Ǳ ��� 5a,BL, νL7 , ���������� DE�� G.���.��0
���� �M�-�� ��F�� G.���.������ M5ν7� � M5νL7 ������.�>�6�

����� �� <
	 ������� ���� � ����
� ����
����
 ��!��!��
�� $����� ��	���0��	#�� M5ν,X7L �� �� ��� ��	���0��	#��%
��!��!�� �� ����0
��� ��� Ǳ�������
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Ǳ ��� E , G�.C�!��6A ����� � M5ν71 �� �� E , G��G.���0
.������M5ν7 � ��C f ∈M5ν7 � g ∈ E �� ��.�������� |f | ≤ |g| ���� 0
�� f ∈ E� �-����>�� >�.�� E5X7 G.���.������ ��B f ∈M5ν,X71 ��C
!���.6B @ �!J�C v5f7 / t �→ ‖f5t7‖ 5t ∈ Q7 �B���� � E 5P!��������0
�6� @ �!J�� ���H������CD��C7� 
��� E , -���B��� .�I��!�1 ��
E5X7 , -���B��� G.���.������ � ���I����A ��.�� |‖f‖| X ‖v5f7‖E�

����� �� E���
�� ����
��
���& ������	� E5X7�

7�-�0� Ǳ.��G���H��1 >�� 5X,_, μ7 , G.���.������ � !���>��A
��.�A� �������.�� ��!�� F�G�.!���>��� ���H����� M ⊂ ∗X 1 >��
μ5A7 X |A ∩M |/|M |� Ǳ ��� 5M,SL, νL7 , ���������� DE�� G.���0
.������ �M�-��

����� �� *��� ��% ��� �� �����������&'�! �������� ϕ /
_/μ→ SL/νL �
�����
� ���
����
 ϕ5_/μ7 ��������� ��!�������
��!L (��� -�� �
	% �� ����
�� ��������� !�������
% ������������
&'�� ����!� ��!�������& ��
	 �	
�
��% N����� ����
��
����O
-��!���� SL/νL �

����� �� �
 �� �
�
�
 ��� �������� ����	
 � !��� :����

� ����
����� :;��
�

����� ��� �
 �� �
�
�
 ��� ����
���� �� ���������� ���
�� �
�
� FB � F4�

7�-�.� Ǳ ��� 5X,A , λ7 � 5Y,B, ν7 , ������.��6� G.���.������
� !���>�6�� ��.���� N �!J�C μ / A ×Y → R ���6�����C ��������
�����1 ����

?-@ ��C �D-�F� P������� A ∈ A @ �!J�C μ5A, ·7 C��C���C
B0����.���An

?�@ ��C ν0G�>�� ���B y ∈ Y @ �!J�C μ5·, y7 C��C���C G�0
��H�������A !���>��A ��.�A �� A �

����� ��� +
�� ������� ����
���� !�� :;��
 μL �
	% �����
��
 �	
�
�
�� ����
���� !��� ��� �
� 5X,AL, λL7% 5Y,BL, νL7�

����� ��� <
	��
 ����� !���� �����
����!� ���
��
!�∫
f5x7 dμ5x, ·7 �

∫
f5x7 dμL5x, ·7L M�� �������� 
�
����! S��������

��!���� � �
���! ����
�L

��.���� .�I���C ����> $$ � $"1 G�� >���6A �� +� �.��J!��
e"$=f1 G.��������� � G�.�F.�@� *�*�
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�����!� � ��	���
��� �"��	� ���� ��������� � Ǳ� -��! ����
��
� !�
 :;��
 ��
�
�
�� 44 �����
 ���� ����
���
�
 � �������! !�� :;��
 ��� ��	�
����� !�� A �→ μ5A, ·7�

7�-�/� ���� DE�� �.� ����>� ����C�6 .�-���A e"%$f � �����C�0
�C ! ���.�� G.���.����� ��@@�.��J�. ��6B @ �!J�A 5��� e%$1 %"1
%)1 $*"1 $*=f7�

����� ��� 1
����� ���������& ����& �����#�
�
 �
 ������
!�� :����
 ) :;��
�

����� ��� 1
����� ����
��
���& ����& �!	�����

����� ��� *����� � ��������
�� ����
����
 ��00���#��

����� 0�! �
 ������ !�� :����
 ) :;��
 ��!� P@4% @3Q �

7��� �")��)�"*�"+��"9 " �)�!��<

7���-� � F���� & �6 ������1 >��  !�H��A ��!����� !��G�!���A
�-�����A F. GG6 ���D��C F�G�.G.�-��H���C1 !���.6� ��B.��CD��C
G.� G�.�B��� ! ���A������6� F. GG��1 G.�>�� G.��-.�������� N 0
.�� G.�-��H����C ����� ���!.���6� �����F��� � P��A ��C�� ����0
.���� ����������� �� >�A ��!��� ������6B F. GG� �����!��� ��0
�6A !���� QF�G�.�GG.�!����. ��6BR ��!����� !��G�!��6B F. GG�
Ǳ�0������� 1 P��� !���� �!�D>��� �����-����6� F. GG61 ����!�
G����� �F� �G������ �����������

����� ��� +�� ��	
���� 	�!�
	���� ��� ����
������ 
�����
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G�>�� ���B t ∈ Q1 � � G�.G���J�C t �→ f
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If 5u7 /X
∫
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t, u5t7
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dμ5t7 5u ∈ Y 7.

Ǳ.� P��� �>������C If 5u7 /X '∞ � ��� �� >��1 !�F�� ��!��.0@ �!J�C
f
(·, u5·7) �� � ���. ���� �>������1 >�� �G�.���. If / Y �→ E∪{'∞}
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x / Yt / y ⇐⇒ 5∃�tf75x X f5y77.

Ǳ.� ��!�� �G.�������� �!��6�����C1 >�� � E���� �� ��� .������
>���� n / Yt / y1 ��C !���.�F� ���D��C ����I�� ��� .����6� >��0
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H����� X� /X X/R �G.������ ��G���F�D1 G.��C� {F� / F ⊂ X,
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G����������������� xeN f1 !�! ��������1 ���6�����C ��
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.�� �-����>�� >�.�� BeX f G�G������� �� �.� J�B	 ���.�>��!�F�
G.���.������ X∧ , ������.���F� ����� X �
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`���� �6 ���� P�!�� G���.����C - �������>�6B ������A ���.��
���H����� Ǳ����� ����H���� ������C � e$$"1 $$(1 $"%1 "*$f�

Ǳ�-� Ǳ ��� B , @�!��.������C G����C - ���� ��F�-.�� ,�
����������� ����������-��� n0������F� G.���!��� P �� !����� X
���6��D� ���-.�H���� R / Xn → B� Ǳ.��G���H��1 >�� L , C�6!
G�.��F� G�.C�!� � G.���!����� P�, P�, . . . , Pn1 � R�, R�, . . . , Rn ,
@�!��.�����6� - �������>�6� ����.G.���J�� P��B G.���!���� ��
!���� X �

	�C @�.� �6 ϕ5u�, . . . , um7 C�6!� L � x�, . . . , xm ∈ X �-6>��A
.�! .���A G� ����� ϕ �G.����C���C P������ eeϕ5x�, . . . , xm7 ff �� B1
���6����6A �-��
�� ���������� ϕ�

	�C �����6B @�.� � G���F�D�

eePk5x�, . . . , xm7 ff /X Rk5x�, . . . , xm7.

�� I�F�B ��� !J�� G.����CD� G.�����/

eeϕ ∨ ψ ff /X eeϕ ff ∨ eeψ ff,

eeϕ ∧ ψ ff /X eeϕ ff ∧ eeψ ff,

eeϕ→ ψ ff /X eeϕ ff⇒ eeψ ff,

ee¬ϕ ff /X eeϕ ff∗,

ee 5∀x7ϕ ff /X
∧

x∈X
eeϕ5x7 ff,

ee 5∃x7ϕ ff /X
∨

x∈X
eeϕ5x7 ff,

F�� � G.��6B >���CB .������� ���!� ∨,∧,⇒, 5 · 7∗,∧,∨ �-����>�D�
- ���6 �G�.�J�� � B1 G.�>�� a⇒ b /X a∗ ∨ b�
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Ǳ��� +���.C�1 >��  ���.H����� ϕ5x�, . . . , xm71 F�� x�, . . . , xm ∈
X 1 � ϕ5u�, . . . , um7 , @�.� ��1 ������� 5��.��1 �G.�������� � �� G�7
� ��F�-.��>��!�A ������� X /X 5X,R�, . . . , Rn71 � ��G���� D� ��G���
X |X ϕ5x�, . . . , xm71 ���� eeϕ5x�, . . . , xm7 ff X -1 F�� - , ���-���I�A
P������ G����A - ����A ��F�-.6 B�

��� ��F�>��!� ������6�  ���.H����C ��.�6 � X� 
��� G.���0
!�� P� ���� .��������1 �� �.�- D�1 >��-6 � B0������� X /X 5X,X,
R�, . . . , Rn7 �6G���C���� �!����6 .��������� Ǳ.� �6G������� P��F�
�.�-�����C � B0������� X - � � �G.�������6 ��� ��F�>��!� �����0
�6� G.����H���C ��F�!� G�.��F� G�.C�!� � .���������1 �6.����6�
� C�6!� L /X {X, P�, . . . , Pn}�

Ǳ�0� �������.�� ��G�.� - �������>� D ����.G.���J�D C�6!�
���.�� ���H���� v�.���� , N.��!��C � �!�����A �6-�.� �� !�����
X � ��G�����1 >�� C�6! P��A ���.�� L /X {X,∈} ���� C�6! G�.��F�
G�.C�!� � �� �C �� �����6�� G.���!����� X � ∈� ����.G.���J��
P��B G.���!���� �-����>�� >�.�� ee · X · ff � ee · ∈ · ff ���������������
��!�� �-.����1 ee · X · ff, ee · ∈ · ff / X ×X → B1 G.�>��

eeX 5x, y7 ff X eex X y ff, ee∈ 5x, y7 ff X eex ∈ y ff 5x, y ∈ X7.

��I� -��H�AI�C J��� , �B�.�!��.������� B0������6 X /X
5X, ee · X · ff, ee · ∈ · ff71 C��CDE���C �����C�� ���.�� xyp1 �� �� ��0
!��1 >�� X |X xyp� Ǳ�������� .���������� ��� 1 >�� � X �6G��0
�CD��C ��� �!����6 xyp� ��!1 ��G.���.1 ��F����� G.������ $�$�$
�G.����������� �!����6 P!���������������� $�$�4 5$7 ����>���1 >��
��C �D-6B x, y ∈ X ��.��

eex X y ff X
∧

z∈X
5ee z ∈ x ff⇔ ee z ∈ y ff7,

F�� a⇔ b /X 5a⇒ b7 ∧ 5b⇒ a7 ��C a, b ∈ B�
Ǳ�.� B0������ X ���6��D� ��������A1 ���� ��C �D-6B P�����0

��� x, y ∈ X ������I���� eex X y ff X - ���>�� x X y� Ǳ.�������� D
B0������ X ��H�� G.��-.������� � ������� D G ��� @�!��.���0
J�� G� ����I���D P!������������� ∼ /X {5x, y7 ∈ X� / eex X y ff X -}
5@�!��.0!���� �������C � G���E�D B�.�I� ��������F� G.���� N.�F�
, ������� , �!����1 ��� e$$(f7�

+���.C�1 >�� B0������� X �����.@�� X
′ /X 5X ′, ee · X · ff′, ee · ∈ · ff′71

���� � E���� �� -��!J�C β / X → X ′1 ��C !���.�A eex X y ff X eeβx X
βy ff � eex ∈ y ff X eeβx ∈ βy ff G.� ���B x, y ∈ X �
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?-@ X ) ������!
� B������!
 ��!� 4�4�? /
?�@ 
	���!� 
������
 ������� � X/
?0@ 
	���!� -	��������
������� 4�4�? �4 � 0������
�

��� 4�4�? �@ ������� � X ��!� 4�4�5 /
?.@ ���� 0��	#�� f / W�\5f7 → B �
	��
% ��� W�\5f7 ∈

J � W�\5f7 ⊂ X% �� ��'������� x ∈ X �
	��% ���

ee y ∈ x ff X
∨

z∈���f	

f5z7 ∧ ee z X y ff 5y ∈ X7n

?/@ ���� x ∈ X% �� ��'������� 0��	#�� f / W�\5f7 → B
�
	
�% ��� W�\5f7 ∈ J% W�\5f7 ⊂ X% � ���������

������� �� �? ��� 	
����� y ∈ X�

Ǳ�&� B0������ 1  ��������.CDE D �.�-�����C� $�$�% 5$<%71 ��0
�6��D� ������������ �����"# ���.�� ���H���� � �-����>�D� ���0
����� J�B	 /X 5J�B	, ee · X · ff1 ee · ∈ · ff7� ����� J�B	 ���� D� ��!H�
������������ ���������� ������6� ���A���� J�B	 �6.�H��6 �
���� DE�B G.��J�G�B�

?-@ Ǳ�	 0	
 
��� �%�� <
��
� ����!
 ����� !���
����� xyp ������
 � J�B	/ ��!�������	� J�B	 |X
xyp�

?�@ Ǳ�	 0	
 
�����2	$� 	,� (��� 5bξ7ξ∈" ) 
����
���� �����#� � B% 5xξ7ξ∈" ) ��!������ -��!�����
J�B	% �� ��'������� ������������ -��!��� x ∈ J�B	

�
	��% ��� bξ ≤ eex X xξ ff ��� ���� ξ ∈ s�

S������ x ���6��D� �������������� ��������� 5xξ7ξ∈" �����
�����"�� 5bξ7ξ∈" � �-����>�D� \3dξ∈" bξxξ�

?0@ Ǳ�	 0	
 ���%	�#��� +�� �&��� 0�!��� ϕ5u7
����� xyp ����!����% � 	����
��
!� �� J�B	 ���
'������� -��!��� x� ∈ J�B	 �
	��% ���

ee 5∃u7ϕ5u7 ff X eeϕ5x�7 ff.

���D��1 � >��������1 ���� ��1 >�� ���� ee 5∃~x7ϕ5x7 ff X -1 �� � 0
E���� ��1 � G.���� ����������6A1 P������ x� �� J�B	1 ��C !���.�F�
�6G���C���C eeϕ5x�7ff X -�
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Ǳ�2� >�'������� ������������ ����
����� x �→ x∧ �� J �
J�B	% ����������&'�� �����
���!.

?-@ x X y ↔ eex∧ X y∧ff X -n
x ∈ y ↔ eex∧ ∈ y∧ff X - 5x, y ∈ J7%

?�@ ee z ∈ y∧ff X
∨
x∈yeex

∧ X z ff 5z ∈ J�B	% y ∈ J7�

S�� ���-.�H���� ���6��D� 
��������
�� ���(�����  ����.0
� �� ���B ���H���� � - �������>�6A  ����.� ��

?0@ 3&�� 	��  '� 
�	 0	
 
��� �%�� Ǳ���� 0��
!��
 ϕ5u�, . . . , un7 ��
�����
% �� �� � DD ���������
��� 	�
���� �!�&� ��� 5∀u75u ∈ v → . . . 7 � 5∃u75u ∈
v ∧ . . . 7% ��� �� � ��	
'����� �
���� 5∀u ∈ v7 �
5∃u ∈ v7� ����
 ��� ����������� x�, . . . , xn ∈ J
�����������

ϕ5x�, . . . , xn7 ↔ J�B	 |X ϕ5x∧
� , . . . , x

∧
n7.

Ǳ�7� 	�C P������� X ∈ J�B	 �F� ���
 X↓ �������C G.������
X↓ /X {x ∈ J�B	 / eex ∈ X ff X -}� ���H����� X↓ C��C���C -�
�
�����
��1 �� �� �6��.H����� ��������H�6� G�.���I�����C ����B
P���������

Ǳ�1� Ǳ���� F ) ������������ ��X � Y �����J�B	% �� �� X,Y, F ∈
J�B	 � eeF ⊂ X × Y ff X eeF �X ∅ ff X -� >�'�������% � ����! �����
��������% ������������ F↓ �� X↓ � Y ↓ �
	��% ��� ��� �&���� !�����
���
 A ⊂ X↓ ����� J�B	 ����� F 5A7↓ X F↓5A↓7� Ǳ� -��! eeF )
����
����� �� X � Y ff X - � ��! � ����	� � ��! ����
�% ���� F↓ )
����
����� �� X↓ � Y ↓�

� >��������1 ���-.�H���� f / Z∧ → Y �� �.� J�B	1 F�� Z ∈ J1
�G.����C�� ���������� D @ �!J�D f↓ / Z → Y ↓1  ��������.CDE D
 �����D f↓5z7 X f5z∧7 ��C ���B z ∈ Z�

Ǳ�-6� Ǳ ��� X ∈ P5J�B	7� �G.������ @ �!J�D f / W�\5f7 →
B @�.� ����/ W�\5f7 X X � 3\5f7 X {-}� ��F����� $�$�% 547 � E�0
��� �� P������ X↑ ∈ J�B	 ��!�A1 >��

ee y ∈ X ff X
∨

x∈X
eex X y ff 5y ∈ J�B	7.

S������ X↑ 5����������6A � ��� �!����6 P!�������������0
���7 ���6��D� ���7���� X � Ǳ.� P��� �G.�������6 @�.� �6/
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?-@ Y ↓↑ X Y 5Y ∈ J�B	71

?�@ X↑↓ X \3d5X7 5X ∈P5J�B	771
F�� \3d5X7 , ���H����� ���B G�.���I�����A ���� \3d bξxξ1 5xξ7 ⊂
X 1 � 5bξ7 , .��-����� �����J6 � B�

Ǳ�--� Ǳ���� X,Y ∈ P5J�B	7 � F ) ������������ �� X � Y �
1
��������� ����������.

?-@ ��'�������% � ����! ������������% ������������ F↑
�� X↑ � Y ↑ ����� J�B	 �
	��% ��� �!��� !���� 
�
������� W�\5F↑7 X W�\5F 7↑ � ��� 	
����� ���!���
�����
 A !�������
 W�\5F 7 ���������

F↑5A↑7 X F 5A7↑n

?�@ ������������ F &
����������"��% �� ��

y� ∈ F 5x�7→ eex� X x� ff ≤
∨

y�∈F �x�	
ee y� X y� ff.

������������ F - ��� ���-.�H����� �� X � Y � ��� � ����!� � ���
�� >��1 ���� eeF↑ / X↑ → Y ↑ ff X -� � >��������1 ���-.�H���� f /
Z → Y ↓ G�.�H���� @ �!J�D f↑ / Z∧ → Y ��! D1 >�� f↑5x∧7 X f5x7
��C ���B x ∈ Z�

Ǳ�-�� Ǳ.��G���H��1 >�� �� ��G ���� ���H����� X ������ B0
���
���1 �� �� �G.������� ���-.�H���� d / X × X → B1  �����0
���.CDE�� Q�!������ ���.�!�R/

?-@ d5x, y7 X 6 ↔ x X yn

?�@ d5x, y7 X d5y, x7n

?0@ d5x, y7 ≤ d5x, z7 ∨ d5z, y7�
��F�� � E���� D� P������ X ∈ J�B	 � ��K�!J�C ι / X → X ′ /X

X ↓ ��!��1 >�� d5x, y7 X ee ι5x7 �X ι5y7 ff � �D-�A P������ x′ ∈ X ′

����� G.����������� x′ X \3d bξιxξ1 F�� 5xξ7 ⊂ X 1 � 5bξ7 , .��-�����
�����J6 � B� S��� @�!� G�����C�� .������.����� ���H����� � B0
��. !� .�A !�! G�����H�����J�B	 � �G�.�.����� � ���� � G���E�D
�G�����6B �6I� G.�����
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?-@ ��!� �� ������ - �������>�6� �������� .����� @ �!J��0

������F� �������1 !���.6A ��G���� �� ���������6� ������ ���.��
���H���� e4("1 4(4f� � G�������� �.��C P��� ��.��� �.�!� D� .��0
I�.�������1 �!�D>�C � ��F� �����61 ��������6� �� �����.�������
��G���������� �� B .����>�6B - �������>�6B ������A ���.�� ���0
H�����

?�@ ����� G��>�.!� ��1 >�� �������� - �������>�6B ������A ��
-6�� ��C���� � ���.��A ��!��.�6B .�I���!� ���-B����6� ��C P��F�
C�6!��6� � ��B��>��!�� �.������ �!��>������� �@�.��.������� �
.��!�B ��������>��!�A ��F�!�  H� ! $(*# F� ����!� ��� �E� �� -60
�� ��A F���.�����A ����1 !���.�C �G���������� G.����� ! - .��� 
G.�F.��� � ���.�� ������A�

��!�C ���C G.�I�� � ��!.6���� ��P��1 !���.6A � $(*= F�  ���0
����� �-���D�� D ��.��.�I������ 5� ��>��� ��������>��!�� ��6�0
��7 !�����>��!�A !�����  �0G.�-���6 e((1 4"#f� ������ � ��C�� �
���6������� ������ @�.���F� ��P�� �����!�� - �������>�6� ����0
�� ���.�� ���H����1 �������� !���.6B G.��C�� ��C�6���� � �����0
�� ��G��!�1 �!����1 ������C 5��� e&41 $$(1 "*$1 4*=1 %$"f7�

Ǳ��.�-�6A ����.��� P��F� .������ G.��������� � e%#1 $$(1 $"%1
"*$f� ����H���6� G.���6 � .���6B ��.�����B I�.�!� ��G���� D��C
� �����������CB G� ���.�� - �������>�6B ������A� N�.�� �G �!�� �
G��K���� ���-���� G.��G���-���� ! ����>�� ������� e$$"1 $$(1 $"%f�
Ǳ�F. H���� ���H���� � - ����A ��. !� .�A � - �������>�6A  ��0
��.� � ��G���� �� ����� ������C , ������-� ��1 G.����H���6A
��� .���� ��C G�F. H���C G���6B - ���6B ��F�-. e4&*f�
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-� �!���� +� Ǳ�1 � ��������� �� �� G�.C��>���6� ��!��.�6�
G.���.�������,������-�.�!/ �� !�1 $(&)�,=*) ��

�� ���!����.�� �� 	� �-E�A ��F�C� �� ��������! �� ��������0
!�1 �� ����.H����1 �����6 � ���>�����,��/ ���0�� �� ����1
$(%*�,�� $�,�� %<&)�
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Lp5Ĝn71 $%"
ı1 $%4
ı̂1 $%4
Dtest1 $%%
D̂test1 $%%
Sn1 $*#1 $*$
X 1 $*4
B1 $*4
XN 1 $*4
ki�d�5·71 $*4
Af 1 $*(

A
�n	
f 1 $*(

S
��	
n 1 $*(
B

�n	
f 1 $*(

ı̂1 $&$
Wf 1 $)#
ee · ff1 "##
|X1 "#$
-1 "#$
J�B	1 "#"
X↓1 "#=
X↑1 "#=



Ǳ�������$� '�������(

B0��. !� .�1 "#4

S0��G.�.6���C @ �!J�C1 $#)
S0��G.�.6���� G.�����������1

$$%

A 0����.���C �� �.���CC
@ �!J�C1 =#

S 0����F.�. ���C �� �.���CC
@ �!J�C1 ="

SM 0����F.�. ���C @ �!J�C1
=4

Sp0����F.�. ��6A ��@���F1
$##

Sp,�0��@���F f 1 $##

σ0!���>��� G��G.���.������1
=4

τ 0���>��!�A ��������1 $4#
τ 0�� >�A�6A P������1 4#

�-��.�!��6A �G�.���.
���6J!�F�1 $("

�-��.�!��6A �G�.���.
.6����1 $($

������.@��� ��.� ���1 4$
�GG.�!����. ���C F. GG�1

$%#

-���� � P.-�B�1 (
-��!���>�� ���6A P������1 "
- ���� ��F�-.� �>����F�

��G�1 44

- �������>��C ����.G.���J�C1
"##

- �������>��C ������1 "#"
- �������>�6A ������1 2
- �������>�6A  ����.� �1 "#"
-6��.�  -6��DE�C @ �!J�C1

$=$

�� �.���� ����A��
����������� ���H�����1 %

�� �.���CC .����.�����1 %
��G��!�1 "#%

+M�����1 233
F�G�.!���>����.���

G.���.������1 41 %
F�G�.G.�����������1 $$%
F�G�.G.�-��H����1 %"1 $$(
F�G�.G.�-��H���� F. GG61

$"#
F�G�.G.�-��H����

G.���.������ � ��.�A1 4)

	�! �C0�������1 $=
���A�������C G.�-��H�DE�C

G�����������������1 $=$
���A��������

F�G�.G.�-��H����1 $"&
���!.����C !��G�!������1 "4
���!.����C �B��������1 $%
���!.����� G.��-.��������

N .��1 &*1 $#*
���!.����� G.�-��H����1 $%



Ǳ��������� �������� "4%

��G �����C �.�A!� F. GG1 $#*
���� G�6A P������1 "
�.�-��C >���� >����1 $4#

�����>�6A I�.1 &

����.������ G� �M�- 1 =#
�����.@��C -���B���

.�I��!�1 &
����F.����6A �G�.���.1 %=
��@������������6A

������1 2

�����1 23
!�����>��!�C ��G���F�C1 (=
!�����>��!�� ���H����1 "#=
!�����>��!�� G.���.������

�M�-�1 =4
��> .���!�A �� +�1 $(&
!����!��G�!���C

G�����������������
�G�.���.��1 $)

!���J� τ 0���>��!�B J��6B1
$=)

!���J� G������>��!�B
J��6B1 $4(

!��G�!���C
G�����������������
�G�.���.��1 "%

��P�1 321 "#%
�.����1 $=

��@���F1 =#1 =41 $"&
� ��� �� ��1 2333
�D!���- .F1 $=1 $)=

��.� �M�-�1 =#

����������C
G�����������������1 4$

�������1 23
��������.���C �-���>!�1 =1 &=
��������.��6A ������1 2
��.��.������C - ����

��F�-.�1 44
��.��. DE�A ���H�����1 ()
��.��. DE�A ���H�����

G.�-��H�DE�A
G�����������������1 $%$

�-����� G.�-��H���C1 $%
�G�.���. +���-�.�� ,

l�����1 %4
�G�.���. ��G� l.M����F�.�1

$&%
�.��F������� ��������6A

�G�.���.1 $($
�.��F���������� �

��.��.�������
G.���.������1 (

�������� G���1 "
������������C ������.������1

$(%
�J��!� ����������1 "##

G�.���I������1 "#"
Ǳ���� �� ��1 $))
G��K�� ���H�����1 "#=
G�����������������

���!.���6B
G.�-��H���A1 $%

G����C���C Ǳ���!�1 )(
G.�-��H�DE�C

G�����������������1
$=$1 $%#

G.��J�G ���G.�����������1 )(
G.��!����6A G.����

G�����������������
F. GG1 $=*

G.�!��������.��6A P������1
$*4

G.����C �� �.���CC @ �!J�C1
=$

G.���.������ �M�-�1 =#
G�������@@�.��J�����6A

�G�.���.1 $*(

.������.��C ���!.����C
�B��������1 $%

.������.��C !��G�!������1
"4

.������.��C ��.� �M�-�1 =4

.����H���� �����J61 44

.��I�.���� F. GG61 $""
��-�����1 321 23



"4* Ǳ��������� ��������

������� ���!.�����
G.�-��H����1 $%

������ �G�.���.�1 $*(
�!���1 "#%
�� >�A��C !���>��0

���������C ��.�1 &#
�� >�A��C ��.�1 &#1 $)%
�� >�A�6A P������1 =(
��-�������C @ �!J�C1 $$"
��-������6� ���>���C1 $$"
����������C G.�-��H�DE�C

G�����������������1 $%*
������A1 "#%
�G�!�. �G�.���.�1 $$
�G �! P�������1 "#=
������.���0!���>���

�� �.����� ���H�����1 (%
�>���DE�C ��.� � �����1 =4

��!� ��1 "#%
���.��� ��������!���1 ))
���.��� ��A!��1 $(4

���.��� ��B���� ,
� .�����!�F� ,
�6��0��.�����!�F�1 $(4

��>�>�6A �G�!�.1 $$

 ������ 5∗71 (%
 ������ �>������� ����J�G�A1

44

B�.�!��.����!�1 44
B�.�I�� F�G�.G.�-��H����1

$"#
g.-�>�!1 23

J���C >���� >����1 $4#
J�!��>��!�� ���H�����1 "#=

SA��.1 $(%
P!��������������

������������1 "#4
P.F���>��!�A �G�.���.1 4$

C�.� ����F.�����F�
�G�.���.�1 %=



������ ��(��", ����"���"5

������� ������", ����("��"5

����������� ��4;�� ��4�����"5

�������
����	� �����

����� �

��.�C &�����������	� 
����	 ������'

�����������6A .���!��.
�!�����! �� �� ������	


����!��. ��.��
�� �� ����������

'������� ������#���� �� �� ��������

������� G��F�������� � ��G����������� ��!.�G�!��� AMS0|�?1
.��.�-������F� ���.�!���!�� ��������>��!�� �-E�������

|�3Y kj�U3LcV3�Z �cY V�k]Y]V jY3Z� AMS0|�?1
V�] �\]i3LcZ �cV�]\cV3LcU 9�L3]V��Y|�? \cLi� Y�YV]\�

Ǳ������� � �����# 7O�7L�74� P��
�� L7× Q9 �/��� Ǳ����# �"�������
R��� ���� �� 49)Q� R������ �� 49)Q� ���� M77 *��� S���� T UO�

��J����C �� � #*%*$4 �� ) C���.C $(() F�
������������ ������ �� ��������!��

*=##(# ������-�.�!1 G.� �!�����!� ��G�DF�1 4�

��J����C Ǳ�	 � %&<4= �� "" �G.��C $(() F�
��G�>����� �� G���F.�@�>��!��  >���!� �� �� ����

*=##(# ������-�.�!1 G.� �!�����!� ��G�DF�1 4�


