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С.С. Кутателадзе

ТЕОРЕМА ЛЯПУНОВА,
ЗОНОИДЫ И БЭНГ-БЭНГ

Аннотация. Дополнительные замечания о некоторых связях тео-
ремы Ляпунова о множестве значений неатомической меры с 
современными разделами анализа, геометрии и оптимального уп-
равления.

Эта заметка написана в качестве краткого дополнения к рабо-
те [1].

Теория и практика экстремальных задач, выбор оптимального 
управления в детерминированных и стохастических условиях, мно- 
гие подходы математической экономики базируются на фундамен- 
тальных идеях функционального анализа, связанных с выпукло- 
стью и мерой.

Теорема Ляпунова о выпуклости занимает особое место в со-
временной математике, поскольку лежит на стыке теории выпук-
лых тел и теории меры. Теорема Ляпунова стала отправной точкой 
многочисленных исследований как в области векторного интегри-
рования в рамках математического анализа, так и в сфере геомет-
рического изучения специальных конечномерных выпуклых тел, 
слу жащих множествами значений безатомных векторных мер.

Удивительность открытия Ляпунова связана с парадоксальным 
и хрупким балансом взаимодействия разнообразных конечномер- 
ных и бесконечномерных идей. Эффекты теоремы Ляпунова про- 
падают или распадаются, если допустить в рассмотрение недиф- 
фузные, или конечно-аддитивные меры, или же меры со значения-
ми в бесконечномерных пространствах (см., в частности, вторую 
статью А.А. Ляпунова (ссылка [2] в [1] и [11]). Между тем, с гео-
метрической точки зрения в теореме Ляпунова речь идет об отоб-
ражении крайних точек некоторого бесконечномерного компакт-
ного выпуклого множества. Именно это обстоятельство обыгрыва-
ется в изящном доказательстве Линденштраусса, найденном в 
1966 г. и немало способствовавшем популяризации теоремы Ляпу-
нова (см. работу [6] в [1]).
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Надо отметить, что в настоящее время известны доказатель-
ства теоремы Ляпунова, основанные только на самых первых фак-
тах математического анализа (см., в частности, [2], [4]). Таково и 
весьма элегантное доказательство Росса, найденное в 2005 г. и ос-
нованное только на теореме о промежуточных значениях [15].

Теорема Ляпунова сразу же поставила вопрос об описании тех 
выпуклых компактов в конечномерном пространстве, которые слу-
жат множествами значений диффузных мер. В современной геомет-
рической литературе эти компакты получили название зоноидов. 
Среди зоноидов выделяются суммы Минковского конечного числа 
отрезков – зонотопы. Зонотопы заполняют выпуклый конус в про-
странстве выпуклых тел, плотный в замкнутом множестве всех зо-
ноидов. Впервые (и почти в современном виде) описание мно-
жеств значений векторных мер в теореме Ляпунова было найдено 
К.И. Чуй киной (см. работы [8], [9] в [1]). Этот результат был вско-
ре несколько дополнен и упрощён Е.В. Гливенко (см. [10] в [1]). 
Нынешние зонотопы именовались в ту пору параллелоэдрами.

Крупное дальнейшее продвижение в исследовании множеств 
значений векторных мер принадлежит В.А. Залгаллеру и Ю.Г. Ре-
шетняку, которые описали зоноиды как результаты смешения ли-
нейных элементов спрямляемой кривой в конечномерном евкли-
довом пространстве в 1954 г. (см. [11] в [1]). В этой же работе было 
предложено новое доказательство теоремы Ляпунова и описаны 
зонотопы как те и только те выпуклые многогранники, чьи дву-
мерные грани имеют центры симметрии. К сожалению, эти работы 
остались практически неизвестными на Западе. Аналогичные ре-
зультаты были получены Болкером лишь через пятнадцать лет в 
1969 г. (см. [3]).

Важно отметить исключительную роль теоремы Ляпунова в 
обосновании «бэнг-бэнг» принципа в теории оптимального управ-
ления. Этот принцип утверждает, что оптимальные управления 
осуществляются крайними точками множества допустимых управ-
лений.

Смысл «бэнг-бэнг» принципа состоит в том, что в условиях 
ограниченных ресурсов для оптимального перехода управляемой 
системы из одного состояния в другое за минимальное время не-
обходимо использовать крайнее «бэнг-бэнг» управление. Иначе 
говоря, если у системы есть оптимальное управлениe, у нее есть 
оптимальное «бэнг-бэнг» управление [7, с. 47]. Об этом см., в част-
ности, [6], [8], [9], [10], [12].

В заключение отметим, что история теоремы Ляпунова в рам-
ках функционального анализа несколько отражена в [14]. О месте 
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этой теоремы и исследованиях по её обобщению в рамках теории 
меры см. [13]. Относительно зоноидов см., в частности, [5].
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