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Аннотация. В теории сингулярных операторов с инволютивным сдвигом полностью изучены вопро-
сы нётеровости (фредгольмовости) и индекса оператора вида A+V B, где A и B — сингулярные опе-
раторы, а V — оператор инволютивного сдвига в пространстве p-суммируемых функций на простом
замкнутом контуре типа Ляпунова. Вместе с оператором A+V B рассматривается соответствующий

матричный сингулярный оператор без сдвига M =

(

A V BV

B V AV

)

. Хорошо известно, что операто-

ры A + V B и M нётеровы или нет одновременно, а их индексы относятся как 1:2. Аналогичные
вопросы об одновременной нётеровости и пропорциональности индексов возникают для бисингуляр-
ных операторов с инволютивным сдвигом A + WB и их соответствующих матричных операторов

M =

(

A WBW

B WAW

)

, где A и B — бисингулярные операторы, а W — оператор инволютивного

сдвига в пространстве p-суммируемых функций на прямом произведении простых замкнутых кон-
туров типа Ляпунова. В настоящей работе исследованы бисингулярные операторы с инволютивным
сдвигом, распадающимся на одномерные компоненты. Рассмотрены два вида таких сдвигов — по-
координатный и перекрестный. В этих случаях соответствующие матричные операторы являются
матричными бисингулярными операторами без сдвига. Получена одновременная нётеровость би-
сингулярного оператора со сдвигом и соответствующего матричного бисингулярного оператора без
сдвига. Установлена пропорциональность индексов бисингулярных операторов с покоординатным
сдвигом и соответствующих матричных операторов, а именно: доказано, что индексы этих операто-
ров относятся как 1:2. В частном случае такой же результат об индексах получен и для перекрестного
сдвига.

Ключевые слова: оператор Нётера, индекс оператора, бисингулярный оператор, инволютивный
сдвиг.
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1. Введение и постановка задачи

Пусть Γ1 и Γ2 — простые замкнутые контуры типа Ляпунова в комплексной плоско-
сти, ориентированные против часовой стрелки, Γ — любой из этих контуров, 1 < p < +∞.
В пространстве Lp(Γ) введем оператор сингулярного интегрирования Коши S, который
иногда будем обозначать также SΓ. Рассмотрим две операторные алгебры: Bp(Γ) — бана-
хова алгебра всех линейных ограниченных операторов в Lp(Γ); Ap(Γ) — банахова подал-
гебра в Bp(Γ), порожденная оператором S и всеми операторами умножения на функции
класса C(Γ).

c© 2024 Ефимов С. В.
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Операторы из алгебры Ap(Γ) называются сингулярными операторами.

Всякий гомеоморфизм Γi → Γj с невырождающейся гёльдеровской производной бу-
дем называть одномерным сдвигом (i, j = 1, 2). С одномерным сдвигом ϕ (Γi → Γj)
связан обратимый оператор Vϕ, действующий из Lp(Γj) в Lp(Γi) по правилу Vϕf = f ◦ ϕ,
f ∈ Lp(Γj). Оператор Vϕ назовем оператором сдвига ϕ.

Как обычно, биективное отображение g некоторого множества на себя называется
инволютивным, если g−1 = g и отображение g не является тождественным. Очевидно,
что если одномерный сдвиг на Γ инволютивный, то связанный с ним оператор сдвига
в Lp(Γ) тоже будет инволютивным.

В теории сингулярных операторов со сдвигами полностью изучены вопросы
нётеровости (фредгольмовости) и индекса сингулярного оператора с инволютивным
сдвигом, т. е. оператора A + VϕB, где A,B ∈ Ap(Γ) и ϕ — инволютивный одномерный
сдвиг на Γ, путем перехода к соответствующему матричному сингулярному оператору

без сдвигов

(
A VϕBVϕ

B VϕAVϕ

)
, действующему в Lp(Γ) ⊕ Lp(Γ). Имеет место следующее

утверждение.

Теорема 1 [1, с. 75; 2, с. 107]. Пусть A,B ∈ Ap(Γ) и ϕ — инволютивный одномерный

сдвиг на Γ. Тогда операторы A+VϕB и

(
A VϕBVϕ

B VϕAVϕ

)
нётеровы или нет одновременно.

При этом в случае нётеровости операторов их индексы связаны отношением

Ind(A+ VϕB) =
1

2
Ind

(
A VϕBVϕ

B VϕAVϕ

)
.

Основная задача работы — поиск аналога теоремы 1 для бисингулярных операторов
со сдвигом.

Пусть Bp — банахова алгебра всех линейных ограниченных операторов в Lp(Γ1 × Γ2),
а Ap — банахова подалгебра в Bp, порожденная операторами S ⊗ I, I ⊗ S и всеми опе-
раторами умножения на функции класса C(Γ1 × Γ2) (здесь и дальше во всех тензорных
произведениях операторов вида A⊗B оператор A действует в Lp(Γ1), а B — в Lp(Γ2)).

Операторы из алгебры Ap называются бисингулярными операторами.

Пусть α — инволютивное отображение тора Γ1 × Γ2 на себя (инволютивный сдвиг
на торе) одного из двух видов:

1) покоординатный сдвиг

α(t1; t2) = (α1(t1);α2(t2)), t1 ∈ Γ1, t2 ∈ Γ2, (1)

где α1 (Γ1 → Γ1) и α2 (Γ2 → Γ2) — инволютивные одномерные сдвиги,

2) перекрестный сдвиг

α(t1; t2) = (α1(t2);α2(t1)), t1 ∈ Γ1, t2 ∈ Γ2, (2)

где α1 (Γ2 → Γ1) — одномерный сдвиг и α2 = α−1
1 .

Со сдвигом α связан обратимый оператор W , действующий в Lp(Γ1×Γ2) по правилу
Wf = f ◦ α, f ∈ Lp(Γ1 × Γ2). При этом оператор W является инволютивным: W 2 = I и
W 6= I. Отметим, что если α — сдвиг (1), то W = Vα1

⊗ Vα2
.

В работе рассматриваются бисингулярные операторы со сдвигом α, т. е. операторы
вида A +WB, где A,B ∈ Ap, и соответствующие матричные бисингулярные операторы
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без сдвигов

(
A WBW

B WAW

)
, действующие в пространстве Lp(Γ1 × Γ2)⊕ Lp(Γ1 × Γ2). По-

лучена одновременная нётеровость операторов A+WB и

(
A WBW

B WAW

)
. Установлена

пропорциональность индексов бисингулярных операторов со сдвигом (1) и соответству-
ющих матричных операторов. В частном случае такой же результат об индексах получен
и для сдвига (2).

Исследование основано на символических исчислениях, построенных для бисингу-
лярных операторов со сдвигом в работах [3–5].

Другие конструкции бисингулярных операторов со сдвигами исследовались
на нётеровость и индекс автором в [6–10].

2. Необходимые сведения о сингулярных и бисингулярных операторах

Пусть Kp(Γ) — идеал всех компактных операторов алгебры Bp(Γ).

Лемма 1 [1, с. 31; 2, с. 14]. Если a ∈ C(Γ), то aS − SaI ∈ Kp(Γ).

В пространстве Lp(Γ) введем проекторы Рисса P± = 1
2(I±S). Тогда из леммы 1

следует, что алгебра Ap(Γ) совпадает с множеством всех операторов в Lp(Γ) вида
a+P+ + a−P− +K, где a± ∈ C(Γ) и K ∈ Kp(Γ).

Отметим, что алгебра бисингулярных операторов Ap представима в виде топологи-
ческого тензорного произведения алгебр сингулярных операторов: Ap = Ap(Γ1)⊗̂Ap(Γ2).

Рассмотрим также топологические тензорные произведения K
1
p = Kp(Γ1)⊗̂Ap(Γ2),

K2
p = Ap(Γ1)⊗̂Kp(Γ2) и Kp = Kp(Γ1)⊗̂Kp(Γ2), являющиеся идеалами алгебры Ap. Из ре-

зультатов [11] известно, что K
1
p ∩ K

2
p = Kp и Kp совпадает с идеалом всех компактных

операторов алгебры Bp.
Операторы A и B из алгебры Bp называются частично локально эквивалентными по

первой переменной в точке t1 (∈ Γ1), если для любого ε (> 0) найдется такая окрестность
u (⊂ Γ1) точки t1, что

‖(A−B)(Pu ⊗ I)‖ < ε,

где Pu — оператор умножения на характеристическую функцию окрестности u, действу-

ющий в Lp(Γ1). Кратко этот факт будем отмечать следующим образом: A
1,t1
∼ B. Симмет-

рично вводится отношение частичной локальной эквивалентности по второй переменной

в точке t2 (∈ Γ2), отмечаемое как A
2,t2
∼ B. Следует отметить [11], что

1) если Ki ∈ K
i
p, то Ki

i,ti
∼ O (i = 1, 2, ti ∈ Γi);

2) если A,B ∈ Bp, C ∈ Ap и A
1,t1
∼ B, где t1 — некоторая точка контура Γ1, то

AC
1,t1
∼ BC (аналогичное свойство имеет место и для частичной локальной эквивалент-

ности по второй переменной).
Если A ∈ Ap, то для любых t1 (∈ Γ1) и t2 (∈ Γ2) найдутся [11] такие операторы A±

1 (t1)
(∈ Ap(Γ2)) и A±

2 (t2) (∈ Ap(Γ1)), что

A
1,t1
∼ P+ ⊗A+

1 (t1) + P− ⊗A−
1 (t1),

A
2,t2
∼ A+

2 (t2)⊗ P+ +A−
2 (t2)⊗ P−.

При этом семейство сингулярных операторов A±
i (ti) (i = 1, 2, ti ∈ Γi) определяется

бисингулярным оператором A единственным образом и называется символом бисингу-
лярного оператора A. С другой стороны, бисингулярный оператор определяется своим
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символом единственным образом с точностью до компактного слагаемого из Kp. Также
отметим, что оператор-функции A±

1 , A±
2 непрерывны в равномерной операторной топо-

логии, а четыре соответствия A 7→ A±
1 , A 7→ A±

2 являются гомоморфизмами банаховых
алгебр.

Теорема 2 [11]. Нётеровость бисингулярного оператора A из алгебры Ap равно-

сильна обратимости всех операторов его символа A±
i (ti) (i = 1, 2, ti ∈ Γi). При этом

регуляризатор оператора A принадлежит алгебре Ap и символ регуляризатора состоит

из операторов (A±
i (ti))

−1.

В пространстве Lp(Γ1×Γ2) введем четыре проектора P±+ = P± ⊗ P+, P±− = P± ⊗ P−.
Если функция a класса C(Γ1 × Γ2) не имеет нулевых значений, то через ind1a и ind2a

будем обозначать частичные индексы функции a по первой и по второй переменным
соответственно.

Теорема 3 [11–13]. Пусть a±+, a±− ∈ C(Γ1 × Γ2). Тогда для нётеровости бисингу-

лярного оператора A = a++P+++a+−P+−+a−+P−++a−−P−− необходимо и достаточно,

чтобы выполнялись условия

1) функции a±+, a±− не имеют нулевых значений;

2) ind1a+± = ind1a−±, ind2a±+ = ind2a±−.

При этом индекс оператора A вычисляется по формуле

IndA = (ind1a++ − ind1a−−)(ind2a+− − ind2a−+) = ind1
a++

a−−
· ind2

a++

a−−
.

Рассмотрим теперь матричные бисингулярные операторы. Если R — некоторое
кольцо или алгебра, то через R

(2) обозначим кольцо или, соответственно, алгебру
всех квадратных матриц второго порядка с элементами из R. В дальнейшем усло-

вие

(
a c

b d

)
∈ R

(2) будет по умолчанию означать, что a, b, c, d ∈ R. Если R — неко-

торая алгебра линейных операторов в линейном пространстве L, то матрицы из ал-
гебры R

(2) естественным образом рассматриваются как линейные операторы в ли-
нейном пространстве L⊕ L. Операторы из алгебры (Ap)

(2) действуют в пространстве
Lp(Γ1 × Γ2)⊕ Lp(Γ1 × Γ2) и называются матричными бисингулярными операторами.

Если M =

(
A C

B D

)
∈ (Ap)

(2), то символом оператора M назовем семейство опе-

раторов M±
i (ti) =

(
A±

i (ti) C±
i (ti)

B±
i (ti) D±

i (ti)

)
(∈ (Ap(Γ3−i))

(2)), где i = 1, 2, ti ∈ Γi. Очевидно,

что матричный бисингулярный оператор из алгебры (Ap)
(2) определяется своим симво-

лом единственным образом с точностью до компактного слагаемого из (Kp)
(2).

Для матричных бисингулярных операторов справедливо следующее утверждение, до-
казательство которого ничем принципиально не отличается от доказательства теоремы 2.

Теорема 4. Нётеровость матричного бисингулярного оператора M из алгебры (Ap)
(2)

равносильна обратимости всех операторов его символа M±
i (ti) (i = 1, 2, ti ∈ Γi). При

этом регуляризатор оператора M принадлежит алгебре (Ap)
(2) и символ регуляризатора

состоит из операторов (M±
i (ti))

−1.

Пусть Ap,W — множество всех операторов в Lp(Γ1 ×Γ2) вида A+WB, где A,B ∈ Ap.
Операторы из Ap,W мы называем бисингулярными операторами со сдвигом α.

Лемма 2 [1, с. 35; 2, с. 39]. Если ϕ (Γi → Γj) — одномерный сдвиг (i, j = 1, 2), то

VϕSΓj
V −1
ϕ − γSΓi

∈ Kp(Γi),

где γ = +1, когда ϕ сохраняет ориентацию, и γ = −1, когда ϕ меняет ориентацию.
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Из леммы 2 следует, что если A ∈ Ap, то и WAW ∈ Ap. Тогда множество Ap,W

является алгеброй, порожденной оператором W и всеми бисингулярными операторами
из алгебры Ap.

Вместе с оператором A+WB, где A,B ∈ Ap, мы будем рассматривать сопутствующий

оператор A −WB и соответствующий матричный оператор

(
A WBW

B WAW

)
, принадле-

жащий алгебре (Ap)
(2). Отметим один известный (например, [1, с. 398]) элементарный

алгебраический факт, устанавливающий связь между этими операторами.

Лемма 3. Пусть R — некоторая алгебра с единицей e и нулем o над полем комплекс-

ных чисел, a, b, w ∈ R и w2 = e. Тогда имеет место следующее подобие в алгебре R
(2):

(
a wbw

b waw

)
= G

(
a+ wb o

o a− wb

)
G−1,

где G = 1√
2

(
e e

w −w

) (
и G−1 = 1√

2

(
e w

e −w

))
.

Нам также понадобится одно свойство, связанное с регуляризацией оператора(
A WBW

B WAW

)
, где A,B ∈ Ap. Предварительно рассмотрим вспомогательное утвержде-

ние.

Лемма 4. Пусть R — некоторое ассоциативное кольцо с единицей e. Пусть также

a, b, w ∈ R и w2 = e. Тогда если матрица µ =

(
a wbw

b waw

)
обратима в R

(2), то обратная

матрица имеет вид µ−1 =

(
c wdw

d wcw

)
, где c и d — некоторые элементы кольца R.

⊳ У нас µ−1 =

(
c g

d h

)
, где c, d, g, h ∈ R. Рассмотрим матрицу ρ =

(
c wdw

d wcw

)
. Так

как µµ−1 =

(
e o

o e

)
, где o — нуль кольца R, то ac+wbwd = e и bc+wawd = o. Умножая

эти равенства слева и справа на w, получаем еще два равенства bwdw + wacw = e и

awdw + wbcw = o. Но тогда µρ =

(
e o

o e

)
. Таким образом, µ−1 = ρ. ⊲

Теорема 5. У нётерова оператора вида

(
A WBW

B WAW

)
, где A,B ∈ Ap, есть регуля-

ризатор аналогичного вида

(
C WDW

D WCW

)
, где C и D — некоторые операторы из ал-

гебры Ap.

⊳ Пусть A,B ∈ Ap и оператор M =

(
A WBW

B WAW

)
нётеров. По лемме 4 у опера-

тора M есть регуляризатор вида R =

(
C WDW

D WCW

)
, где C,D ∈ Bp. Но M ∈ (Ap)

(2),

а тогда по теореме 4 оператор R тоже принадлежит алгебре (Ap)
(2). Следовательно,

C,D ∈ Ap. ⊲
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3. Одновременная нётеровость бисингулярного оператора со сдвигом

и соответствующего матричного оператора

Здесь и далее если A и B — линейные ограниченные операторы в некотором банахо-
вом пространстве, то запись A ∼ B будет означать, что A−B — компактный оператор.

Теорема 6. Пусть A,B,C,D ∈ Ap и A+WB = C +WD. Тогда A ∼ C, B ∼ D.

⊳ Пусть сначала α — сдвиг (1). Нам достаточно доказать, что A ∼ C. Для этого
достаточно убедиться в совпадении символов операторов A и C. Докажем, например, что
A±

1 (t1) = C±
1 (t1) (t1 ∈ Γ1). Здесь важно отметить, что сдвиг α1 (Γ1 → Γ1) инволютивный.

Тогда
1) α1 не является тождественным отображением;
2) если α1 сохраняет ориентацию на Γ1, то у α1 нет неподвижных точек: α1(t1) 6= t1

в каждой точке t1 контура Γ1;
3) если α1 меняет ориентацию на Γ1, то у α1 имеются ровно две неподвижные точки,

в которых выполняется условие α1(t1) = t1, а во всех остальных точках контура Γ1

выполняется условие α1(t1) 6= t1.
Зафиксируем произвольную точку t01 на Γ1, в которой α1(t

0
1) 6= t01. Тогда найдет-

ся такая функция h класса C(Γ1), что h(t01) = 1 и h(α1(t
0
1)) = 0. Умножим равенство

A+WB = C +WD слева на оператор (h⊗ 1)I:

(h⊗ 1)A +W ((h ◦ α1)⊗ 1)B = (h⊗ 1)C +W ((h ◦ α1)⊗ 1)D.

Из свойств частичной локальной эквивалентности, изложенных в пункте 2, следует, что

(h⊗ 1)A+W ((h ◦ α1)⊗ 1)B
1,t0

1∼ h(t01)A+Wh(α1(t
0
1))B = A,

(h⊗ 1)C +W ((h ◦ α1)⊗ 1)D
1,t0

1∼ h(t01)C +Wh(α1(t
0
1))D = C.

Тогда A
1,t0

1∼ C. Отсюда следует, что A
1,t0

1∼ P+ ⊗ C+
1 (t01) + P− ⊗ C−

1 (t01). Но тогда из
единственности символа оператора A следует, что A±

1 (t
0
1) = C±

1 (t01). Итак, в каждой
точке t1 контура Γ1, где α1(t1) 6= t1, выполняется условие A±

1 (t1) = C±
1 (t1). Посколь-

ку оператор-функции A±
1 , C±

1 непрерывны в равномерной операторной топологии, то
условие A±

1 (t1) = C±
1 (t1) обязано выполняться и в неподвижных точках сдвига α1, если

таковые точки имеются.
Если α — сдвиг (2), то утверждение теоремы получается сразу из результатов [4, 5]. ⊲

Из теоремы 6 следует, что для всякого оператора из алгебры Ap,W его сопутствую-
щий и соответствующий матричный операторы определяются единственным образом с
точностью до компактного слагаемого.

Теорема 7. Пусть A,B ∈ Ap. Тогда операторы A+WB, A−WB и

(
A WBW

B WAW

)

нётеровы или нет одновременно.

⊳ Обратимся к символическим исчислениям бисингулярных операторов со сдвигом α,
построенным в работах [3–5]. В [3] построен символ оператора со сдвигом (1) (и даже
более общего оператора), а в [4, 5] — со сдвигом (2). Символ бисингулярного оператора
со сдвигом представляет из себя семейство некоторых матричных операторов, действую-
щих в пространствах Lp(Γ1)⊕Lp(Γ1) и Lp(Γ2)⊕Lp(Γ2). В [3–5] доказано, что нётеровость
бисингулярного оператора со сдвигом равносильна обратимости всех операторов его сим-
вола. Несложно заметить, что символы операторов A±WB связаны отношением подо-
бия, а именно: символ оператора A − WB состоит из всевозможных операторов вида



72 Ефимов С. В.

(
I O

O −I

)
H

(
I O

O −I

)
, где H принадлежит символу оператора A+WB. Тогда опе-

раторы A±WB нётеровы или нет одновременно. Остается заметить с помощью леммы 3,

что нётеровость оператора

(
A WBW

B WAW

)
равносильна нётеровости обоих операторов

A±WB. ⊲

Замечание. Если α — сдвиг (1), то условие Vα1
6= I, Vα2

6= I, заложенное в определе-
нии сдвига (1), существенно для одновременной нётеровости бисингулярного оператора
со сдвигом (1) и соответствующего матричного оператора. Действительно, рассмотрим
оператор сдвига W1 = Vα1

⊗ I, где α1 — инволютивный одномерный сдвиг Γ1 → Γ1, и
бисингулярные операторы A = I⊗I, B = P0⊗I, где P0 — одномерный проектор в Lp(Γ1),
образ которого состоит из постоянных функций. Тогда оператор A+W1B = (I + P0)⊗ I

обратим и потому нётеров. Но у оператора A−W1B = (I−P0)⊗I бесконечномерное ядро,
и потому этот оператор не может быть нётеров. Тогда по лемме 3 матричный оператор(

A W1BW1

B W1AW1

)
не является оператором Нётера.

В дальнейшем нам понадобится следующее утверждение.

Теорема 8. Алгебра Ap,W содержит регуляризаторы всех своих нётеровых операто-

ров. При этом у нётеровых взаимно сопутствующих операторов A±WB, где A,B ∈ Ap,

найдутся взаимно сопутствующие регуляризаторы C±WD соответственно, где C и D —

некоторые операторы из алгебры Ap.

⊳ Пусть A,B ∈ Ap и оператор A + WB нётеров. Тогда по теореме 7 операторы

A−WB и

(
A WBW

B WAW

)
тоже нётеровы. По теореме 5 найдутся такие операторы C

и D из алгебры Ap, что оператор

(
C WDW

D WCW

)
является регуляризатором оператора

(
A WBW

B WAW

)
. Но тогда из леммы 3 следует, что операторы C ± WD являются регу-

ляризаторами операторов A±WB соответственно. ⊲

4. Индексы бисингулярных операторов со сдвигом

4.1. Случай покоординатного сдвига.

Лемма 5. Пусть α — сдвиг (1), K,T ∈ K
1
p и оператор I +K +WT нётеров. Тогда

Ind (I +K +WT ) = Ind (I +K −WT ).

⊳ По теореме 7 вместе с оператором H = I + K + WT будет нётеров и опера-
тор N = I +K −WT . Подберем такой обратимый оператор U из алгебры Ap(Γ2), что
UVα2

∼ −Vα2
U :

1) если α2 сохраняет ориентацию на Γ2, то у α2 нет неподвижных точек и оператор U

можно определить как оператор умножения на функцию α2(t2)− t2 (t2 ∈ Γ2);
2) если α2 меняет ориентацию на Γ2, то по лемме 2 можно ввести U = S.
Применяя лемму 1, получаем, что (I ⊗ U)H(I ⊗ U−1) ∼ N . Следовательно,

IndH = IndN . ⊲

Теорема 9. Пусть α — сдвиг (1), A,B ∈ Ap и оператор A+WB нётеров. Тогда

Ind (A+WB) = Ind (A−WB) =
1

2
Ind

(
A WBW

B WAW

)
.
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⊳ По теореме 7 операторы A−WB и

(
A WBW

B WAW

)
нётеровы. По теореме 8 у опера-

торов A±WB имеются регуляризаторы C±WD соответственно, где C и D — некоторые
операторы из алгебры Ap. Как и в доказательстве леммы 5 подберем обратимый опера-
тор U в алгебре Ap(Γ1) такой, что UVα1

∼ −Vα1
U . Тогда по лемме 1

{
(U ⊗ I)(A −WB)(U−1 ⊗ I) = A+K +WB +WT,

(U ⊗ I)(A +WB)(U−1 ⊗ I) = A+K −WB −WT,

где K,T ∈ K
1
p. Отсюда следует, что

{
(U ⊗ I)(A−WB)(U−1 ⊗ I) ∼ (A+WB)(I + (C +WD)(K +WT )),

(U ⊗ I)(A+WB)(U−1 ⊗ I) ∼ (A−WB)(I + (C −WD)(K −WT )).

Тогда {
(U ⊗ I)(A−WB)(U−1 ⊗ I) ∼ (A+WB)(I +K1 +WT1),

(U ⊗ I)(A+WB)(U−1 ⊗ I) ∼ (A−WB)(I +K1 −WT1),

где K1, T1 ∈ K
1
p. Операторы I + K1 ± WT1 нётеровы, и, по лемме 5, их индексы равны

одному и тому же числу n. Тогда
{

Ind(A−WB) = Ind(A+WB) + n,

Ind(A+WB) = Ind(A−WB) + n.

Складывая эти равенства, получаем, что n = 0 и Ind(A+WB) = Ind(A−WB). Остается

заметить, что по лемме 3 Ind

(
A WBW

B WAW

)
= Ind(A+WB) + Ind(A−WB). ⊲

Приведем пример вычисления индекса бисингулярного оператора со сдвигом (1).

Пример 1. Пусть Γ0 — единичная окружность на комплексной плоскости с цен-
тром в начале координат и Γ1 = Γ2 = Γ0. Рассмотрим сдвиг (1) на Γ0 × Γ0 ви-
да α(t1; t2) = (−t1;−t2) (t1, t2 ∈ Γ0) и бисингулярные операторы A =

∑
x,y=±

axyPxy,

B =
∑

x,y=±
bxyPxy в пространстве Lp(Γ0×Γ0), где axy, bxy ∈ C(Γ0×Γ0), при дополнительном

условии axy ◦ α = axy, bxy ◦ α = bxy (x, y = ±). Заметим, что WAW = A и WBW = B.
Тогда по теореме 7 нётеровость оператора A+WB равносильна нётеровости оператора(

A B

B A

)
, который подобен оператору

(
A+B O

O A−B

)
по лемме 3. Таким образом,

нётеровость оператора A+WB равносильна нётеровости двух бисингулярных операто-
ров A+B =

∑
x,y=±(axy+bxy)Pxy и A−B =

∑
x,y=±(axy−bxy)Pxy. Тогда по теореме 3 для

нётеровости оператора A+WB необходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия

1) функции axy + bxy, axy − bxy не имеют нулевых значений (x, y = ±);

2) ind1(a+± + b+±) = ind1(a−± + b−±), ind2(a±+ + b±+) = ind2(a±− + b±−);

3) ind1(a+± − b+±) = ind1(a−± − b−±), ind2(a±+ − b±+) = ind2(a±− − b±−).
При этом из теорем 9 и 3 следует, что

Ind (A+WB) =
1

2
Ind

(
A B

B A

)
=

1

2
Ind

(
A+B O

O A−B

)

=
1

2
(Ind(A+B) + Ind(A−B)) =

1

2

(
ind1

a++ + b++

a−− + b−−
· ind2

a++ + b++

a−− + b−−

+ ind1
a++ − b++

a−− − b−−
· ind2

a++ − b++

a−− − b−−

)
.
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4.2. Случай перекрестного сдвига.

Лемма 6. Пусть α — сдвиг (2), A ∈ Ap, K ∈ K
1
p, T ∈ K

2
p и оператор A+W (K + T )

нётеров. Тогда операторы A±W (K + T ) гомотопны в классе нётеровых операторов.

⊳ Рассмотрим гомотопию

Hξ = A+W
(
eiπξK + e−iπξT

)
, 0 6 ξ 6 1,

от оператора H0 = A+W (K + T ) до оператора H1 = A−W (K + T ). Построим символ
[4, 5] оператора Hξ, учитывая, что WKW ∈ K

2
p и WTW ∈ K

1
p:

(Hξ)
±(t1) =

(
A±

1 (t1) (W (eiπξK + e−iπξT )W )±1 (t1)
(eiπξK + e−iπξT )±1 (t1) (WAW )±1 (t1)

)

=

(
A±

1 (t1) eiπξ · (WKW )±1 (t1)
e−iπξ · T±

1 (t1) (WAW )±1 (t1)

)

=

(
I O

O e−iπξI

)(
A±

1 (t1) (WKW )±1 (t1)
T±
1 (t1) (WAW )±1 (t1)

)(
I O

O eiπξI

)

=

(
I O

O e−iπξI

)
(H0)

±(t1)

(
I O

O eiπξI

)
, t1 ∈ Γ1.

Поскольку оператор H0 нётеров, то [4, 5] все операторы его символа (H0)
±(t1) обратимы

в Lp(Γ2)⊕ Lp(Γ2) (t1 ∈ Γ1). Но вместе с ними обратимы в Lp(Γ2)⊕Lp(Γ2) и все операторы
(Hξ)

±(t1) (0 6 ξ 6 1, t1 ∈ Γ1). Тогда [4, 5] все операторы Hξ нётеровы (0 6 ξ 6 1). ⊲

Из теоремы 7 и лемм 3 и 6 следует такое утверждение.

Теорема 10. Пусть α — сдвиг (2), A ∈ Ap, K ∈ K
1
p, T ∈ K

2
p и оператор A+W (K + T )

нётеров. Тогда

Ind (A+W (K + T )) = Ind (A−W (K + T )) =
1

2
Ind

(
A W (K + T )W

K + T WAW

)
.

Однако в общем случае не существует пропорции между индексами бисингулярных
операторов со сдвигом (2) и индексами соответствующих матричных операторов. Это
показывает следующий пример, в котором связь индексов, установленная в условиях
теоремы 10, становится невозможной.

Пример 2. Пусть Γ0 — единичная окружность на комплексной плоскости с центром
в начале координат и Γ1 = Γ2 = Γ0. Введем функцию e(t) = t (t ∈ Γ0) и функции
e01 = 1⊗ e, e10 = e⊗ 1, e11 = e⊗ e на Γ0 × Γ0. Рассмотрим сдвиг (2) вида

α(t1; t2) = (t2; t1), t1, t2 ∈ Γ0,

и бисингулярные операторы

A =

(
e11 −

1

2

)
P++ +

(
e01 −

1

2

)
P+− +

(
e10 −

1

2

)
P−+ + P−−,

B = P++ + P+− + P−+.

Заметим, что WAW = A и WBW = B. Тогда бисингулярному оператору со сдвигом

A+WB соответствует матричный оператор M =

(
A WBW

B WAW

)
=

(
A B

B A

)
. Нам
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нужно убедиться, что операторы A + WB и M нётеровы, но Ind(A+WB) 6= 1
2IndM .

По лемме 3 оператор M подобен операторам

(
A+WB O

O A−WB

)
и

(
A+B O

O A−B

)
. Операторы

A+B =

(
e11 +

1

2

)
P++ +

(
e01 +

1

2

)
P+− +

(
e10 +

1

2

)
P−+ + P−−,

A−B =

(
e11 −

3

2

)
P++ +

(
e01 −

3

2

)
P+− +

(
e10 −

3

2

)
P−+ + P−−

являются операторами Нётера по теореме 3. Но тогда операторы M и A ± WB тоже
нётеровы. Кроме того, по теореме 3 Ind (A+B) = 1 и Ind (A−B) = 0. Тогда IndM = 1.
Поэтому в данном случае Ind (A+WB) не может быть равен 1

2 IndM .

Замечание. Можно убедиться, что в условиях примера 2 ker(A + B) и
ker(A−WB) совпадают с одномерным линейным пространством, порожденным функ-
цией 1⊗ 1

e+ 1

2

− 1
e+ 1

2

⊗ 1, а ker(A−B), ker(A+WB), coker(A±B) и coker(A±WB) три-

виальны. Отсюда, в частности, следует, что Ind(A+WB) = 0 и Ind(A−WB) = 1.
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Abstract.In the theory of singular operators with an involutive shift, the issues of Noether (Fredholm)
property and the index of an operator of the form A + V B are fully studied, where A and B are singular
operators, and V is an operator of an involutive shift in the space of p-summable functions on a simple
closed contour of the Lyapunov type. Together with the operator A+ V B, the corresponding matrix singular

operator without shift M =

(

A V BV

B V AV

)

is considered. It is well known that the operators A + V B and

M are Noetherian operators or not simultaneously, and their indices are related as 1 : 2. Similar questions
about simultaneous Noetherian property and proportionality of indices arise for bisingular operators with an

involutive shift A + WB and their corresponding matrix operators M =

(

A WBW

B WAW

)

, where A and B

are bisingular operators, and W is an operator of an involutive shift in the space of p-summable functions
on the direct product of simple closed contours of the Lyapunov type. In this paper, we study bisingular
operators with an involutive shift that decomposes into one-dimensional components. Two types of such shifts
are considered — coordinate-wise and cross. In these cases, the corresponding matrix operators are matrix
bisingular operators without shift. The simultaneous Noetherian property of the bisingular operator with
a shift and the corresponding matrix bisingular operator without shift is obtained. The proportionality of
the indices of bisingular operators with a coordinate-wise shift and the corresponding matrix operators is
established. Namely: it is proved that the indices of these operators are related as 1:2. In a special case, the
same result about the indices is obtained for the cross shift.
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