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Аннотация. На временном отрезке рассматривается многоточечная краевая задача для абстракт-
ного параболического уравнения с быстро осциллирующей по времени нелинейной частью. Опера-
тор −A, где A — старший стационарный линейный оператор уравнения, позитивен. Условия работы
формулируются в терминах теории полугрупп и дробных степеней оператора −A. Многоточечные
краевые условия на временном отрезке помимо линейной комбинации значений решения в конечном
наборе точек содержат интегральные слагаемые. Для указанной, зависящей от большого параметра
(высокой частоты осцилляций) задачи построена предельная (усредненная) многоточечная краевая
задача и обоснован предельный переход в пространстве непрерывных вектор-функций на временном
отрезке. Таким образом, для абстрактных параболических уравнений с многоточечными краевыми
условиями обоснован метод усреднения Крылова — Боголюбова. Полученные результаты приме-
нимы к параболическим уравнениям в ограниченной пространственной области с многоточечными
краевыми условиями на временном отрезке и некоторым другим задачам математической физи-
ки. Некоторые приложения к параболическим задачам содержатся в заключительной части данной
работы.
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1. Введение

Метод усреднения по времени [1–3], который связывают с именами Н. М. Крыло-
ва и Н.Н. Боголюбова, является одним из известных асимптотических методов теории
дифференциальных уравнений. В настоящее время он разработан с большой полнотой
для обыкновенных дифференциальных уравнений, уравнений в частных производных
и других (см., например, [1–16]). При этом для краевых по времени задач (особенно,
многоточечных, т. е. при числе точек, большем двух) он разработан еще не достаточно.

#Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект № 20-
11-20141.
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К этому направлению относятся работы [12–16], в которых рассматриваются системы
ОДУ. Усреднение многоточечных краевых задач для эволюционных УрЧП (в частно-
сти, для задач в форме абстрактных параболических уравнений), насколько известно
автору, ранее не исследовалось.

Наша цель — показать, что метод усреднения применим и для некоторых абстракт-
ных параболических уравнений с многоточечными краевыми условиями.

В работе рассматриваются абстрактные параболические уравнения с многоточечны-
ми краевыми условиями, включающими интегральные слагаемые, на отрезке t ∈ [0;T ],
T > 0, вида

dx

dt
= Ax+ f(x, t, ωt), (1)

m
∑

k=1

Bkx(tk) +

n−1
∑

k=1

sk+1
∫

sk

Ck(s)x(s) ds = a(ω), (2)

где m и n — натуральные числа, n > 2, а ω — большой параметр. Требования к линейным
операторам A, Bk, Ck, нелинейному отображению f и вектору a сформулируем ниже.

Основная часть работы изложена в терминах теории полугрупп и дробных степеней
операторов (см., например, [17, §§ 13–14]). Мы используем разработанную в работе [7]
(см. также монографию [8, гл. 1]) методику, которая применялась там при обосновании
метода усреднения для абстрактных параболических уравнений в случае задачи с на-
чальным условием («одноточечная» задача). Результаты установленной в данной работе
теоремы (см. раздел 2) могут применяться к параболическим задачам и другим по той
же схеме, что и в [8, гл. 1]. Однако класс параболических задач у нас существенно уже,
нежели в случае «одноточечной» задачи [8, гл. 1]. Поясним этот факт.

В работах [12–16], посвященных обоснованию метода усреднения для систем ОДУ
с многоточечными краевыми условиями важнейшее специфическое требование к возму-
щенной задаче состоит в неравенстве нулю определителя матрицы, отвечающей соответ-
ствующему линейному оператору (линеаризованной правой части усредненного уравне-
ния) и краевым условиям. Переход от конечномерного случая [12–16] к бесконечномерно-
му, когда упоминавшийся линейный оператор ограничен, не вызывает принципиальной
сложности: условие на определитель естественно заменить условием обратимости соот-
ветствующего оператора. В том же случае, когда указанный линейный оператор неогра-
ничен и его область определения не совпадает со всем фазовым (банаховым) простран-
ством, задача существенно усложняется, что приводит к некоторым дополнительным
жестким требованиям. К ним относятся требования, сформулированные в условиях 7 и 9
данной работы. Первое требование условия 7 является естественным обобщением конеч-
номерного условия о неравенстве нулю определителя, а остальные требования условий
7, 9 связаны с неограниченностью A и естественным использованием при работе с нели-
нейными абстрактными параболическими уравнениями дробных степеней позитивного
оператора −A. В силу сказанного важно указать содержательный класс параболических
задач, для которых все условия теоремы раздела 2 выполнены, а значит справедлив ре-
зультат об усреднении. Первое, что приходит в связи с этим в голову, — рассмотреть
многоточечные краевые задачи, близкие, в определенном смысле, к давно изученным в
работе [7] «одноточечным». Близость здесь заключается в обратимости оператора B1 —
первого коэффициента в многоточечных краевых условиях — и малости, в определен-
ном смысле, остальных коэффициентов, т. е. операторов Bk, k = 2,m, и Ck, k = 1, n− 1.
В заключительной части работы мы рассматриваем простейшие такие задачи, ограни-
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чившись параболическими уравнениями второго порядка и, более того, случаем A = ∆
с пространственными однородными условиями Дирихле.

2. Основной результат и его доказательство

1
◦. В этом пункте сформулируем основной результат работы.

1. Пусть A — линейный оператор, действующий в комплексном банаховом простран-
стве B и порождающий аналитическую полугруппу etA, −A — позитивный оператор.
Через Bγ , γ > 0, обозначим банахово пространство, векторы которого принадлежат об-
ласти определения оператора (−A)γ , с нормой ‖x‖Bγ = ‖(−A)γx‖B .

2. Пусть 0 < δ, α < 1, m и n — натуральные числа, 0 = t1 < t2 < . . . < tm = T ,
0 < s1 < s2 < . . . < sn = T , f — непрерывное отображение множества Bα × [0;T ]× [0;∞)
в пространство Bδ.

3. Пусть отображение f(x, t, τ) дифференцируемо в смысле Фреше по первой пере-
менной и соответствующий дифференциал (Df)(x, t, τ) осуществляет непрерывное отоб-
ражение множества Bα × [0;T ] × [0;∞) в пространство Hom(Bα, Bδ) (так обозначается
пространство линейных ограниченных операторов, действующих из Bα в Bδ, с обычной
операторной нормой).

4. Существует отображение F : Bα × [0;T ] → Bδ, которое непрерывно вместе с про-
изводной (Фреше) DF : Bα × [0;T ] → Hom(Bα, Bδ) по первой переменной и при всех
(x, t) ∈ Bα × [0;T ] справедливы предельные равенства

lim
N→∞

1

N

N
∫

0

f(x, t, τ) dτ = F (x, t), lim
N→∞

1

N

N
∫

0

(Df)(x, t, τ) dτ = (DF )(x, t)

в Bδ и Hom(Bα, Bδ) соответственно.
5. Для каждого ограниченного в Bα множества K отображения f(x, t, τ) и

(Df)(x, t, τ), (x, t, τ) ∈ K×[0;T ]×[0;∞), равномерно ограничены и равностепенно относи-
тельно τ непрерывны по (x, t), а фигурирующие в п. 4 пределы равномерны относительно
(x, t) ∈ K × [0;T ].

6. Векторы a(ω), ω ∈ (0;∞), принадлежат пространству B1 и существует вектор a0
такой, что в этом пространстве limω→∞ a(ω) = a0.

Наряду с возмущенной задачей (1), (2) рассмотрим усредненную задачу:

dy

dt
= Ay + F (y, t), (3)

m
∑

k=1

Bky(tk) +

n−1
∑

k=1

sk+1
∫

sk

Ck(s)y(s) ds = a0. (4)

7. Предположим, что действующий в пространстве B оператор

P =

m
∑

k=1

Bke
tkA +

n−1
∑

k=1

sk+1
∫

sk

Ck(s)e
sA ds

обратим, причем операторы P−1Bk, P−1Ck(s) и P−1 принадлежат пространству
Hom(B1, Bα) и нормы операторов зависящего от s семейства равномерно ограничены
по s ∈ [s1;T ].
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Далее символом C([0;T ], Bα) будем обозначать банахово пространство непрерывных
вектор-функций u : [0;T ] → Bα с нормой

‖x‖C([0;T ],Bα) = max
t∈[0;T ]

‖x(t)‖Bα .

8. Пусть задача (3)–(4) имеет решение
◦

y(t) ∈ C([0;T ], Bα).
Важную роль в работе играет банахово пространство C

γ
µ(Bα), γ, µ ∈ (0; 1), введенное

в [7]. Нас интересует случай γ = µ, а потому используется пространство отображений
x : [0;T ] → Bα с нормой

‖x‖Cµ
µ ([0;T ],Bα) = sup

ε∈(0;T ]
εµ

{

max
t∈[ε;T ]

‖x(t)‖Bα + sup
t1,t2∈[ε;T ]

‖x(t2)− x(t1)‖Bα

|t2 − t1|µ

}

< ∞.

Символом C обозначим, следуя [7], пространство

C = Cµ
µ([0;T ], B

α) ∩C([0;T ], Bα).

9. Предположим еще, что оператор

I +

t
∫

0

e(t−τ)A(DF )
( ◦

y(τ), τ
)

dτ + etAP−1







m
∑

i=1

Bi

ti
∫

0

e(ti−τ)A(DF )
( ◦

y(τ), τ
)

dτ

+
n
∑

i=1

si+1
∫

si

Ci(s)





s
∫

0

e(s−τ)A(DF )
( ◦

y(τ), τ
)

dτ



 ds







обратим в C.

Теорема. Существует такое число ω0 > 0, что при каждом ω > ω0 задача (1)–(2)

имеет в некоторой C-окрестности вектор-функции
◦

y единственное решение xω(t) и спра-

ведливо предельное равенство:

lim
ω→∞

∥

∥xω −
◦

y
∥

∥

C([0;T ],Bα)
= 0.

2
◦. Данный пункт посвящен доказательству теоремы.

Решение уравнения (1) с начальным условием x(0) = x0 ∈ Bα, если такое решение
существует, удовлетворяет, как известно (см. [17, лемма 23.1]), уравнению

x(t) = etAx0 +

t
∫

0

e(t−τ)Af [x(τ), τ, ωτ ] dτ. (5)

Подставив (5) в (2), получим равенство

[

m
∑

i=1

Bie
tiA +

n−1
∑

i=1

si+1
∫

si

Ci(s)e
sA ds

]

x0 = a(ω)−
m
∑

i=1

Bi

ti
∫

0

e(ti−τ)Af [x(τ), τ, ωτ ] dτ

−
n−1
∑

i=1

si+1
∫

si

Ci(s)

s
∫

0

e(s−τ)Af [x(τ), τ, ωτ ] dτds.
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Выражая отсюда x0 и подставляя результат в (5), найдем

x(t) = etAP−1

{

a(ω)−

m
∑

i=1

Bi

ti
∫

0

e(ti−τ)Af [x(τ), τ, ωτ ] dτ

−

n−1
∑

i=1

si+1
∫

si

[

Ci(s)

s
∫

0

e(s−τ)Af [x(τ), τ, ωτ ] dτ

]

ds

}

+

t
∫

0

e(t−τ)Af [x(τ), τ, ωτ ] dτ ≡ Kω(x)(t).

(6)

Аналогичным образом, представим в интегральной форме и решение усредненной зада-
чи:

y(t) ≡ etAP−1







a0 −

m
∑

i=1

Bi

ti
∫

0

e(ti−τ)AF [y(τ), τ ] dτ

−

n−1
∑

i=1

si+1
∫

si

Ci(s)





s
∫

0

e(s−τ)AF [y(τ), τ ] dτ



 ds







+

t
∫

0

e(t−τ)AF [y(τ), τ ] dτ ≡
[

K∞(y)
]

(t).

(7)

Введем в рассмотрение оператор N(x, ω), действующий из C× [1;∞] в C по правилу:

[

N(x, ω)
]

(t) =

{

x−
[

Kω(x)
]

(t), ω < ∞,

x−
[

K∞(x)
]

(t), ω = ∞.
(8)

При доказательстве теоремы и, в частности, при обосновании корректности введенно-
го таким образом оператора N(x, ω) важную роль играют следующие две оценки теории
полугрупп (см. [17, теорема 14.11; 8, лемма 3.1]):

∥

∥(−A)τ etA
∥

∥

B
6

c(τ)

tτ
, где τ > 0, t ∈ (0;T ], (9)

c(τ) — константанта, зависящая от τ ;
∥

∥et2A − et1A
∥

∥

Hom(Bη ,Bγ)

(t2 − t1)ν
6

c(η, γ, ν)

t
ν+γ−η
1

, (10)

где 0 < t1 < t2 6 T , 0 < ν 6 1, γ > 0, ν + γ > η > 0.
Докажем корректность определения оператора N(x, ω) (см. (8)). Для этого нужно

показать, что этот оператор действует из C × [1;∞] в C. Ограничимся рассмотрением
случая ω = ∞, так как при ω < ∞ рассуждения те же самые.

Итак, пусть y ∈ C. Поскольку C ⊂ C([0;T ], Bα), то в силу условий п. 1◦

F [y(t), t] ∈ C([0;T ], Bδ). Отсюда, согласно оценке (9), следует, что

ti
∫

0

e(ti−τ)AF [y(τ), τ ] dτ ∈ B1,

s
∫

0

e(s−τ)AF [y(τ), τ ] dτ ∈ B1.
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Обозначив вектор, стоящий в фигурных скобках в (7), через d, получаем в силу условий 7
п. 1◦ и неравенства (10) оценку

∥

∥etAP−1d
∥

∥

C
µ
µ (Bα)

= sup
ε∈(0;T ]

εµ
{

max
t∈[ε;T ]

∥

∥etAP−1d
∥

∥

Bα+ sup
ε6t1<t26T

‖(et2A − et1A)P−1d‖

(t2 − t1)µ
Bα

}

<∞.

Отметим еще, что из оценок (9), (10) следует принадлежность

t
∫

0

e(t−τ)AF [y(τ), τ ] dτ ∈ C0
µ([0;T ], B

α).

Корректность определения (8) оператора N доказана.
Теорема вытекает из классической теоремы о неявных функциях в банаховом про-

странстве и следующей леммы.

Лемма. Отображение N непрерывно и непрерывно дифференцируемо по x в точ-

ке (
◦

y,∞).
Доказательство этой леммы нетрудно провести, следуя схеме, которая применялась

в [7] при доказательстве содержащейся там теоремы 1. Присутствующие здесь условия 7
и 9, аналогов которых в работе [7] нет, естественным образом вписываются в эту схему.
Поэтому приводить доказательство леммы в данной статье считаем излишним.

3. Приложение теоремы раздела 2 к параболической задаче

Пусть Ω — ограниченная область пространства RN , N — натуральное число, с C2 —
гладкой границей ∂Ω, T > 0. В цилиндре (x, t) ∈ Ω̄× [0;T ] , где x в этом разделе обозна-
чает независимую пространственную переменную, рассмотрим зависящую от большого
параметра ω задачу:

∂u

∂t
= ∆u+ ϕ

(

x, u,
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN
, t, ωt

)

,

u
∣

∣

∂Ω
= 0, u(x, t1) +

m
∑

k=2

Bk(x)u(x, tk) +

n−1
∑

k=1

Ck(x)

sk+1
∫

sk

u(x, s) ds = aω(x).

(11)

Здесь числа tk и sk — те же, что и в п. 1◦ раздела 2, а ϕ(x, u0, u1, . . . , uN , t, τ) — опре-
деленная на множестве Ω̄ ×RN+1 × [0;T ] × [0;∞) непрерывная вещественная функция,
удовлетворяющая следующим условиям.

1. Функция ϕ непрерывна и непрерывно дифференцируема по компонентам u0, u1,. . . ,
uN и вместе с этим производными удовлетворяет условию Гельдера по совокупности
переменных (x, u0, u1, . . . , uN , t) равномерно относительно τ , когда вектор (u0, u1, . . . , uN )
принадлежит ограниченному подмножеству пространства RN+1.

2. Функция ϕ является 2π-периодической по переменной τ ; символом Φ обозначим ее
среднее по τ на периоде.

3. Функции Bk(x) и Ck(x), а также вектор-функция aω(x), вещественны, дважды
непрерывно дифференцируемы по x и финитны.

4. Существует такая функция a0(x), что

lim
ω→∞

∥

∥aω(x)− a0(x)
∥

∥

C2(Ω̄)
= 0.
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5. Пусть δ > 0 такое число, что при k = 2,. . . , m и l = 1, 2,. . . , n− 1

‖Bk‖C2(Ω̄) 6 δ, ‖Cl‖C2(Ω̄) 6 δ.

Рассмотрим усредненную задачу

∂v

∂t
= ∆v +Φ

(

x, v,
∂v

∂x1
, . . . ,

∂v

∂xN
, t

)

, (x, t) ∈ Ω̄× [0;T ],

v
∣

∣

∂Ω
= 0, v(x, t1) +

m
∑

k=2

Bk(x)v(x, tk) +
n−1
∑

k=1

Ck(x)

sk+1
∫

sk

v(x, s) ds = a0.

(12)

6. Пусть задача (12) имеет решение
◦

v(x, t).
Справедливо следующее утверждение — следствие теоремы раздела 2.

Следствие. Существуют такие положительные числа δ0 и ω0, что при 0 < δ < δ0

и ω > ω0 задача (11) имеет единственное в некоторой C-окрестности функции
◦

v реше-

ние uω, и при этом

lim
ω→∞

∥

∥uω(x, t)−
◦

v(x, t)
∥

∥

C([0;T ],C1(Ω̄))
= 0.

⊳ Нужно доказать, что из условий данного раздела вытекают условия п. 1◦ разде-
ла 2, интерпретируемые для задачи (11). Это доказательство осуществляется, в основ-
ном, по схеме, которая применялась в [8, § 4] при выводе теоремы 2.2 (для параболических
начально-краевых задач) из теоремы 2.1 (для абстрактных параболических уравнений).
В связи с этим мы ограничимся выводом из условий данного раздела лишь условий 7 и
9 п. 1◦ раздела 2, которые в [7; 8, гл. 1] не возникают.

Прежде всего заметим, что в силу [7; 8, гл. 1] в качестве фигурирующего в разделе 2
банахова пространства B нужно взять Lp(Ω), p > N . В качестве числа α возьмем 1.
Тогда Bα = B1 — замкнутое подпространство пространства W 2

p (Ω) функций, состоящее
из функций этого пространства, исчезающих на границе области.

Определенный в разделе 2 оператор P в условиях настоящего раздела запишем в ви-
де:

P = I +

m
∑

k=2

Bke
tk∆ +

n−1
∑

k=1

sk+1
∫

sk

Cke
s∆ ds.

Покажем, что при достаточно малых δ существует обратный оператор

P−1 = I +
∞
∑

r=1

(−1)r

[

m
∑

k=2

Bke
tk∆ +

n−1
∑

k=1

sk+1
∫

sk

Cke
s∆ ds

]r

≡ I + S, (13)

принадлежащий пространству Hom(B1, B1). Возьмем произвольную функцию ϕ ∈ C(Ω̄)
и рассмотрим функции Bke

tk∆ϕ и Ck

∫ sk+1

sk
es∆ϕds. Эти функции и их всевозможные

производные по x вплоть до второго порядка ограничены числом δ1‖ϕ‖C(Ω̄), где δ1 → 0
при δ → 0. Легко видеть, что существует не зависящая от r константа K0 такая, что r-е
слагаемое ряда S по норме пространства B1 ограничено числом K0(n +m− 1)rδr1‖ϕ‖B ,
а потому S ∈ Hom(B,B1) и P−1 ∈ Hom(B1, B1) при достаточно малом δ. Отсюда следует,
что P−1Bk, P−1Ck ∈ Hom(B1, B1).
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Осталось установить, что в предположениях данного раздела выполняется условие 9
п. 1◦ раздела 2, т. е. что при достаточно малых δ оператор

D1 + et∆P−1







m
∑

i=2

Bi

ti
∫

0

e(ti−τ)∆(DF )
( ◦

y(τ), τ
)

dτ

+
n−1
∑

i=1

si+1
∫

si

Ci(s)





s
∫

0

e(s−τ)∆(DF )
( ◦

y(τ), τ
)

dτ



 ds







≡ D1 +D2,

где

D1 = I +

t
∫

0

e(t−τ)∆(DF )
( ◦

y(τ), τ
)

dτ

обратим в C. Последний факт является следствием того, что D1 обратим в C (это уста-
новлено в [8]), а оператор D2, также действующий в C, мал (это следует из приведенных
выше рассуждений). Следствие доказано. ⊲

Аналогичные следствию результаты имеют место и для полулинейных параболиче-
ских задач произвольного порядка 2k с аналогичными малыми операторами в краевых
условиях.
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