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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ (ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ) óíèâåðñàëüíàÿ îá¼ðòûâàþùàÿ àëãåá-

ðà â ñìûñëå Â. �èíçáóðãà è Ì. Êàïðàíîâà U(g) àëãåáðû g íàáîðà n ñîãëàñîâàííûõ

ñêîáîê Ëè. Ïðè ïîìîùè áàçèñîâ �ð¼áíåðà �Øèðøîâà íàéäåí áàçèñ àëãåáðû U(g).
Íàéäåíà àñèìïòîòèêà ñêîðîñòè ðîñòà àëãåáðû U(g) ïðè n,dimg ≫ 1.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óíèâåðñàëüíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îá¼ðòûâàþùàÿ àëãåáðà,

àëãåáðà Ëè ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê, ñêîðîñòü ðîñòà, áàçèñ �ð¼áíåðà � Øèðøîâà.

Ââåäåíèå

Àëãåáðà 〈L, [·, ·]1, [·, ·]2〉 íàä ïîëåì k ïðèíàäëåæèò ìíîãîîáðàçèþ Lie2 ïàð ñîãëàñî-

âàííûõ ñêîáîê Ëè, åñëè α[·, ·]1+ β[·, ·]2 åñòü ñêîáêà Ëè äëÿ ëþáûõ α, β ∈ k. Àíàëîãè÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå Lien àëãåáð 〈L, [·, ·]1, . . . , [·, ·]n〉 n ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ëè.

Ñâîáîäíûå àëãåáðû â ìíîãîîáðàçèè Lie2 èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [2,13,14℄. Êîæóëåâîñòü
îïåðàäû, ñîîòâåòñòâóþùåé ìíîãîîáðàçèþ Lie2, áûëà ïîêàçàíà â [4℄.

Â 1994 ãîäó Â. �èíçáóðã è Ì. Êàïðàíîâ [8℄ îïðåäåëèëè òàê íàçûâàåìóþ (ìóëü-

òèïëèêàòèâíóþ) óíèâåðñàëüíóþ îá¼ðòûâàþùóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó U(A) äàííîé
àëãåáðû A. Êëþ÷åâîå ñâîéñòâî òàêîé îá¼ðòûâàþùåé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàòåãîðèè
ìîäóëåé íàä A è êàòåãîðèè ëåâûõ ìîäóëåé íàä U(A) ýêâèâàëåíòíû.

Â 2022 ã. À. Õîðîøêèí àêòèâíî èññëåäîâàë [12℄ óíèâåðñàëüíóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

îá¼ðòûâàþùóþ àëãåáðó â ñìûñëå �èíçáóðãà è Êàïðàíîâà, ïîëó÷èâ å¼ ÿâíîå çàäàíèå

â òåðìèíàõ ïîðîæäàþùèõ è ñîîòíîøåíèé. Òàì æå À. Õîðîøêèí óñòàíîâèë, ÷òî óíèâåð-

ñàëüíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îá¼ðòûâàþùàÿ àëãåáðà ULie2(g) àëãåáðû g, ïðèíàäëåæàùåé

ìíîãîîáðàçèþ Lie2 ïàð ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ëè, óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Ïóàíêàðå �

Áèðêãî�à � Âèòòà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî áàçèñ ULie2(g) íå çàâèñèò îò
îáåèõ ñêîáîê Ëè, çàäàííûõ íà g. Â ðàáîòå 2022 ã. [10℄ Â.Þ. �óáàðåâ ïðè ïîìîùè òåõíè-

êè áàçèñîâ �ð¼áíåðà � Øèðøîâà íàø¼ë áàçèñ àëãåáðû ULie2(g) è âû÷èñëèë å¼ ñêîðîñòü
ðîñòà êàê m+ 1, ãäå m = dim g.

Â ðàáîòå ïðè ïîìîùè áàçèñîâ �ð¼áíåðà � Øèðøîâà íàéäåí áàçèñ àëãåáðû ULien(g)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. Îáîçíà÷èì m = dim g. Ïðè ïîìîùè ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûõ

àëãåáð ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n,m ≫ 1 ñêîðîñòü ðîñòà àëãåáðû ULien(g) àñèìïòîòè÷åñêè
ðàâíà αnm, ãäå α = 4

q2
0

≈ 0, 69166, q0 � íàèìåíüøèé êîðåíü �óíêöèè J0(2
√
x) = 0,

à J0(z) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

1 Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ î áàçèñàõ �ð¼áíåðà �Øèðøîâà

Ïóñòü X íå ïóñòî, ïîðÿäîê ≤, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå X∗
âñåõ ñëîâ â àë�àâèòå X ,

íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíûì, åñëè èç u ≤ v ñëåäóåò wu ≤ wv è uw ≤ vw äëÿ ëþáîãî

w ∈ X∗
.

Ïóñòü (X,≤) âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Çàäàäèì íà X∗
ïîðÿäîê ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u = x1 . . . xn < v = y1 . . . ym, åñëè è òîëüêî åñëè n < m èëè n = m è íàéä¼òñÿ i òàêîå,
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÷òî xi < yi, à xj = yj äëÿ âñåõ j < i. Ïîëó÷åííûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì deg-lex,

è îí ìîíîìèàëåí.

Çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X è ìîíîìèàëüíûé ïîðÿäîê ≤ íà ìíîæåñòâå X∗

òàêîé, ÷òî (X∗,≤) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

×åðåç As(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ñâîáîäíóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáó, ïîðîæä¼ííóþ ìíî-

æåñòâîì X . Ïóñòü f ∈ As(X) � àññîöèàòèâíûé íåêîììóòàòèâíûé ìíîãî÷ëåí îò X ,

f 6= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̄ ∈ X∗
ñòàðøåå ñëîâî ìíîãî÷ëåíà f � ñàìîå áîëüøîå u ∈ X∗

,

âõîäÿùåå â f ñ íåíóëåâûì êîý��èöèåíòîì. Ìíîãî÷ëåí f íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè

ñòàðøåå ñëîâî f̄ âõîäèò â íåãî ñ êîý��èöèåíòîì, ðàâíûì åäèíèöå.

Ñâîéñòâî ìîíîìèàëüíîñòè ïîðÿäêà îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî fg = f̄ ḡ ∈ X∗
äëÿ ëþáûõ

íåíóëåâûõ f, g ∈ As(X).
Ïóñòü S ⊂ As(X) � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñëîâî u ∈ X∗

íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî S, åñëè u íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå u =
u1f̄u2 íè äëÿ êàêèõ u1, u2 ∈ X∗, f ∈ S.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f è g � óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû â As(X), ïðè÷åì ω = f̄ =
u1ḡu2 äëÿ íåêîòîðûõ u1, u2 ∈ X∗

. Òîãäà ìíîãî÷ëåí h = f − u1gu2 íàçûâàåòñÿ êîìïîçè-

öèåé âêëþ÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f è g.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü f è g � óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû â As(X), ω ∈ X∗

� òàêîå

ñëîâî, ÷òî ω = f̄u = vḡ äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ u, v ∈ X∗
, ïðè÷åì äëèíà ω ñòðîãî ìåíüøå

ñóììû äëèí f̄ è ḡ. Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïîäñëîâà f̄ è ḡ ïåðåñåêàþòñÿ, à èìåí-
íî, íåïóñòîå íà÷àëî ñëîâà ḡ ñîâïàäàåò ñ îêîí÷àíèåì ñëîâà f̄ . Êîìïîçèöèåé ïåðåñå÷åíèÿ
f è g íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí h = fu− vg.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèé, ñ êàæäîé êîìïîçèöèåé ñâÿçàíî íåêîòîðîå ñëîâî ω ∈ X∗
,

êîòîðîå ðàâíî áîëüøåìó ñòàðøåìó ñëîâó äëÿ êîìïîçèöèé âêëþ÷åíèÿ è ¾îáúåäèíåíèþ¿

ñòàðøèõ ñëîâ äëÿ êîìïîçèöèé ïåðåñå÷åíèÿ. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü ñâÿçü ñëîâà ω ñ òîé èëè

èíîé êîìïîçèöèåé ìíîãî÷ëåíîâ f è g, èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: h = (f, g)ω.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ â As(X) è ω ∈ X∗

� íåêîòîðîå ñëîâî. Ìíîãî÷ëåí h íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì îòíîñèòåëüíî (S, ω), åñëè

h =
∑

λiuifivi

äëÿ íåêîòîðûõ λi ∈ k, fi ∈ S, ui, vi ∈ X∗
, ïðè÷åì uif̄ vi < ω.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ â As(X). Ìíîæå-

ñòâî S íàçûâàåòñÿ áàçèñîì �ð¼áíåðà � Øèðøîâà â As(X), åñëè ëþáàÿ êîìïîçèöèÿ

(f, g)ω äëÿ f, g ∈ S òðèâèàëüíà îòíîñèòåëüíî (S, w).
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå As(X | S) êîïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ

àëãåáðû A ∼= As(X)/(S).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ ìíîãî÷ëåíîâ â As(X). Òîãäà

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(C1) S ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì �ð¼áíåðà � Øèðøîâà;

(C2) åñëè f ∈ (S), òî ñëîâî f̄ íå ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî S;

(C3) îáðàçû ðåäóöèðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî S ñëîâ ïðè åñòåñòâåííîì ãîìîìîð�èçìå

As(X) → As(X | S) îáðàçóþò áàçèñ àëãåáðû As(X | S) êàê âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

2 Áàçèñ ULien(g)

Ïóñòü X � áàçèñ àëãåáðû g n ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ëè, ÷åðåç X(1), . . . , X(n)
îáî-

çíà÷èì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ áèåêòèâíî X . Ñî-

ãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.11 èç ñòàòüè [12℄ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ îá¼ðòûâàþ-

2



ùàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà äàííîé àëãåáðû Ëè g n ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê çàäà¼òñÿ êàê

ULien(X) = As〈X(1) ∪X(2) ∪ . . . ∪X(n) | S〉, ãäå S ñîñòîèò èç ñîîòíîøåíèé

1) x(i)y(i) − y(i)x(i) + [x, y]i = 0,
2) x(i)y(j) − y(j)x(i) + x(j)y(i) − y(i)x(j) + ([x, y]i)

(j) + ([x, y]j)
(i) = 0, i < j.

Â [12℄ äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 áûëî óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî Ïóàíêàðå � Áèðêãî�à � Âèòòà:

ñóùåñòâóåò òàêàÿ �èëüòðàöèÿ íà ULie2(g), ÷òî grULie2(g)
∼= ULie2(g0), ãäå g0 åñòü âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî g ñ òðèâèàëüíûìè ñêîáêàìè [·, ·]1 è [·, ·]2. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü

� óñòàíîâèòü ñâîéñòâî Ïóàíêàðå � Áèðêãî�à � Âèòòà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. Ñâîéñòâî
Ïóàíêàðå �� Áèðêãî�à �� Âèòòà îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ àëãåáðû g ñ n ñîãëàñîâàííûìè

ñêîáêàìè Ëè è åå óíèâåðñàëüíîé îá¼ðòûâàþùåé àëãåáðû ULien(g) ìîæíî íàéòè òàêóþ

ïîäõîäÿùóþ �èëüòðàöèþ, ÷òî å¼ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà èçîìîð�íà ULien(g0), ãäå g0

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî g ñ n òðèâèàëüíûìè ñêîáêàìè Ëè.

Ìû íå áóäåì äàâàòü â ñèëó åãî ãðîìîçäêîñòè ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàäû [8℄. Òåì

íå ìåíåå, ìû ïîïûòàåìñÿ ïîÿñíèòü ñóòü ýòîãî ïîíÿòèÿ.

Íàáîð ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ {C(n)}n≥1 íàä ïîëåì k è ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîá-

ðàæåíèé (ïðàâèëî êîìïîçèöèè) Compπ : C(n) ⊗ C(m1) ⊗ . . . ⊗ C(mn) → C(m), ãäå π =
(m1, . . . , mn) åñòü n-ðàçáèåíèå ÷èñëà m, íàçûâàåòñÿ îïåðàäîé, åñëè äëÿ ïðàâèëà êîìïî-

çèöèè âûïîëíåíû åñòåñòâåííûå àíàëîãè àññîöèàòèâíîñòè è íàëè÷èÿ íåéòðàëüíîãî ýëå-

ìåíòà. Ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî åñòü ñîãëàñîâàííîå ñ ïðàâèëîì êîìïîçèöèè äåéñòâèå

ãðóïï Sn íà ïðîñòðàíñòâà C(n).
Îïåðàäà P íàçûâàåòñÿ áèíàðíîé, åñëè îíà ïîðîæäåíà ïðîñòðàíñòâîì îïåðàöèé E =

P(2), è êâàäðàòè÷íîé, åñëè âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îïåðàöèÿìè èç P(2) çàäàþòñÿ äåé-
ñòâèåì S2 íà P(2) è îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè R ïðîñòðàíñòâà P(3). Èìåííî,
ïðîñòðàíñòâî ïîëèëèíåéíûõ òåðìîâ ñòåïåíè 3 áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ

E(3) = kS3 ⊗kS2
(E ⊗ E), P(3) = E(3)/R,

äåéñòâèå (12) íà E⊗E îïðåäåëÿåòñÿ êàê id⊗(12). Ïîëó÷åííóþ îïåðàäó áóäåì îáîçíà÷àòü

êàê P(E,R).
Äëÿ áèíàðíîé êâàäðàòè÷íîé îïåðàäû P = P(E,R) êîæóëü-äâîéñòâåííàÿ îïåðàäà

P !
îïðåäåëÿåòñÿ êàê P(E∨, R⊥), ãäå E∨

� äóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ïðîñòðàíñòâó E,
ñíàáæ¼ííîå çíàêîïåðåìåííûì äåéñòâèåì ãðóïïû S2, à R

⊥
� ïîäïðîñòðàíñòâî â E∨(3) ∼=

E(3)∨, îðòîãîíàëüíîå ê R.
Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé, åñëè A =

⊕

n≥0An, ãäå Ai ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì â A äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i, è ïðè ýòîì Ai ·Aj ⊆ Ai+j . Íàïîìíèì, ÷òî ïî

êàæäîé êîììóòàòèâíîé (àññîöèàòèâíîé) ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðå A = ⊕n≥0An ìîæíî

çàäàòü ñèììåòðè÷åñêóþ îïåðàäó OA, ÷ü¼ ïðîñòðàíñòâî OA(n) n-àðíûõ îïåðàöèé èçî-

ìîð�íî An−1, äåéñòâèå Sn áåð¼òñÿ òðèâèàëüíûì, à ïðàâèëà êîìïîçèöèè îïðåäåëÿþòñÿ

ïðè ïîìîùè óìíîæåíèÿ â àëãåáðå A òàê:

◦i : OA(m)⊗OA(n) = Am−1 ⊗ An−1 → Am+n−2 = OA(m+ n− 1).

Ïðåäëîæåíèå. Èìååòñÿ èçîìîð�èçì îïåðàä Ok[x1,...,xn] ≃ Lie!n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-

íî (ñì. ñëåäñòâèå 2.2.9 èç [8℄) óñòàíîâèòü, ÷òî D ⊗ B ∈ Lie äëÿ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð

D ∈ Ok[x1,...,xn] è B ∈ Lien. Ïîñêîëüêó àëãåáðà A = k[x1, . . . , xn] ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé

â êëàññå Ok[x1,...,xn]-àëãåáð, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå A⊗B ∈ Lie äëÿ ïðîèçâîëüíîé
àëãåáðû B ∈ Lien. Îáîçíà÷èì Ok[x1,...,xn](2) = L(x1, . . . , xn) è Lien(2) = L(µ1, . . . , µn). ßñ-

íî, ÷òî îïåðàöèÿ ξ =
n
∑

i=1

xi⊗µi â (A⊗B)(2) àíòèêîììóòàòèâíà, ïîñêîëüêó (xi⊗µi)
(12) =

x
(12)
i ⊗ µ

(12)
i = xi ⊗ (−µi). Íàì íóæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ ξ:

1⊗kS2
(ξ ⊗ ξ)− (13)⊗kS2

(ξ ⊗ ξ)− (23)⊗kS2
(ξ ⊗ ξ) = 0.
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�àñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì

ïðè x2
i âûðàæåíèå

1⊗kS2
(µi ⊗ µi)− (13)⊗kS2

(µi ⊗ µi)− (23)⊗kS2
(µi ⊗ µi), (1)

êîòîðîå ðàâíî íóëþ èç-çà âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà ßêîáè äëÿ îïåðàöèè µi â B ∈ Lien.
Ïðè xixj , i 6= j, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

− (13)⊗kS2
(µj ⊗ µi)− (23)⊗kS2

(µj ⊗ µi) + 1⊗kS2
(µj ⊗ µi)

− (13)⊗kS2
(µi ⊗ µj)− (23)⊗kS2

(µi ⊗ µj) + 1⊗kS2
(µi ⊗ µj), (2)

ðàâíîå íóëþ èç-çà âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâàßêîáè äëÿ îïåðàöèéµi , µj, µi+µj âB ∈ Lien. �
Ïåðåä òåì, êàê óñòàíîâèòü âàæíîå ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîé óíèâåðñàëüíîé îá¼ð-

òûâàþùåé îò àëãåáðû íàáîðà ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ëè, ïðèâåä¼ì íåîáõîäèìûå ñâåäå-

íèÿ. �ðàäóèðîâàííàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà A =
⊕

i≥0Ai íàçûâàåòñÿ êîæóëåâîé [1℄,

åñëè 1) A0 ïîëóïðîñòà è 2) A0, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ëåâûé A-ìîäóëü, äîïóñêàåò ãðàäó-
èðîâàííóþ ïðîåêòèâíóþ ðåçîëüâåíòó

. . . → P 2 → P 1 → P 0
։ A0,

ïðè ýòîì êàæäûé èç ãðàäóèðîâàííûõ ìîäóëåé P i
ïîðîæäàåòñÿ ñâîåé i-é êîìïîíåíòîé,

òî åñòü P i = AP i
i .

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü n ≥ 1. Äëÿ ïàðû (ULien,Lien) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî Ïóàíêàðå

� Áèðêãî�à � Âèòòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ A = k[x1, . . . , xn] êîæóëåâà
(çäåñü A0

∼= k). Ñîãëàñíî ðàáîòå [5, Òåîðåìà 5.3℄ êîæóëåâîñòü àëãåáðû A âëå÷¼ò êîæó-

ëåâîñòü îïåðàäû OA. Ïî òåîðåìå 4.1 [12℄ (ñì. òàêæå îáñóæäåíèå â ïðèìåðå 4.6 èç [12℄)

âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî Ïóàíêàðå � Áèðêãî�à � Âèòòà. �

Àëãåáðó g n ñîãëàñîâàííûõ ñêîáîê Ëè áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç g0, åñëè âñå n ñêîáîê

íà íåé òðèâèàëüíû. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé àëãåáðû g0.

Ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî X âïîëíå óïîðÿäî÷åíî. Òîãäà ULien(X) = Ass〈X(1) ∪ X(2) ∪
. . . ∪X(n) | S〉, ãäå S ñîñòîèò èç ñîîòíîøåíèé

1) x(i)y(i) = y(i)x(i)
, x > y,

2) x(i)y(j) − y(j)x(i) + x(j)y(i) − y(i)x(j) = 0, x > y, i < j.
Ïðîäîëæàåì ïîðÿäîê ñ ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî X(1) ∪ X(2) ∪ . . . ∪ X(n)

òàê:

x(i) > y(j), åñëè i < j èëè i = j è x > y. Íà ñëîâà èç Ass〈X(1) ∪X(2) ∪ . . .∪X(n)〉 äàííûé
ïîðÿäîê ðàñïðîñòðàíÿåì ïî ïðàâèëó deg-lex.

Òåîðåìà 2. Ñîîòíîøåíèÿ S îáðàçóþò áàçèñ �ð¼áíåðà �Øèðøîâà àëãåáðû ULien(X).
Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì âîçìîæíûå êîìïîçèöèè ñîîòíîøåíèé. ßñíî, ÷òî

êîìïîçèöèÿ âèäà x(i)y(i)z(i), ãäå x > y > z, òðèâèàëüíà.
1) x(i)y(i)z(j), ãäå x > y > z, i < j. Òîãäà

x(i)y(i)z(j)
(2)→x(i)z(j)y(i) − x(i)y(j)z(i) + x(i)z(i)y(j)

(2)→ z(j)x(i)y(i) − x(j)z(i)y(i) + z(i)x(j)y(i) − (y(j)x(j)z(i) − x(j)y(i)z(i) + y(i)x(j)z(i)) + x(i)z(i)y(j)

(1)→ z(j)x(i)y(i) + z(i)(x(j)y(i) + x(i)y(j))− (y(j)x(i) + y(i)x(j))z(i)

(2)→ z(j)x(i)y(i) + z(i)(y(j)x(i) + y(i)x(j))− (y(j)x(i) + y(i)x(j))z(i)

(1)→ z(j)x(i)y(i) + z(i)y(j)x(i) + y(i)z(i)x(j) − (y(j)x(i) + y(i)x(j))z(i)

(2)→ z(j)x(i)y(i) + (y(j)z(i)x(i) − z(j)y(i)x(i) + y(i)z(j)x(i)) + y(i)z(i)x(j) − (y(j)x(i) + y(i)x(j))z(i)

(1)→ y(i)z(j)x(i) + y(i)z(i)x(j) − y(i)x(j)z(i)
(2)→ y(i)x(i)z(j).
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2) x(i)y(j)z(j), ãäå x > y > z, i < j. Òîãäà

x(i)y(j)z(j)
(2)→ y(j)x(i)z(j) − x(j)y(i)z(j) + y(i)x(j)z(j)

(2)→ y(j)z(j)x(i) − y(j)x(j)z(i) + y(j)z(i)x(j) − (x(j)z(j)y(i) − x(j)y(j)z(i) + x(j)z(i)y(j)) + y(i)x(j)z(j)

→ y(j)z(j)x(i) − y(j)x(j)z(i) + y(j)z(i)x(j) − x(j)z(j)y(i) + x(j)y(j)z(i) − x(j)z(i)y(j) + y(i)x(j)z(j)

(1)→ y(j)z(j)x(i) − y(j)x(j)z(i) + y(j)z(i)x(j) − x(j)z(j)y(i) + y(j)x(j)z(i) − x(j)z(i)y(j) + y(i)x(j)z(j)

→ y(j)z(j)x(i) + y(j)z(i)x(j) − x(j)z(j)y(i) − x(j)z(i)y(j) + y(i)x(j)z(j)

(1)→ y(j)z(j)x(i) + y(j)z(i)x(j) − x(j)z(j)y(i) − x(j)z(i)y(j) + y(i)z(j)x(j)

→ y(j)z(j)x(i) + (y(j)z(i) + y(i)z(j))x(j) − x(j)(z(j)y(i) + z(i)y(j))

(1)(2)→ z(j)y(j)x(i) + (z(j)y(i) + z(i)y(j))x(j) − x(j)(y(j)z(i) + y(i)z(j))

→ z(j)y(j)x(i) + z(j)y(i)x(j) + z(i)y(j)x(j) − x(j)y(j)z(i) − x(j)y(i)z(j)

→ z(j)y(j)x(i) − z(j)x(j)y(i) + z(j)y(i)x(j) − x(j)y(j)z(i) + z(j)x(j)y(i) − x(j)y(i)z(j) + z(i)y(j)x(j)

(1)→ z(j)y(j)x(i) − z(j)x(j)y(i) + z(j)y(i)x(j) − x(j)y(j)z(i) + x(j)z(j)y(i) − x(j)y(i)z(j) + z(i)y(j)x(j)

→ z(j)y(j)x(i) − z(j)x(j)y(i) + z(j)y(i)x(j) − x(j)(y(j)z(i) − z(j)y(i) + y(i)z(j)) + z(i)y(j)x(j)

(2)→ z(j)x(i)y(j) − x(j)z(i)y(j) + z(i)x(j)y(j)
(2)→x(i)z(j)y(j)

(1)→x(i)y(j)z(j).

3) x(i)y(j)z(k), ãäå x > y > z, i < j < k. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëó÷àåì

x(i)y(j)z(k)
(3)→ y(j)x(i)z(k) − x(j)y(i)z(k) + y(i)x(j)z(k)

→(5) y(j)z(k)x(i) − x(k)z(i) + z(i)x(k))− x(j)y(i)z(k) + y(i)x(j)z(k)

→(6) z(k)y(j)x(i) − y(k)z(j)x(i) + z(j)y(k)x(i) − y(j)x(k)z(i)

+ y(j)z(i)x(k) − x(j)y(i)z(k) + y(i)x(j)z(k)

→(6) z(k)y(j)x(i) − y(k)z(j)x(i) + z(j)y(k)x(i) − y(j)x(k)z(i) + y(j)z(i)x(k)

− x(j)y(i)z(k) + y(i)z(k)x(j) − y(i)x(k)z(j) + y(i)z(j)x(k)

→(5) z(k)y(j)x(i) − y(k)z(j)x(i) + z(j)y(k)x(i) − y(j)x(k)z(i) + y(j)z(i)x(k)

− x(j)y(i)z(k) + y(i)z(k)x(j) − y(i)x(k)z(j) + z(j)y(i)x(k) − y(j)z(i)x(k) + z(i)y(j)x(k)

→(6) z(l)y(j)x(i) − y(k)z(j)x(i) + z(j)y(k)x(i) − y(j)x(k)z(i) + y(j)z(i)x(k) − x(j)z(k)y(i)

+ x(j)y(k)z(i) − x(j)z(i)y(k) + y(i)z(k)x(j) − y(i)x(k)z(j) + z(j)y(i)x(k) − y(j)z(i)x(k) + z(i)y(j)x(k)

→(6) z(k)y(j)x(i) − y(k)z(j)x(i) + z(j)y(k)x(i)

− y(k)x(k)z(i) + y(j)z(i)x(k) − x(j)z(k)y(i) + y(k)x(j)z(i) − x(k)y(j)z(i) + y(j)x′(k)z(i)

− x(j)z(i)y(k) + y(i)z(k)x(j) − y(i)x(k)z(j) + z(j)y(i)x(k) − y(j)z(i)x(k) + z(i)y(j)x(k)

→(6) zky(j)x(i) − y(k)z(j)x(i) + z(j)y(k)x(i) − y(j)x(k)z(i) + y(j)z(i)x(k)

− z(k)x(j)y(i) + x(k)z(j)y(i) − z(j)x(k)y(i) + y(k)x(j)z(i) − x(k)y(j)z(i) + y(j)x(k)z(i)

− x(j)z(i)y(k) + y(i)z(k)x(j) − y(i)x(k)z(j) + z(j)y(i)x(k) − y(j)z(i)x(k) + z(i)y(j)xk

→ −y(k)z(j)x(i) − y(j)x(k)z(i) + y(j)z(i)x(k) + x(k)z(j)y(i) + y(k)x(j)z(i)

− x(k)y(j)z(i) + y(j)x(k)z(i) − x(j)z(i)y(k) + y(i)z(k)x(j) − y(i)x(k)z(j) − y(j)z(i)x(k)

→ −y(k)z(j)x(i)− y(j)x(k)z(i)+ y(k)x′(j)z(i)+ y(j)x(k)z(i)−x(j)z(i)y(k)+ y(i)z(k)x(j)− y(i)x(k)z(j)

→ −y(j)x(k)z(i) + y(j)x(k)z(i) + z(k)y(i)x(j) − y(k)z(i)x(j) + z(i)y(k)x(j) → −y(k)z(i)x(j).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëó÷àåì

x(i)y(j)z(k)
(6)→x(i)z(k)y(j) − x(i)y(k)z(j) + x(i)z(j)y(k)

→(5) (6)x(i)z(k)y(j) − y(k)x(i)z(j) + x(k)y(i)z(j) − y(i)x(k)z′(j) + z(j)x(i)y(k)

− x(j)z(i)y(k) + z(i)x(j)y(k)

→(6) x(i)z(k)y(j) − y(k)x(i)z(j) + x(k)y(i)z(j) − y(i)x(k)z(j) + z(j)x(i)y(k)

− x(j)z(i)y(k) + z(i)y(k)x′(j) − z(i)x(k)y(j) + z(i)y(j)x′(k)

→(6) z(k)x(i)y(j) − x(kz(i)y(j) + z(i)x(k)y(j) − y(k)x(i)z(j) + x(k)y(i)z(j)

− y(i)x(k)z(j) + z(j)x(i)y(k) − x(j)z(i)y(k) + z(i)y(k)x(j) − z(i)x(k)y′
(j)

+ z(i)y(j)x(k)

→(5) z(ky(j)x(i) − z(k)x(j)y(i) + z(k)y(i)x(j) − x(k)z(i)y(j) + z(i)x(k)y(j)

− y(k)x(i)z(j) + x(k)y(i)z(j)

− y(i)x(k)z(j) + z(j)x(i)y(k) − x(j)z(i)y(k) + z(i)y(k)x(j) − z(i)x(k)y(j) + z(i)y(j)x(k)

→(3) z(k)y(j)x(i) − z(k)x(j)y(i) + z(k)y(i)x(j) − x(k)z(i)y(j) − y′(k)x(j)z(i) + x(k)z(j)y(i)

− x(k)y(j)z(i) + x(k)z(i)y(j) − y(i)x(k)z(j) + z(j)x(i)y(k) − x(j)z(i)y(k) + z(i)y(k)x(j) + z(i)y(j)x(k)

→ z(k)y(j)x(i) − z(k)x(j)y(i) + z(k)y(i)x(j) − y(k)x(i)z(j) + x(k)z(j)y(i) − x(k)y(j)z(i)

− y(i)x(k)z(j) + z(j)x(i)y(k) − x(j)z(i)y(k) + z(i)y(k)x(j) + z(i)y(j)x(k)

→(5) z(k)y(j)x(i) − z(k)x(j)y + z(k)y(i)x(j) − y(k)x(i)z(j) + x(k)z(j)y(i) − x(k)y(j)z(i)

− y(i)x(k)z(j) + z(j)y(k)x(i) − z(j)x(k)y(i) + z(j)y(i)x(k) − x(j)z(i)y(k) + z(i)y(k)x(j) + z(i)y(j)x(k)

→(3) z(k)y(i)x(j) − y(k)z(j)x(i) + y(k)x(j)z(i) − y(k)z(i)x(j) + x(k)z(j)y(i)

− x(k)y(j)z(i) − y(i)x(k)z(j) − x(j)z(i)y(k) + z(i)y(k)x(j)

→ z(k)y(i)x(j) − y(k)z(j)x(i) + y(k)x(j)z(i) − y(k)z(i)x(j) − y(i)x(k)z(j) − x(j)z(i)y(k) + z(i)y(k)x(j)

→ z(k)y(i)x(j) − y(k)z(i)x(j) + z(i)y(k)x(j) → −y(k)z(i)x(j).

Òåì ñàìûì ìû ïðîâåðèëè òðèâèàëüíîñòü âñåõ êîìïîçèöèé, è S ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì

�ð¼áíåðà � Øèðøîâà. �

Ñëåäñòâèå 2. Â êà÷åñòâå áàçèñà àëãåáðû ULien(g0) áåð¼ì ðåäóöèðîâàííûå îòíîñè-

òåëüíî S ñëîâà, òî åñòü òàêèå ñëîâà, ÷òî íå ñîäåðæàò â êà÷åñòâå ïîäñëîâ x(i)y(i) è x(i)y(j)

äëÿ x, y ∈ X , x > y, i < j.

3 Ñêîðîñòü ðîñòà àëãåáðû ULien(g)

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü ðîñòà ρ(A) àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A îòíîñèòåëüíî ïî-

ðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà X âû÷èñëÿåòñÿ êàê

ρ(A) = lim
n→∞

n

√
an,

ãäå an = dimVn, Vn � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñëîâ äëèíû n â àë�àâèòå X .

Âîïðîñ. Ïóñòü g ∈ Lien, dim g = m. ×åìó ðàâíà ñêîðîñòü ðîñòà ρ(ULien(g)) îòíîñè-
òåëüíî ïîðîæäàþùåãî ìíîæåñòâà X(1) ∪X(2) ∪ . . . ∪X(n)

ïðè |X| = m?

Ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü âîïðîñ â òåðìèíàõ áîëåå ïðîñòî çàäàâàå-

ìîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû.

�àññìîòðèì àëãåáðó Vn,m = Ass〈X(1) ∪X(2) ∪ . . .∪X(n) | T 〉, ãäå T ñîñòîèò èç ñîîòíî-

øåíèé

1) x(i)y(i) = y(i)x(i)
, x > y,
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2) x(i)y(j) = y(j)x(i)
, x > y, i < j.

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà, òî åñòü àññîöèàòèâíàÿ àë-

ãåáðà, ïîëó÷àþùàÿñÿ �àêòîðèçàöèåé ñâîáîäíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû ïî ìíîæåñòâó

ñîîòíîøåíèé êîììóòèðîâàíèÿ, âûïîëíåííûõ äëÿ îïðåäåë¼ííûõ ïàð ïîðîæäàþùèõ ýëå-

ìåíòîâ. Â ðàáîòå 1969 ã. [3℄ Ï. Êàðòüå è Ä. Ôîàòà ââåëè ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî êîììóòà-

òèâíîãî ìîíîèäà. Ïóñòü çàäàí ïðîñòîé ãðà� G(V,E), òîãäà ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûé

ìîíîèä M(G) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êîïðåäñòàâëåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: M〈V | v1v2 =
v2v1, (v1, v2) ∈ E〉, ò. å. êàê �àêòîð ñâîáîäíîãî ìîíîèäà M〈V 〉 ïî îòíîøåíèþ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè, ïîðîæä¼ííîé ìíîæåñòâîì {v1v2 = v2v1, (v1, v2) ∈ E}. Ïîçäíåå èçó÷àëèñü ÷à-
ñòè÷íî êîììóòàòèâíûå àññîöèàòèâíûå àëãåáðû [11℄, ÷àñòè÷íî êîììóòàòèâíûå àëãåáðû

Ëè [6℄ è äðóãèå ïîäîáíûå ñòðóêòóðû. ×àñòè÷íî êîììóòàòèâíóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó,

ïîñòðîåííóþ ïî ãðà�ó G, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê As(G).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ T îáðàçóþò áàçèñ �ð¼áíåðà � Øèðøîâà, è ïî-

ýòîìó ìíîæåñòâî ðåäóöèðîâàííûõ îòíîñèòåëüíî ñîîòíîøåíèé S è T ñëîâ ñîâïàäàåò.

Îòñþäà ρ(ULien(g)) = ρ(Vn,m).
Ââåä¼ì ïðîñòîé êîíå÷íûé ãðà� G òàê: âåðøèíû G ñîîòâåòñòâóþò ïîðîæäàþùèì

x(i)
, à ðåáðî ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ïðîâîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ïåðåñòàíîâî÷-

íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì âåðøèíàì ïîðîæäàþùèõ âõîäèò â T . Èçâåñòíî [7℄, ÷òî

ρ(As(G)) = β(G), ãäå β(G) � íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

PC(G, x) = xt0 − c1(G)xt0−1 + c2(G)xt0−2 + . . . + (−1)t0−1ct0−1x + (−1)t0ct0(G), (3)

ãäå ci îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî êëèê ðàçìåðà i â ãðà�å G (c0 := 1), à t0 � ðàçìåð ìàêñè-

ìàëüíîé êëèêè â G.
Ïîñêîëüêó ìû ðàáîòàåì ñ î÷åíü êîíêðåòíûì ãðà�îì G, ìû ñìîæåì ÿâíî ïîñ÷èòàòü

âñå êîý��èöèåíòû ci(G).
Âñåãî â ãðà�å G âåðøèí mn = C1

mC
1
n, à ð¼áåð, âîçíèêàþùèõ èç ïåðâûõ ñîîòíîøåíèé

� C2
mn = C2

mC
1
n, à èç âòîðûõ � C2

mC
2
n, çäåñü C2

m îòâå÷àåò çà âûáîð ïîäõîäÿùèõ x, y èç

àë�àâèòà X , à C2
n îòâå÷àåò çà âûáîð ïàðû èíäåêñîâ (i, j).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 1 ≤ k ≤ m ìû ñïåðâà âûáèðàåì k áóêâ x1, . . . , xk∈X , äàëåå

âûáèðàåì Cs
n ñïîñîáàìè s-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî Z ⊂ {0, . . . , n−1}. Òåïåðü äëÿ êàæ-

äîãî Z ìû Cs−1
k−1 ñïîñîáàìè ðàññòàâëÿåì ïåðåãîðîäêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, êàê ìû

ðàñïðåäåëÿåì ýëåìåíòû Z ïî èíäåêñàì i1, . . . , ik. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì

ck = Ck
m

(

C0
k−1C

1
n + C1

k−1C
2
n + C2

k−1C
3
n + . . .+ C l

k−1C
l+1
n + . . .+ Ck−1

k−1C
k
n

)

.

Êîìáèíàòîðíî ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

C0
k−1C

1
n + C1

k−1C
2
n + C2

k−1C
3
n + . . .+ C l

k−1C
l+1
n + . . .+ Ck−1

k−1C
k
n = Ck

n+k−1.

Ïîýòîìó

PC(G, x) = xm − C1
mC

1
nx

m−1 + C2
mC

2
n+1x

t0−2 + . . .+ (−1)kCk
mC

k
n+k−1x

m−k

+ . . . (−1)mCm
n+m−1 =

m
∑

k=0

(−1)kCk
mC

k
n+k−1x

m−k. (4)

Ïðè ïîìîùè Wolframalpha ìû ïðèáëèæåííî âû÷èñëèëè β(G) äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé

n,m:

Äëÿ ïîèñêà àñèìïòîòèêè β(G) íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà. Åñëè m ≥ n, òîãäà PC(G(m,n), x) = (x− 1)m−n+1PC(G(n− 1, m+ 1), x).
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Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèå β(G) â çàâèñèìîñòè îò n,m

n \ m 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3 4.73 6.45 8.16 9.87 11.58 13.29 15.00 16.71 18.42 20.12

4 6.45 8.87 11.29 13.70 16.11 18.52 20.93 23.33 25.74 28.15

5 8.16 11.29 14.40 17.51 20.62 23.72 26.83 29.93 33.03 36.14

6 9.87 13.70 17.51 21.32 25.12 28.92 32.72 36.52 40.31 44.11

7 11.58 16.11 20.62 25.12 29.62 34.11 38.60 43.10 47.59 52.08

8 13.29 18.52 23.72 28.92 34.12 39.30 44.49 49.67 54.85 60.04

9 15.00 20.93 26.83 32.72 38.60 44.49 50.36 56.24 62.12 68.00

10 16.71 23.33 29.93 36.52 43.10 49.67 56.24 62.81 69.38 75.95

11 18.42 25.74 33.03 40.31 47.59 54.85 62.12 69.38 76.65 83.91

Äîêàçàòåëüñòâî. �àâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñâîäèòñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïîä-

ñ÷¼òà êîý��èöèåíòîâ ïðè xm−k
ê ïðîâåðêå êîìáèíàòîðíîãî ðàâåíñòâà

k
∑

s=0

Cs
m−n+1C

k−s
m+k−sC

k−s
n−1 = Ck

n+k−1C
k
m. (5)

Ïåðâûé ìíîæèòåëü âûáèðàåì èç ïåðâîé ñêîáêè (x − 1)m−n+1
ñ êîý��èöèåíòîì

(−1)sCm−n+1−s
m−n+1 = (−1)sCs

m−n+1. Èç âòîðîé ñêîáêè xn−1−(k−s)
ïðèõîäèò ñ êîý��èöèåí-

òîì (−1)k−sCk−s
m+k−sC

k−s
n−1. Ïåðåìíîæàÿ (−1)s è (−1)k−s

, ïîëó÷àåì (−1)k.
Ëåâóþ ÷àñòü (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

k
∑

s=0

Cs
m−n+1C

k−s
m+k−sC

k−s
n−1 = Ck

m+kC
k
n−1 3F2(−m+ n− 1,−k,−k; −m− k, n− k; 1), (6)

ãäå 3F2(a, b, c; d, e; z) îáîçíà÷àåò îáîáù¼ííûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

3F2(a, b, c; d, e; z) =

∞
∑

i=0

(a)i(b)i(c)i
(d)i(e)i

· z
i

i!
,

çäåñü

(x)i =
Γ(x+ i)

Γ(x)
=

{

1, i = 0,

x(x+ 1) . . . (x+ i− 1), i > 0,

îáîçíà÷àåò ñèìâîë Ïîõãàììåðà.

Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Çààëüøóòöà (1890) ãëàñèò, ÷òî

3F2(a, b,−n; c, a + b− c− n− 1; 1) =
(c− a)n(c− b)n
(c)n(c− a− b)n

. (7)

Òåì ñàìûì â �îðìóëå (6) ïåðåïèñûâàåì

3F2(−m+ n− 1,−k,−k; −m− k, n− k; 1) =
(−k − n+ 1)k(−m)k
(−m− k)k(−n + 1)k

=
(−k − n+ 1) . . . (−n) · (−m) . . . (−m+ k − 1)

(−m− k) . . . (−m− 1) · (−n + 1) . . . (−n + k)
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=
(k + n− 1) . . . (n) · (m) . . . (m− k + 1)

(m+ k) . . . (m+ 1) · (n + 1) . . . (n− k)

=
(Ck

n+k−1 · k!) · (Ck
m · k!)

(Ck
m+k · k!) · (Ck

n−1 · k!)
=

Ck
n+k−1C

k
m

Ck
m+kC

k
n−1

,

÷òî è äà¼ò ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà Ck
m+kC

k
n−1 ïðàâóþ ÷àñòü (5). �

Ïåðåä òåì, êàê âûâåñòè àñèìïòîòèêó β(G), íàïîìíèì îïðåäåëåíèå �óíêöèè Áåññåëÿ

ïåðâîãî ðîäà: J0(z) =
∞
∑

k=0

(−1)k(z2/4)k

k!k!
.

Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå çíàêè: ≫ � �ìíîãî áîëü-

øå�, ≪ � �ìíîãî ìåíüøå�, ∼ � �àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû�.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü m,n ≫ 1, òîãäà β(G) = α(mn + o(mn)), ãäå α = 4
q2
0

≈ 0, 69166, q0

� íàèìåíüøèé êîðåíü �óíêöèè J0(2
√
x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m,n ≫ 1. Òîãäà âûïîëíåíî |E(G)| ∼ m2n2/4 = |V (G)|2/4,
ïîýòîìó ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 8.4 è 9.3 èç [9℄ âåðíû îöåíêè

0, 5nm ≤ β ≤ 0, 751nm.

Îòñþäà ìû ìîæåì èñêàòü β â âèäå β ∼ αnm äëÿ ïàðàìåòðà α ∈ [0, 5; 0, 751], âîîáùå
ãîâîðÿ, çàâèñÿùåãî îò n,m.

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî α óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

0 = αm − αm−1

1!1!
+

αm−2

2!2!
− . . .+ (−1)k

αm−k

k!k!
+ . . . . (8)

Åãî íàèáîëüøèé êîðåíü àñèìïòîòè÷åñêè ðàâåí α = 4
q2
0

≈ 0, 69166, ãäå q0 � íàèìåíüøèé

êîðåíü �óíêöèè J0(2
√
x). Âñå äðóãèå êîðíè (8) íå ïðåâîñõîäÿò 0, 14, òî åñòü íå ëåæàò

íà îòðåçêå [0, 5; 0, 751].
Ñëó÷àé 1: n − 1 ≥ m. Òîãäà êîý��èöèåíò â PC(G, x) ïðè xm−k

áåç ó÷¼òà çíàêà

ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ck
mC

k
n+k−1 =

m(m− 1) . . . (m− k + 1)

k!
· (n+ k − 1)(n+ k − 2) . . . n

k!

=
1

k!k!
[nm][(m− 1)(n+ 1)] . . . [(m− k + 1)(n+ k − 1)] ≤ (nm)k

k!k!
.

Äàëåå, äëÿ 2/5 < γ < 4/5 âûïîëíåíî

PC(G, γmn)/(mn)m ∼ γm − γm−1 +
γm−2

2!2!
− . . . ,

ãäå äëÿ k ≪ O(
√
m) ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå áåç ó÷¼òà çíàêà àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî

γm−k

k!k!
. Ïðè k = O(

√
m) ñëàãàåìîå (òàêæå áåç ó÷¼òà çíàêà) íå ïðåâîñõîäèò

γm−k

k!k!
, ÷òî ïî

�îðìóëå Ñòèðëèíãà q! ∼ √
2πq(q/e)q ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó òàê:

γm−k

k!k!
<

γm

pγ
√
m/r(

√
m/t)

√
m/s

<
γm

p(γ′√m/t)
√
m/s

äëÿ íåêîòîðûõ p, t, s, r, γ′
, çàâèñÿùèõ îò k, íî íå îò n,m. Åñëè ìû ñóììèðóåì äàæå

m ñëàãàåìûõ òàêîãî òèïà, òî âñ¼ ðàâíî ïîëó÷èì âûðàæåíèå èç o(γm). Òåì ñàìûì ìû

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (8). Äëÿ y = 1/α ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

0 = 1− y

1!1!
+

y2

2!2!
− . . .+ (−1)k

yk

k!k!
+ . . . = J0(2

√
y),
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îòêóäà è íàõîäèì óêàçàííîå âûøå çíà÷åíèå α.
Ñëó÷àé 2: m ≥ n. Ïî ëåììå âûïîëíåíî PC(G(m,n), x) = (x − 1)m−n+1PC(G(n −

1, m+ 1), x), è ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

β(G(m,n)) = β(G(n− 1, m+ 1)) ∼ α(n− 1)(m+ 1) ∼ αnm.

Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà. �
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