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О РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ
С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

О. С. Зикиров

В работе исследована разрешимость нелокальных задач с интегральными усло-
виями для линейного уравнения в частных производных третьего порядка с опера-
тором теплопроводности в главной части. При доказательстве разрешимости зада-
чи применяются методы теории дифференциальных уравнений, функции Грина для
уравнения теплопроводности и теории интегральных уравнений.

Исследуемые нелокальные задачи сводятся к эквивалентному интегральному урав-
нению Вольтерра второго рода, которое безусловно разрешимо.
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Введение

В настоящее время теория нелокальных задач интенсивно развивается и представ-
ляет собой важный раздел теории неклассических задач математической физики.
Большой интерес в этой области представляют задачи с нелокальными интеграль-
ными условиями. Условия такого вида могут появиться при математическом модели-
ровании явлений, связанных с распространением тепла [1], [2], физикой плазмы [3],
процессом влагопереноса в капиллярно-пористых средах [4], вопросами демографии
и математической биологии.

В большинстве работ, связанных с разрешимостью нелокальных задач с гранич-
ными условиями интегрального вида, изучается лишь уравнения второго порядка
[5]–[9]. Различные нелокальные задачи с интегральными условиями для отдельных
типов уравнений в частных производных третьего порядка изучались во многих ра-
ботах (см. например [10]–[15]).

В данной работе исследуется разрешимость нелокальных задач с интегральными
граничными условиями для уравнения третьего порядка с оператором теплопровод-
ности в главной части.
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§ 1. Постановка задачи

В области D = {(x, t) : 0 < x < `, 0 < t < T} рассмотрим уравнение в частных
производных третьего порядка вида

Lu ≡ ∂

∂x

(
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2

)
+ a(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t), (1)

где a(x, t), c(x, t) и f(x, t) – заданные функции.
Заметим, что уравнение (1) в областиD относительно старшей производной имеет

трёхкратную характеристику t = const, по классификации работы [16] уравнение (1)
соответствует первому каноническому виду. Этот фактор существенно влияет как на
корректность постановки задач, так и на их разрешимость. В работе [17] уравнение
(1) названо уравнением с кратными характеристиками и рассмотрены различные
краевые задачи для этого уравнения.

Для уравнения (1) рассмотрим нелокальную задачу с граничным условием инте-
грального вида в следующей постановке: Найти регулярное в области D решение
u(x, t) уравнения (1), удовлетворяющее начальному

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `, (2)

граничным
u(0, t) = µ1(t), ux(0, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (3)

и интегральным условиям

u(`, t) =

`∫
0

p(x, t)u(x, t)dx+ µ3(t), 0 ≤ t ≤ T, (4)

где ϕ(x), p(x, t), µi(t), (i = 1, 3) – заданные функции, удовлетворяющие условиям
согласования:

ϕ(0) = µ1(0); ϕ′(0) = µ2(0); ϕ(`) =

`∫
0

p(x, 0)ϕ(x)dx+ µ3(0). (∗)

Через Ck,l(D) обозначен класс функций u(x, t), непрерывных вместе со своими
частными производными порядка ∂m+nu(x, t)/∂xm∂tn для всех m = 0, k, n = 0, l;
C0,0(D) обозначим через C(D).

Определение. Под регулярным в области D решением задачи будем понимать
функцию u(x, t), из класса C3,1(D) ∩ C2,0(D), удовлетворяющую условиям (1)–(4) в
обычном смысле.

§ 2. Разрешимость нелокальной задачи (1)–(4)
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Задачу (1)–(4) исследуем в пространстве C3,1(D)∩C2,0(D), при этом, справедлива
следующая теорема о разрешимости исследуемой нелокальной задачи (1)–(4).

Теорема 1. Предположим, что выполнены условия:
1) a(x, t), ax(x, t), c(x, t), f(x, t), p(x, t), px(x, t) ∈ C(D);
2) ϕ(x) ∈ C1[0, `], µi(t) ∈ C1[0, T ], (i = 1, 2, 3), кроме того выполнены условия

согласования (*).
Тогда регулярное решение задачи (1)–(4) в классе C3,1(D) ∩ C2,0(D) существует

и единственно.
Доказательство. Сведем задачу (1)–(4) к эквивалентной смешанной задаче

для линейного нагруженного параболического уравнения.
Интегрируя уравнение (1) в пределах от 0 до x получим линейное нагруженное

уравнение теплопроводности вида

ut − uxx + a(x, t)u = −uxx(0, t) +

x∫
0

b(z, t)u(z, t)dz + f1(x, t), (5)

где
b(z, t) = az(z, t) + c(z, t),

f1(x, t) = µ′1(t)− a(0, t)µ1(t) +

x∫
0

f(z, t)dz.

Для уравнения (5) исследуем вспомогательную задачу: Найти решение u(x, t)
уравнения (5) удовлетворяющее начальному условию (2) и следующим граничным
условиям

ux(0, t) = µ2(t), u(`, t) = µ(t), 0 ≤ t ≤ T, (6)

здесь µ(t) – пока неизвестная функция.
Она определяется равенством

µ(t) =

`∫
0

p(x, t)u(x, t)dx+ µ3(t). (7)

Для нахождения условий разрешимости задачи (1)–(4) установим условия ее эк-
вивалентности к смешанной задаче, используя при этом функция Грина G(x, t; ξ, τ),
для уравнения теплопроводности с начальным условием (2) и краевыми условиями
(6).

Нетрудно проверить, что функция Грина для уравнения теплопроводности с кра-
евыми условиями (6) задается формулой (см. например [18])

G(x, t : ξ, τ) =
+∞∑
−∞

(−1)n
[
U(x− ξ + 2n`, t− τ)− U(x+ ξ + 2n`, t− τ)

]
, t > τ,

здесь U(x, t; ξ, τ) – фундаментальное решение уравнения теплопроводности.
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Для функции Грина G(x, t; ξ, τ) справедливы следующие свойства:
1) Gt(x, t; ξ, τ)−Gxx(x, t; ξ, τ) = 0 и Gτ (x, t; ξ, τ) +Gξξ(x, t; ξ, τ) = 0;
2) G(x, t; `, τ) = 0, Gξ(x, t; 0, τ) = 0 при ∀(x, t) ∈ D;
3) lim

τ→t
G(x, t; ξ, τ) = 0 при x 6= ξ.

Считая, что правую часть уравнения (5) известной функцией и согласно резуль-
татам [17], решение смешанной краевой задачи {(5), (2), (6)} существует, единственно
и может быть представлено в виде

u(x, t) =

`∫
0

ϕ(ξ)G(x, t; ξ, 0)dξ −
t∫

0

G(x, t; 0, τ)µ2(τ)dτ−

+

t∫
0

Gξ(x, t; `, τ)µ(τ)dτ −
t∫

0

`∫
0

G(x, t; ξ, τ)uxx(0, τ)dξdτ+ (8)

+

t∫
0

`∫
0

G(x, t; ξ, τ)

[ ξ∫
0

b(z, τ)u(z, τ)dz + f1(ξ, τ)

]
dξdτ.

Введем обозначения

K1(x, t, τ) =

`∫
0

G(x, t; ξ, τ)dτ ; (9)

K2(x, t; ξ, τ) = a(ξ, τ)G(x, t; ξ, τ)− b(ξ, τ)

`∫
ξ

G(x, t; z, τ)dz;

g0(x, t) =

`∫
0

ϕ(ξ)G(x, t; ξ, 0)dξ +

t∫
0

G(x, t; 0, τ)µ2(τ)dτ−

t∫
0

`∫
0

G(x, t; ξ, τ)f1(ξ, τ)dξdτ.

Тогда формулу (8) можно переписать следующим образом:

u(x, t) = g0(x, t)−
t∫

0

K1(x, t, τ)uxx(0, τ)dτ+

+

t∫
0

Gξ(x, t; `, τ)µ(τ)dτ +

t∫
0

dτ

`∫
0

K2(x, t; ξ, τ)u(ξ, τ)dξ. (10)
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Формулу (10) будем рассматривать как интегральное уравнение Вольтерра вто-
рого рода относительно функции u(x, t) с особенностью (t− τ)1/2, решение которого
можно выписать через резольвенту R(x, t; ξ, τ) ядра K2(x, t; ξ, τ), тогда относительно
нагруженного слагаемого uxx(0, t) получим интегро-дифференциальное уравнение в
виде

u(x, t) =

t∫
0

K3(x, t; τ)uxx(0, τ)dτ +

t∫
0

K4(x, t, τ)µ(τ)dτ + g1(x, t), (11)

здесь

g1(x, t) =

`∫
0

K5(x, t; ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

K6(x, t; τ)µ2(τ)dτ−

−
`∫

0

t∫
0

K7(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)dτdξ;

K3(x, t, τ) = K1(x, t; τ) +

`∫
0

( t∫
τ

R(x, t; ξ, s)K1(ξ, τ ; s)ds

)
dξ;

K4(x, t, τ) = Gξ(x, t; `, τ) +

`∫
0

( t∫
τ

R(x, t; ξ, s)Gξ(ξ, τ ; `, s)ds

)
dξ;

K5(x, t, ξ) = G(x, t; ξ, 0) +

`∫
0

( t∫
0

R(x, t; z, τ)G(ξ, τ ; z, 0)dτ

)
dz;

K6(x, t, τ) = G(x, t; 0, τ) +

`∫
0

( t∫
τ

R(x, t; ξ, s)G(ξ, τ ; 0, s)ds

)
dξ;

K7(x, t; ξ, τ) = G(x, t; ξ, τ) +

`∫
0

( t∫
τ

R(x, t; z, s)G(ξ, τ ; z, s)ds

)
dz.

В равенстве (11) входят неизвестные функции uxx(0, t) и µ(t). Переходим к их
нахождению.

Сначала находим нагруженное слагаемое uxx(0, t).
В дальнейшем, необходимо знать дифференциальные свойства ядра K3(x, t, τ),

K4(x, t, τ) и свободного члена g1(x, t) в окрестности точки x = 0.
Полученное уравнение (11) будем решать методом сведения к интегральному

уравнению Вольтерра второго рода относительно uxx(0, t). Но непосредственно диф-

ференцировать по x два раза равенство (11) нельзя, так как ядро
∂2K3(x, t, τ)

∂x2
имеет

особенность (t− τ)−3/2 при x = 0.
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Сначала выделяем главную часть ядраK3(x, t, τ), т. е. функцию Грина G(x, t; ξ, τ)
представим в виде

G(x, t; ξ, τ) = G0(x, t; ξ, τ) + [G(x, t; ξ, τ)−G0(x, t; ξ, τ)] =

= G0(x, t; ξ, τ) +G1(x, t; ξ, τ),

где G0(x, t; ξ, τ) – функция Грина второй краевой задачи для уравнения теплопро-
водности на отрезке [0, `], и имеет место равенство

`∫
0

G0(x, t; ξ, τ)dξ = 1,

в чем легко убедиться [19], воспользовавшись представлением функции Грина второй
краевой задачи для уравнения теплопроводности.

Тогда функция G1(x, t; ξ, τ) имеет вид

G1(x, t; ξ, τ) = −2
+∞∑
−∞

[
U(x− ξ + 2(2k + 1)`, t− τ) + U(x+ ξ + 2(2k + 1)`, t− τ)

]
.

Таким образом, ядро K3(x, t, τ) представим в виде

K3(x, t, τ) = 1 +

`∫
0

G1(x, t; ξ, τ)dξ + q(x, t; ξ, τ), (12)

здесь

q(x, t, τ) =

`∫
0

( t∫
τ

R(x, t; ξ, s)K1(ξ, τ ; s)ds

)
dξ.

Правая часть функции q(x, t, τ) и ее производные являются непрерывными и огра-
ниченными функциями и при помощи известных оценок функции Грина и ее произ-
водных [17]∣∣∣∣∂i+jG(x, t; ξ, τ)

∂xitj

∣∣∣∣ ≤ c0
(t− τ)(i+2j+1)/2

exp

{
−c1

(x− ξ)2

4(t− τ)

}
, i, j = 1, 2, 3, ..., (13)

c0 = const > 0, 0 < c=const < 1, а также неравенство [7]

zn exp{−z2} ≤ An ≤ ∞, n ∈ [0,∞), n = 1, 2, 3, ...,

легко установить оценку

|q(x, t, τ)| ≤
`∫

0

dξ

t∫
τ

|R(x, t; ξ, s)||K1(ξ, τ ; s)|ds ≤ c2`π, c2 = const > 0.
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Здесь и всюду ниже через ci, i = 0, 1, 2, ... будем обозначать положительную по-
стоянную, конкретное значение которой для наших исследований принципиального
значения не имеет.

Относительно ядра K3(x, t, τ), имеет место утверждение:
Лемма 1 [14]. При t > τ, ядро K3(x, t, τ) ∈ C2

x(D) и при x = 0 имеет место
неравенство ∣∣∣∣∂2K3(x, t, τ)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

∣∣∣∣ ≤M.

Доказательство. Дифференцируя равенство (12) под знаком интеграла, имеем

∂K3

∂x
= −2

`∫
0

∂G1(x, t; ξ, τ)

∂x
dξ = 2

`∫
0

∂G1(x, t; ξ, τ)

∂ξ
dξ =

= −2
+∞∑
−∞

∂

∂ξ
U(x− ξ + 2(2k + 1)`, t− τ)dξ + 2

+∞∑
−∞

∂

∂ξ
U(x+ ξ + 2(2k + 1)`, t− τ)dξ =

= 2
+∞∑
−∞

[−U(x+ (4k + 1)`, t− τ) + U(x+ (4k + 3)`, t− τ)].

Отсюда видно, что функция K3x(x, t, τ) непрерывно дифференцируемая и вторые
производные

∂2K

∂x2
=

+∞∑
−∞

[
x+ (4k + 1)`

2(t− τ)
U(x+ (4k+ 1)`, t− τ)− x+ (4k + 3)`

2(t− τ)
U(x+ (4k+ 3)`, t− τ)

]
.

В последнем равенстве полагая x = 0, получим

∂2K

∂x2

∣∣∣∣
x=0

=
+∞∑
−∞

[
(4k + 1)`

2(t− τ)
U((4k + 1)`, t− τ)− (4k + 3)`

2(t− τ)
U((4k + 3)`, t− τ)

]
=

=
1

2
√
π(t− τ)

+∞∑
−∞

(−1)k+1 (2k + 1)`

2(t− τ)
exp

{
− [(2k + 1)`]2

4(t− τ)

}
. (14)

Общий член ряда (14) представим в виде

(2k + 1)`

4
√
π(t− τ)3

exp

{
− [(2k + 1)`]2

4(t− τ)

}
=

=
[(2k + 1)`]3

4
√
π(
√
t− τ)3

exp

{
− [(2k + 1)`]2

8(t− τ)

}
· 1

[(2k + 1)`]2
exp

{
− [(2k + 1)`]2

8(t− τ)

}
.

Используя, известное неравенство [17]

0 <

{
(2k + 1)`

2
√
t− τ

}3

exp

{
−1

2

[
(2k + 1)`

2
√
t− τ

]2}
≤ c3,
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получим оценку для общего члена ряда (14)∣∣∣∣(2k + 1)`

2(t− τ)
U((2k + 1)`, t− τ)

∣∣∣∣ ≤ 2c3√
π[(2k + 1)`]2

exp

{
− [(2k + 1)`]2

8(t− τ)

}
.

Так как (2k + 1)` 6= 0 при ∀k ∈ N, то знакочередующийся ряд (14) сходится
абсолютно и равномерно, т. е. ∣∣∣∣∂2K3(x, t, τ)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

≤M.

Лемма 1 доказана.

Теперь рассмотрим второй интеграл в правой части (11). Обозначим

W (x, t) =

t∫
0

[
G1ξ(x, t; `, τ) +

`∫
0

( t∫
τ

R(x, t; ξ, s)G1ξ(ξ, τ ; `, s)ds

)
dξ

]
µ(τ)dτ,

и учитывая свойство теплового потенциала двойного слоя и неравенства (13) при
t > τ, x 6= `, имеемWxx(x, t) ∈ C2(D), которое удовлетворяет однородному уравнению
теплопроводности.

Функция g1(x, t) входящая в равенство (11) состоит из суммы тепловых потенци-
алов (см. например [19], [20]). Для нахождения нагруженного слагаемого uxx(0, t) из
интегрального уравнения (11) достаточно показать существование ограниченного и
непрерывного производного от g1xx(x, t).

Из теории тепловых потенциалов известны следующие свойства:

1) Если ϕ(x) ∈ C1(0, `), то при t > 0 функция
∫̀
0

K5(x, t; ξ)ϕ(ξ)dξ ∈ C2
x[0, `] и

ограничена.
2) Если f(x, t) ∈ Cα,0

x,t (D), то при t > 0 объемный потенциал

`∫
0

t∫
0

K7(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)dτdξ ∈ C2,1
x,t (D),

ограничен и удовлетворяет неоднородному уравнению теплопроводности.
Потенциал простого слоя

V0(x, t) =

t∫
0

[
G1(x, t; 0, τ) +

`∫
0

( t∫
τ

R(x, t; ξ, s)G1(ξ, τ ; 0, s)ds

)
dξ

]
µ2(τ)dτ, (15)

определен на границе x = 0, поэтому надо доказать дифференцируемость и ограни-
ченность Vxx(0, t).

K6(x, t, τ) = G1(x, t; 0, τ) +

`∫
0

dξ

t∫
τ

R(x, t; ξ, s)G1(ξ, τ ; 0, s)ds
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Относительно потенциала простого слоя V0(x, t) докажем следующее утвержде-
ние.

Лемма 2. Пусть функция µ2(t) ∈ C[0,+∞) и µ2(0) = 0, тогда функция V0(x, t) ∈
C2
x(D) и имеет место ∣∣∣∣∂2V0(x, t)∂x2

∣∣∣∣
x=0

∣∣∣∣ ≤M.

Доказательство. Для краткости доказательства, рассмотрим сингулярное сла-
гаемое функции V0(x, t)

V0(x, t) =

t∫
0

µ2(τ)G1(x, t; 0, τ)dτ.

При x 6= 0 и t 6= τ, ядро G(x, t; 0, τ) ∈ C2,1
x,t (D). Дифференцируя два раза по x под

знаком интеграла имеем

∂2V0(x, t)

∂x2
=

t∫
0

µ2(τ)
∂2G1(x, t; 0, τ)

∂x2
dτ = −

t∫
0

µ2(τ)
∂G1(x, t; 0, τ)

∂τ
dτ.

Отсюда, интегрируя по частям и учитывая свойства функции Грина и µ2(0) = 0,
получим

∂2V0(x, t)

∂x2
=

t∫
0

µ′2(τ)G1(x, t; 0, τ)dτ. (16)

Правая часть (16) является потенциалом простого слоя с ядром G(x, t; 0, τ). При
x = 0 оно будет непрерывной и ограниченной функцией при 0 < t < T :

∂2V0(0, t)

∂x2
=

t∫
0

µ′2(τ)G1(0, t; 0, τ)dτ,

где

G1(0, t; 0, τ) =
1

2
√
π(t− τ)

+∞∑
n=−∞

(−1)n exp

{
− [(2n+ 1)`]2

4(t− τ)

}
.

Отсюда нетрудно заметить, что производная
∂2V0(0, t)

∂x2
сходится абсолютно и рав-

номерно, т. е. ∣∣∣∣∂2V (0, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

≤M.

Лемма 2 доказана.
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Теперь находим нагруженное слагаемое uxx(0, t). Из доказанных лемм следует,
что равенство (11), можно дифференцировать по x два раза. Поэтому дифферен-
цируя (11) по x, затем полагая x = 0, относительно uxx(0, t) получим интегральное
уравнение Вольтерра второго рода

uxx(0, t) =

t∫
0

K3xx(0, t, τ)uxx(0, τ)dτ + Φxx(0, t). (16)

Правая часть (16) является потенциалом простого слоя с ядром Покажем, что
ядро K3xx(0, t, τ) ограниченная функция. Используя равенство (9) ядро K3(x, t, τ)
представим в виде

K3(x, t, τ) =

`∫
0

[G0(x, t; ξ, τ)− 2G1(x, t; ξ, τ ]dξ + q(x, t, τ) =

= 1− 2

`∫
0

G1(x, t; ξ, τ)dξ + q(x, t, τ).

В силу доказанных лемм, имеем∣∣∣∣∂2K3(x, t, τ)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

≤ 2c3√
π[(2k + 1)`]2

exp

{
− [(2k + 1)`]2

8(t− τ)

}
+ c4.

Легко заметить, что ядро интегрального уравнения Вольтерра второго рода (16)
непрерывная и ограниченная функция. Решение uxx(0, t) интегрального уравнения
(16) можно найти методом последовательных приближений.

Пусть R3(t, τ) резольвента ядра K3xx(0, t, τ), тогда решение уравнения (16) имеет
вид

uxx(0, t) =

t∫
0

K8(t, τ)µ(τ)dτ + g2(t), (17)

где

K8(t, τ) = K3xx(0, t, τ) +

t∫
τ

R3(t, s)K3xx(0, η, s)ds;

g2(t) = g1xx(0, x) +

t∫
0

R3(t, τ)g1xx(0, τ)dτ.

Подставляя значение uxx(0, t) из (17) в формулу (11), получим

u(x, t) =

t∫
0

[
K4(x, t, τ) +

t∫
τ

K3(x, t, s)K8(s, τ)ds

]
µ(τ)dτ + g3(x, t), (18)
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здесь

g3(x, t) = g1(x, t) +

t∫
0

K3(t, τ)g2(τ)dτ.

Далее определим неизвестную функцию µ(t). Подставляя функцию u(x, t), пред-
ставленную формулой (18), в равенство (7) будем иметь

µ(t) =

t∫
0

K9(t, τ)µ(τ)dτ + g4(t), (19)

где

K9(t, τ) =

`∫
0

p(x, t)

[
K4(x, t, τ) +

t∫
τ

K3(x, t, s)K8(s, τ)ds

]
dx;

g4(t) = µ3(t) +

`∫
0

p(x, t)g3(x, t)dx.

Ядро интегрального уравнения (19) может быть преобразоваться к виду

K9(t, τ) =
p(`, t)√
t− τ

+∞∑
−∞

[
exp

{
− [(2k + 1)`]2

t− τ

}
+ exp

{
− [2(k + 1)`]2

t− τ

}]
+

+
p(0, t)√
t− τ

+∞∑
−∞

[
exp

{
− [(4k + 1)`]2

4(t− τ)

}
+ exp

{
− [(4k + 3)`]2

4(t− τ)

}]
+

+

`∫
0

p(x, t)

( t∫
τ

K3(x, t, s)K8(s, τ)ds

)
dx.

и справедлива оценка
|K9(t, τ)| ≤ c5√

t− τ
+ c6.

Отсюда в силу леммы 1 ядро K9(t, τ) имеет слабую особенность при τ → t, а сво-
бодный член g4(t) непрерывен. Интегральное уравнение (19) является интегральным
уравнением Вольтерра второго рода, притом имеет, притом единственное решение
µ(t), и поэтому единственное решение задачи (1)–(4) задается формулой (18).

Таким образом, разрешимость нелокальной задачи (1)–(4) доказана.
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