
Âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåøåíèå äëÿ àáñòðàêòíûõ

ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

À. Í. Àðòþøèí

Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèèéñêàÿ
Ôåäåðàöèÿ.

alexsp3@yandex.ru

Àííîòàöèÿ

Ìû ðàññìàòðèâàåì âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåøåíèå

äëÿ àáñòðàêòíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ìåòîäîì øòðàôà äîêàçàíà òåîðå-

ìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Óêàçàíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ìíîæåñòâî îãðà-

íè÷åíèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ñõîäèìîñòü øòðàôíûõ ðåøåíèé ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ äîêàçûâàåòñÿ ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü

ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå, äëÿ êîòîðîãî âû-

ïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíî óïðóãîìó

óäàðó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, àáñòðàêòíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå

óðàâíåíèÿ.

1 Ââåäåíèå.

Ïóñòü X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A � ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïå-
ðàòîð â X, K ⊂ X - âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Öåëüþ íàøèõ èññëåäîâàíèé
áóäóò âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà äëÿ àáñòðàêòíûõ óðàâíåíèé âèäà

u′′(t) + Au(t) = f(t)

ñ îãðàíè÷åíèåì u(t) ∈ K.
Ñîäåðæàòåëüíûå çàäà÷è òàêîãî ðîäà âîçíèêàþò óæå äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü
äâèæåíèå ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû. Ïóñòü K ⊂ Rn - âûïóêëîå çàìíó-
òîå ìíîæåñòâî. ×àñòèöà äâèæåòñÿ âíóòðè ìíîæåñòâà K. Åå êîîðäèíàòû â ìîìåíò
âðåìåíè t îáîçíà÷èì êàê x(t). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

x′′(t) = f(t, x, x′) + h(t),

x(t) ∈ K,

x(0) = x0,

x′(0) = x1,

ãäå f(t, x, x′) � âíåøíÿÿ ñèëà, à h(t) � ñèëà ðåàêöèè ñòåíêè. Ýòà ðåàêöèÿ, î÷åâèäíî,
ðàâíà 0, êîãäà òî÷êà íàõîäèòñÿ âíóòðè K è íàïðàâëåíà âíóòðü ìíîæåñòâà K, êîãäà
òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå ∂K. Èçáàâëÿÿñü îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè h(t), ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåé çàäà÷å. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ x(t), ÷òî

(x′′(t)− f(t), x(t)− φ(t)) ⩽ 0,

x(0) = x0,

x′(0) = x1.
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Çäåñü φ(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî φ(t) ∈ K äëÿ t ∈ [0, T ]. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ýòèõ ñîîòíîøåíèé åùå íå äîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.
Ïîìèìî ýòîãî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé.
Åñëè óäàð îá ñòåíêó àáñîëþòíî óïðóãèé, òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñêîðîñòè ÷àñòèöû
ïîñëå óäàðà íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè óäàð àáñîëþòíî íåóïðóãèé, òî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ÷à-
ñòèöû íà íîðìàëü ê ãðàíèöå ïîñëå óäàðà ðàâíà 0. Ïîñëå òîãî, êàê ê óêàçàííîé ñèñòåìå
äîáàâëåíû íåêèå ñîîòíîøåíèÿ, ðåãóëèðóþùèå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé,
ìîæíî îæèäàòü, ÷òî çàäà÷à ïîñòàâëåíà, à çíà÷èò äîëæíà èìåòü ìåñòî åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ. Ðàçðåøèìîñòü òàêîé çàäà÷è ìîæíî äîêàçàòü ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ
óñëîâèÿõ. Íî âîò åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò. Ïðè ýòîì óïðóãîñòü
èëè íåóïðóãîñòü óäàðà íå èìååò çíà÷åíèÿ ([1], [2], [3])

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, âûçûâàþùàÿ áîëüøîé èíòåðåñ - ýòî âàðèàöèîííûå íåðàâåí-
ñòâà äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè Ω ∈ Rn

utt(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t)

ñ îãðàíè÷åíèåì u(t) ∈ K äëÿ ï.â t ∈ (0, T ). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ðåøåíèå îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ u(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó (â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé)

(Lu− f, u− φ) ⩽ 0,

äëÿ âñåõ ãëàäêèõ φ(x, t) òàêèõ, ÷òî φ(x, t) ∈ K äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]. Îñîáûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè n = 1, 2 è îãðàíè÷åíèå u(x) ⩽ m(x), x ∈ Ω. Ñîîòâåòñòâóþùåå
âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ñòðóíû èëè ìåìáðàíû ïðè íàëè÷èè
òâåðäîé ñòåíêè, îãðàíè÷èâàþùåé äâèæåíèå ñâåðõó. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìåòîäîì õà-
ðàêòåðèñòèê ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ([4],
[5]). Äëÿ ìíîãîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îòìåòèì ðàáîòó [6], ñ îãðàíè÷åíèåì ðå-
øåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ýòîò ñëó÷àé èíòåðåñåí òåì, ÷òî çàäà÷ó óäàëîñü ñâåñòè
ê âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì. Â ðàáîòå [7] ðàññìîòðåíà
çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèåì äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ñòåïåíüþ îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Â íåé
ðåàëèçîâàí ëþáîïûòíûé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ìèíèìèçàöèåé âûïóêëîãî ôóíêöèîíà-
ëà.

Â ðÿäå ðàáîò èçó÷àëèñü çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèåì äëÿ óðàâíåíèé âèäà

utt(x, t) + ∆2u(x, t) = f(x, t),

utt(x, t) + ∆2u(x, t) + ∆2ut(x, t) = f(x, t).

Îòìåòèì ëèøü [8], [9], [10].
Çàäà÷è â àáñòðàêòíîé ïîñòàíîâêå ñèñòåìàòè÷åñêè, ïî-âèäèìîìó, íå èçó÷àëèñü.

Îòìåòèì ëèøü ðàáîòó [9]. Â ýòîé ðàáîòå A : V → V ′ � ýëëèïòè÷åñêèé ñàìîñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð. Âëîæåíèå V ⊂ X � ïëîòíîå è êîìïàêòíîå. Îäíî èç îñíîâíûõ
óñëîâèé òðåáóåò, ÷òîáû ìíîæåñòâî K èìåëî íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü â èíòåðïîëÿöè-
îííîì ïðîñòðàíñòâå Vθ, 0 < θ < 1. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, óæå îäíîãî ýòîãî äîñòàòî÷íî
äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è. Ìû åùå âåðíåìñÿ ê ýòîìó ìîìåíòó íèæå.

Â ðàáîòå àâòîðà [11] äëÿ îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä
øòðàôà. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä óäàëîñü îáîñíîâàòü ñ ïîìîùüþ íåêîãî ñïåöèôè÷åñêîãî
ïðèåìà. Îäíàêî äåéñòâóþùèå ïðóæèíû äîêàçàòåëüñòâà îñòàëèñü íåïîíÿòûìè. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå óäàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ ìåõàíèçìîì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà è îáîáùèòü
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åãî íà àáñòðàêòíûé ñëó÷àé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøàþùóþ ðîëü èãðàåò ãåîìåòðèÿ ìíî-
æåñòâà K. Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü êîìïàêòíîñòü ïîëÿðû ìíîæåñòâà K,
èëè (÷òî ýêâèâàëåíòíî) ñåêâåíöèàëüíóþ ñëàáóþ çàìêíóòîñòü ãðàíèöû ∂K. Íèæå
áóäåò äàí ðÿä ýêâèâàëåíòíûõ ôîðìóëèðîâîê. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
ñîäåðæàòåëüíóþ îöåíêó íà øòðàôíîå ñëàãàåìîå. Ýòà îöåíêà êàê ðàç è ïîçâîëÿåò äî-
êàçàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé ñî øòðàôîì ñõîäèòñÿ
ê èñêîìîìó ðåøåíèþ. Ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà K äîêàçû-
âàåòñÿ ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à çíà÷èò ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ
óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (êðèòåðèé àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà).

2 Îñíîâíàÿ èäåÿ.

Îïèøåì îñíîâíóþ èäåþ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïóñòü ó íàñ åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð L è
ìû ðåøàåì çàäà÷ó

Lu = f

ñ îãðàíè÷åíèåì u ∈ K. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ∈ K. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì øòðàôà
è äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ðåøèì óðàâíåíèå

Luε +
1

ε
β(uε) = f

ñ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì øòðàôà β, ñâÿçàííûì ñ ìíîæåñòâîì K. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé èìååòñÿ îöåíêà

∥uε∥2H +
1

ε
(β(uε), uε) ⩽ C, (∗)

ãäå H � íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè εn → 0 (äàëåå èíäåêñ n îïóñêàåì) èìååò ìåñòî
ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

uε ⇀
H
u,

è u ∈ K. Ïóñòü v ∈ K - ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà

(Luε, uε − v) ⩽ (f, uε − v).

Òåïåðü õîòåëîñü áû ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0. Â íåðàâåíñòâå ôèãóðèðóåò êâàäðà-
òè÷íàÿ íåëèíåéíîñòü, à çíà÷èò äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ñëàáîé ñõîäè-
ìîñòè uε íå äîñòàòî÷íî. Ìû, îäíàêî, ïîñòóïèì èíà÷å. À èìåííî, óìíîæèì øòðàôíîå
óðàâíåíèå íà u− v è ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(Luε, u− v) ⩽ (f, u− v) +
1

ε
(β(uε), uε − u).

Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ëèíåéíà, è ê íåé óæå ìîæíî ïðèìåíÿòü ñëàáóþ ñõîäèìîñòü.
Íî çàòî òåïåðü íàäî äîêàçàòü, ÷òî

1

ε
(β(uε), uε − u) → 0.
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È âîò çäåñü íàì ïîìîæåò âòîðîå ñëàãàåìîå â îöåíêå (*). Îáû÷íî èç ýòîé îöåíêè
èçâëåêàþò ëèøü âêëþ÷åíèå u ∈ K. Ìû æå ïîëó÷èì áîëüøå. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè
îïåðàòîðà β, äëÿ âñåõ φ ∈ K

1

ε
(β(uε), uε − φ) ⩾ 0.

Îòñþäà è èç îöåíêè (*) ñëåäóåò

1

ε
(β(uε), φ) ⩽

1

ε
(β(uε), uε) ⩽ C. (∗∗)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ íåêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B òàêîå, ÷òî âëîæåíèå
H ⊂ B ïëîòíî è êîìïàêòíî. Äàëåå, ïóñòü K = KB

⋂
H, ãäå ìíîæåñòâî KB ⊂ B èìååò

íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü è 0 ∈ intKB. Òîãäà èç ïîñëåäíåé îöåíêè ëåãêî ïîëó÷àåì

1

ε
∥β(uε)∥B∗ ⩽ C. (∗ ∗ ∗)

Íî, â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H ⊂ B, èìååì uε → u ñèëüíî â B, à çíà÷èò

1

ε
(β(uε), uε − u) → 0.

Ìåæäó ïðî÷èì, òàêîé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ àíàëèçà ãëàäêîñòè ðåøåíèé
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Â ñèëó îöåíêè (***) èìååì âêëþ÷åíèå

Luε = f − 1

ε
β(uε) ∈ X +B∗.

Èç ýòîãî âêëþ÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ.
Â ðàáîòå [11] áûë ðåàëèçîâàí èíîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûé èíîãäà áû-

âàåò óäîáíåå. À èìåííî. Ïóñòü γ > 0. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H ⊂ B, äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ±γ(uε − u) ∈ KB. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
φ = ±γ(uε − u) ∈ K. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ïðîáíóþ ôóíêöèþ â íåðàâåíñòâî (**), ïîëó÷èì

0 ⩽
1

ε
(β(uε), uε − u) ⩽

C

γ
.

Äàëåå óñòðåìëÿåì γ → ∞.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä áóäåò îáîñíîâàí, åñëè òîëüêî íàéäóòñÿ ïîä-

õîäÿùèå ïðîñòðàíñòâî B è ìíîæåñòâî KB. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå îñëîæíåíèÿ, ïîñêîëüêó â ÷èñòîì âèäå ýòà ñõå-
ìà äëÿ íèõ íå ïðèìåíèìà. Íî êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ H ⊂ B óäà÷íûì îáðàçîì
ïîìîãàåò ñïðàâèòüñÿ ñî âñåìè ïðîáëåìàìè.

Ñàìî ïî ñåáå óñëîâèå íà ìíîæåñòâî K, èñïîëüçóþùåå êàêîå-òî âñïîìîãàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî B, âûãëÿäèò íå î÷åíü óäîáíûì. Ïîýòîìó õîòåëîñü áû èìåòü ýêâèâà-
ëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó, âûðàæåííóþ âî âíóòðåííèõ òåðìèíàõ ñàìîãî ìíîæåñòâà
K. È òàêóþ ôîðìóëèðîâêó ìîæíî ïðåäúÿâèòü. Ñåé÷àñ ìû äîêàæåì îäíó ëåììó,
èìåþùóþ ïîìèìî äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ è îïðåäåëåííûé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòå-
ðåñ. Ñíà÷àëà äàäèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
K ⊂ H � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
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Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K óäîâëåòâîðÿåò C-óñëîâèþ, åñëè ìíîæåñòâî
K îáëàäàåò íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, à åãî ãðàíèöà ∂K - ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî çà-
ìêíóòà. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {xn}n∈N ⊂ ∂K ñëàáî
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó x, òî x ∈ ∂K.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K óäîâëåòâîðÿåò C0-óñëîâèþ, åñëè K óäîâëå-
òâîðÿåò C-óñëîâèþ è 0 ∈ intK.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî ΦK = {φ ∈ H∗|φ(x) ⩽ 1, ∀x ∈ K} íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîé
ìíîæåñòâà K.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ïîëÿðà ΦK � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò K, åñëè 0 ∈ intK.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü K � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ñåïàðàáåëüíîì ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. K óäîâëåòâîðÿåò C0 - óñëîâèþ.

2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n∈N ⊂ H, ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê 0, íàéäåòñÿ
íîìåð n0 òàêîé, ÷òî xn ∈ K, ∀n > n0.

3. Ïîëÿðà ΦK êîìïàêòíà â H∗.

4. Ñóùåñòâóåò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B è çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî

KB ⊂ B ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, 0 ∈ intKB òàêèå, ÷òî âëîæåíèå H ⊂ B �

ïëîòíîå è êîìïàêòíîå, è, êðîìå òîãî, K = KB

⋂
H.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1=>2. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ⇀
H

0. Áóäåì ðàññóæäàòü

îò ïðîòèâíîãî. Ïåðåõîäÿ, åñëè íàäî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
xn ̸∈ K, ∀n ∈ N . Ïîñêîëüêó 0 ∈ intK, äëÿ âñÿêîãî n íàéäåòñÿ 0 < γn < 1 òàêîå, ÷òî
yn = γnxn ∈ ∂K. ßñíî, ÷òî yn ⇀

H
0. Â ñèëó óñëîâèÿ (1) îòñþäà ïîëó÷àåì 0 ∈ ∂K �

ïðîòèâîðå÷èå.
2=>3. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ïîëÿðà ΦK - îãðàíè÷åíà. Îò ïðîòèâíîãî, ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn}n∈N ⊂ ΦK . Ïî òåî-
ðåìå Ðèññà äëÿ êàæäîãî n ñóùåñòâóåò xn ∈ H òàêîé, ÷òî ∥xn∥ = 1 è φn(xn) = ∥φn∥.
Ïîëîæèì yn = 2xn/∥φn∥. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî yn → 0. Ïî óñëîâèþ (2) íàéäåòñÿ n0

òàêîå, ÷òî yn ∈ K, ∀n > n0. Íî òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ΦK äëÿ ýòèõ n èìååì
2 = φn(yn) ⩽ 1. Ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ΦK � îãðàíè÷åíî. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{φn}n∈N ⊂ ΦK ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Â ñèëó îãðà-
íè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ΦK äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {φn}n∈N ⊂ ΦK íà ñàìîì äåëå ñõîäèòñÿ ñèëüíî. Ðàññóæäåíèå âïîëíå
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Ïóñòü φn ⇀

H∗
φ. Îòìåòèì, ÷òî φ ∈ ΦK , òàê êàê ΦK âû-

ïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Îáîçíà÷èì ψn = φn − φ. Êàê è ðàíüøå âûáèðàåì
ýëåìåíòû xn òàê, ÷òîáû ∥xn∥ = 1 è ψn(xn) = ∥ψn∥. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî xn ⇀

H
x, äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x. Íó è, íàêîíåö, ïîëàãàÿ yn = xn − x,

ïîëó÷èì yn ⇀
H

0 è lim
n→∞

∥ψn∥ ⩽ lim
n→∞

ψn(yn). Ïóñòü γ > 0 - ïðîèçâîëüíî. Ïðèìåíÿÿ

óñëîâèå (2) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {γyn}n∈N , ïîëó÷èì

γ lim
n→∞

ψn(yn) = lim
n→∞

(φn − φ)(γyn) = lim
n→∞

φn(γyn) ⩽ 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî lim
n→∞

∥ψn∥ = 0.

3=>1. Èç óñëîâèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ΦK îãðàíè÷åíî. Ïóñòü M > 0 è
∥φ∥ ⩽M, ∀φ ∈ ΦK . Òîãäà, åñëè x ∈ H è ∥x∥ ⩽ 1/M , òî φ(x) ⩽ 1, ∀φ ∈ ΦK . À çíà÷èò
x ∈ K. Ñëåäîâàòåëüíî âíóòðåííîñòü K íåïóñòà è 0 ∈ intK.

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N ⊂ ∂K è xn ⇀
H
x. Òàê êàê âñå ýëåìåíòû

xn ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå ∂K, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {φn}n∈N ⊂ ΦK òàêàÿ,
÷òî φn(xn) > 1−1/n. Â ñèëó óñëîâèÿ (3) èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ ïðîñòîòû ïèñüìà îñòàâèì çà íåé ïðåæíåå
îáîçíà÷åíèå φn. Òîãäà φn → φ ñèëüíî â H∗. À çíà÷èò φ ∈ ΦK è

φ(x) = lim
n→∞

φn(xn) ⩾ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî x ∈ ∂K.
4=>2. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N ⊂ H òàêàÿ, ÷òî xn ⇀

H
0. Â ñèëó

êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H ⊂ B èìååì xn → 0 ñèëüíî â B è ∥xn∥B → 0. Ïî óñëîâèþ
(4) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå 0 ∈ intKB. Çíà÷èò íàéäåòñÿ íîìåð n0 òàêîé, ÷òî xn ∈
KB, ∀n > n0. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òîãäà xn ∈ KB

⋂
H = K.

1,2 =>4. Îáîçíà÷èì K0 = K
⋂
(−K). Â ñèëó C0-óñëîâèÿ ìíîæåñòâî K0 � âûïóê-

ëîå, çàìêíóòîå,óðàâíîâåøåííîå è èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü. Çíà÷èò îíî ïîðîæ-
äàåò íåêóþ ïîëóíîðìó p(·) â H. Ïóñòü H1 � ïðîèçâîëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
äëÿ êîòîðîãî âëîæåíèå H ⊂ H1 ïëîòíî è êîìïàêòíî. Íîðìó â ïðîñòðàíñòâå H1 áó-
äåì îáîçíà÷àòü ∥·∥1. Íàêîíåö, îáîçíà÷èì ÷åðåç B áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå
çàìûêàíèåì H îòíîñèòåëüíî íîðìû ∥x∥B = p(x) + ∥x∥1. À â êà÷åñòâå KB âûáåðåì
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà K â íîðìå B. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûå ïðîñòðàíñòâî B è
ìíîæåñòâî KB óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì óñëîâèÿ (4).

Ïðåæäå âñåãî, ïî ïîñòðîåíèþ, âëîæåíèå H ⊂ B ïëîòíîå. Äîêàæåì, ÷òî îíî è
êîìïàêòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N ⊂ H òàêàÿ, ÷òî
xn ⇀

H
0. Â ñèëó âûáîðà ïðîñòðàíñòâà H1 ñ÷èòàåì, ÷òî ∥xn∥1 → 0. Ïóñòü γ > 0.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2), àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî lim
n→∞

p(xn) ⩽

1/γ. Ïîñêîëüêó γ ïðîèçâîëüíî, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî lim
n→∞

p(xn) = 0. Çíà÷èò xn → 0

ñèëüíî â B.
Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî KB ñîäåðæèò åäèíè÷íûé øàð â B. Ïóñòü y ∈ B è

∥y∥B ⩽ 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N ⊂
H òàêàÿ, ÷òî xn → y ñèëüíî â B è lim

n→∞
∥xn∥B ⩽ 1. Â ÷àñòíîñòè lim

n→∞
p(xn) ⩽ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
}k∈N òàêàÿ, ÷òî íà íåé

p(xnk
) ⩽ 1. Òîãäà xnk

∈ K, ∀k > 0, à çíà÷èò y ∈ KB, êîëü ñêîðî KB � ýòî çàìûêàíèå
K â B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå íàéäåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî p(xn) > 1, ∀n > 0 è p(xn) → 1. Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü x̄n = xn/p(xn).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x̄n ∈ K è ∥x̄n − xn∥B → 0. Çíà÷èò x̄n → y è y ∈ KB.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òîK = KB

⋂
H. Ïóñòü x ∈ KB

⋂
H. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n∈N ⊂ K òàêàÿ, ÷òî ∥x − xn∥B → 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, p(x −
xn) → 0. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë φ ∈ ΦK . Òàê êàê p(x − xn) → 0,
òî äëÿ ëþáîãî γ > 0 íàéäåòñÿ nγ òàêîå, ÷òî γ(x − xn) ∈ K0 ⊂ K, ∀n > nγ. Îòñþäà
ïîëó÷àåì, ÷òî φ(x− xn) ⩽ 1/γ, ∀n > nγ è φ(x) ⩽ 1 + 1/γ. Íî γ ïðîèçâîëüíî, çíà÷èò
φ(x) ⩽ 1. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè φ ïîëó÷àåì x ∈ K. Ëåììà äîêàçàíà. ■

6



Çàìå÷àíèå 2.1. Ñëåäóåò îòìåòèòèòü, ÷òî äàííàÿ ëåììà äàåò êîíñòðóêòèâíîå îïèñà-
íèå èñêîìîãî ïðîñòðàíñòâà B, ÷òî ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðèìåíÿòü åå íà ïðàêòèêå. Ïóñòü,
íàïðèìåð, Ω ⊂ Rn, ìû ðàññìàòðèâàåì òîò èëè èíîé êëàññ çàäàííûõ íà Ω ôóíêöèé,
è îãðàíè÷åíèå èìååò âèä K = {u(x)|u(x) ⩽ 1, x ∈ Ω}. Â ýòîì ñëó÷àå èç ïîñòðîåíèÿ
ëåììû ñðàçó æå ïîëó÷àåì, ÷òî B = C(Ω). Äëÿ íàøèõ ðàññóæäåíèé òðåáóåòñÿ êîì-
ïàêòíîñòü âëîæåíèÿ H ⊂ B. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè n = 1 â ëåììå 2.1 âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå (4), åñëè H =W 1

2 (Ω). À âîò ïðè n = 2, 3 ïðèõîäèòñÿ ïîâûøàòü ãëàäêîñòü. Â
ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå H ïîäõîäèò ïðîñòðàíñòâî W 2

2 (Ω).

Çàìå÷àíèå 2.2. Â ðàáîòå [9] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî K èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü â
ïðîñòðàíñòâå Vθ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì âëîæåíèå V ⊂ Vθ � êîìïàêòíî. Ñëåäîâà-
òåëüíî â ëåììå 2.1 ìîæíî ïîëîæèòü B = Vθ.

3 Àáñòðàêòíûé ðåçóëüòàò.

Ïóñòü X,H � ñåïàðàáåëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, âëîæåíèå H ⊂ X ïëîòíî è
íåïðåðûâíî (êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
ïðîñòðàíñòâå X îáîçíà÷àåì êðóãëûìè ñêîáêàìè. Îòîæäåñòâëÿÿ X è X∗ ïîëó÷èì

H ⊂ X ⊂ H∗.

Ïóñòü çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð A ∈ L (H,H∗) òàêîé, ÷òî A = A0 + A1, ãäå A0 ∈
L (H,H∗), A1 ∈ L (H,X). Ïðè÷åì A0 = A∗

0 è äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû a0 > 0

(A0u, u) ⩾ a0∥u∥2H , ∀u ∈ H.

Ïóñòü, äàëåå, K ⊂ H � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü T > 0. Íà èíòåðâàëå
(0, T ) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

u′′(t) + Au(t) = f(t), (3.1)

u(0) = u0, (3.2)

u′(0) = u1, (3.3)

u(t) ∈ K äëÿ ï.â. t ∈ (0, T ). (3.4)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðîñòðàíñòâî

W = {u(t)|u ∈ L2(0, T ;H), u′ ∈ L2(0, T,X)},

è ìíîæåñòâî
WK = {u(t) ∈ W |u(t) ∈ K äëÿ ï.â. t ∈ (0, T )}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u(t), v(t) ∈ W è Φ(t) ∈ C1[0, T ] ïîëîæèì

L(u, v,Φ) = −
T∫

0

((u′(t), v′(t))Φ(t) + (u′(t), v(t))Φ′(t)) dt+

T∫
0

(Au(t), v(t))Φ(t)dt.

Ïóñòü u0 ∈ K, u1 ∈ X, f(t) ∈ L2(0, T ;X). Ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1)-(3.4) íàçîâåì ôóíê-
öèþ u(t) ∈ WK òàêóþ, ÷òî u(0) = u0 è äëÿ ëþáûõ φ(t) ∈ WK è Φ(t) ∈ C1[0, T ],
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Φ(t) ⩾ 0,Φ(T ) = 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(u, u− φ,Φ) ⩽

T∫
0

(f(t), u(t)− φ(t))Φ(t)dt+ (u1, u(0)− φ(0))Φ(0). (3.5)

Äàííîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ôîðìàëüíûì óìíîæåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1) íà (u(t) −
φ(t))Φ(t) è èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò
áîëåå ãëàäêèì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

W∞ = {u(t)|u ∈ L∞(0, T ;H), u′ ∈ L∞(0, T,X)}

ñ íîðìîé
∥u∥W∞ = ∥u∥L∞(0,T ;H) + ∥u′∥L∞(0,T,X).

Ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ìû áóäåì ïîëó÷àòü ìåòîäîì øòðàôà. Äëÿ
îáîñíîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî K óäîâëåòâîðÿåò C-óñëîâèþ. Ïóñòü äàíû ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {u1n}n∈N ⊂ X, {fn(t)}n∈N ⊂ L2(0, T ;X), {un(t)}n∈N ⊂ W∞, óäîâëå-

òâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó (3.5) äëÿ âñÿêîãî n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ

u1, f(t), u(t) ïðè n→ ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

u1n → u1, ñèëüíî â X,

fn(t) → f(t), ñèëüíî â L2(0, T ;X),

un(t)⇀ u(t), * - ñëàáî â L∞(0, T ;H),

u′n(t)⇀ u′(t), * - ñëàáî â L∞(0, T ;X).

Òîãäà u1, f(t), u(t) òîæå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (3.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû íàìåðåíû ñîâåðøèòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè n→ ∞ â íåðà-
âåíñòâå (3.5). Ïðàâàÿ ÷àñòü â ýòîì íåðàâåíñòâå ëèíåéíàÿ ïî u. Êðîìå ýòîãî

L(un, un − φ,Φ) = L(un, u− φ,Φ) + L(un, un − u,Φ).

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà ëèíåéíî ïî un. Ïîýòîìó äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

L(un, un − u,Φ) = 0.

Ïóñòü w0 ∈ intK. Ïîëîæèì K0 = K − w0. Òîãäà ýòî ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò C0-
óñëîâèþ. Ïðèìåíèì ê íåìó ëåììó 2.1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç B è KB ñîîòâåòñòâóþùåå
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è åãî ïîäìíîæåñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû un(t) è u

′
n(t) ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åíû â ïðîñòðàíñòâàõ L∞(0, T ;H) è L∞(0, T ;X) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ H ⊂ B èìååì ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü un(t) → u(t) â
C([0, T ];B). Íàïîìíèì, ÷òî 0 ∈ intKB. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî γ > 0 íàéäåòñÿ íîìåð nγ

òàêîé, ÷òî ±γ(un(t)− u(t)) ∈ KB, ∀t ∈ [0, T ], åñëè n > nγ. Îáîçíà÷èì

φ±γ(t) = w0 ± γ(un(t)− u(t)).
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Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå φ±γ(t) ∈ w0 + (KB

⋂
H) =

K. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â íåðàâåíñòâî (3.5), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷èì

∓γL(un, un − u,Φ)± γ

T∫
0

(fn(t), un(t)− u(t))Φ(t)dt± γ(u1n, un(0)− u(0))Φ(0) ⩽ C.

À çíà÷èò
lim
n→∞

|(L(un, un − u,Φ)| ⩽ C/γ

Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè γ, çàêëþ÷àåì, ÷òî

lim
n→∞

L(un, un − u,Φ) = 0.

Ëåììà äîêàçàíà. ■

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî K óäîâëåòâîðÿåò C-óñëîâèþ. Ïóñòü äëÿ íåêîòî-
ðûõ u0 ∈ K, u1 ∈ X, f ∈ L2(0, T ;X) èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un(t)}n∈N ⊂ W∞

ðåøåíèé çàäà÷è (3.1)-(3.4). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé u ∈ W∞

un(t)⇀ u(t), * - ñëàáî â L∞(0, T ;H)

u′n(t)⇀ u′(t), * - ñëàáî â L∞(0, T ;X)

Òîãäà u(t) òîæå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)-(3.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî u ∈ WK è ïðèìåíèòü ëåììó 3.1. ■

Çàìå÷àíèå 3.1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {u1n}n∈N è {fn(t)}n∈N ìû ïîòðåáîâàëè ñèëü-
íóþ ñõîäèìîñòü. Îäíàêî ýòî óñëîâèå çà÷àñòóþ ìîæíî îñëàáèòü. Âñå, ÷òî íàì íàäî,
ýòî ñõîäèìîñòü ê íóëþ (u1n, un(0)−u(0)) è (fn(t), un(t)−u(t)). Ïóñòü, íàïðèìåð, âëî-
æåíèå H ⊂ X êîìïàêòíî. Òîãäà un(t) → u(t) ñèëüíî â C([0, T ], X), à çíà÷èò âìåñòî
ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ñëàáîé.

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî óñëîâèå ëåììû ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíîå. Îäíàêî âîò
ïðèìåð, â êîòîðîì ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèé çàäà÷è ðåøåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïóñòü
X = H = ℓ2. Åñòåñòâåííûé áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îáîçíà÷èì {en}n∈N . Ìû áóäåì
âûäåëÿòü ïåðâóþ êîìïîíåíòó ýëåìåíòîâ èç X è çàïèñûâàòü x = (x1, x2, . . . ) â âèäå
x = (x1, y), ãäå y = (x2, x3, . . . ). Ìíîæåñòâî K - ýòî îáúåäèíåíèå äâóõ êîíóñîâ ñ
îáùèì îñíîâàíèåì: K = K1

⋃
K2

K1 = {x ∈ X|x1 ⩾ 0, x1 +
2√
3
|y| ⩽ 1},

K2 = {x ∈ X|x1 ⩽ 0,−x1 + 2
√
3|y| ⩽ 3}.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå

u′′(t) = 0.

Ïî àíàëîãèè ñ êîíå÷íîìåðíûì ñëó÷àåì áóäåì ãîâîðèòü î äâèæåíèè ÷àñòèöû â ìíî-
æåñòâå K. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò u′(0) = (1, 0, 0, . . . ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå óäàðû
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÷àñòèöû àáñîëþòíî óïðóãèå. Óãëû êîíóñîâ ïîäîáðàíû òàê, ÷òî ÷àñòèöà ñíà÷àëà äâè-
æåòñÿ äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ ãðàíèöåé êîíóñà ∂K1, îòðàçèâøèñü îò ñòåíêè äâèæåòñÿ
äî ãðàíèöû ∂K2, íà êîòîðóþ îíà ïàäàåò ïîä ïðÿìûì óãëîì. Çíà÷èò ïîñëå îòðàæå-
íèÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ îáðàòíî ïî òîé æå ñàìîé òðàåêòîðèè. Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ
äàííîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò. Èçíà÷àëüíî âñÿ ýíåðãèÿ ñîñðåäîòî÷åíà
â ïåðâîé êîìïîíåíòå ("ãàðìîíèêå"). À âîò ïîñëå ïåðâîãî óäàðà íåêîòîðàÿ (âïîëíå
îïðåäåëåííàÿ) ÷àñòü ýíåðãèè ïåðåíîñèòñÿ â äðóãèå êîìïîíåíòû. À âîò â êàêèå èìåííî
� çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u(0). Âûáèðàÿ u(0) ïîäõîäÿùèì îáðàçîì, ìîæíî
äîáèòüñÿ ïåðåäà÷è ýíåðãèè âî âñå áîëåå äàëüíèå êîìïîíåíòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì
äëÿ âñÿêîãî n > 1 ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè u0n = 1

n
en.

Ðàññìîòðèì ñëàáûé ïðåäåë ðåøåíèé çàäà÷è ñ ýòèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(t) èìååò ñëåäóþùèé âèä

u(t) =


(t, 0), ïðè t ⩽ 1,

(1− t−1
2
, 0), ïðè 1 ⩽ t ⩽ 2,

( t−2
2
, 0), ïðè 2 ⩽ t.

Ìû âèäèì, ÷òî ñíà÷àëà ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
ïîïàäåò â âåðøèíó êîíóñàK1. Ïîñëå ýòîãî ïðîèñõîäèò îòðàæåíèå è ÷àñòèöà äâèæåòñÿ
îáðàòíî ñî ñêîðîñòüþ 1/2. Ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ âñå åùå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è,
õîòÿ, êàê ìû âèäèì, ÷àñòü ýíåðãèè óæå ïîòåðÿíà (óäàð îêàçàëñÿ íåóïðóãèì). Íî âîò
êîãäà ÷àñòèöà ïðèõîäèò â òî÷êó x = 0 ñêîðîñòü âíîâü ìåíÿåò çíàê, êàê åñëè áû
ïðîèçîøëî îòðàæåíèå. Â ýòîò ìîìåíò äàííàÿ ôóíêöèÿ è ïåðåñòàåò áûòü ðåøåíèåì
çàäà÷è.

Äàííûé ïðèìåð ìîæåò ïîêàçàòüñÿ èñêóññòâåííûì, íî äëÿ íàñ îí âàæåí òåì, ÷òî
íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò ðîëü ãåîìåòðèè ãðàíèöû ìíîæåñòâà K. Óãëû ñïîñîáíû íåïðåä-
ñêàçóåìûì îáðàçîì ïåðåìåùàòü ýíåðãèþ èç îäíèõ "ãàðìîíèê" â äðóãèå. Ýòî ëèøíèé
ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî òðóäíîñòè â îáîñíîâàíèè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà íîñÿò îáúåêòèâ-
íûé õàðàêòåð è ñâÿçàíû ñ ñóùåñòâîì äåëà. Â ÷àñòíîñòè, ó íàñ íåò êàêèõ-òî îñîáûõ
îñíîâàíèé îæèäàòü, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñî øòðàôîì áóäóò ñõîäèòüñÿ ê ðåøå-
íèþ èñõîäíîé çàäà÷è. È â ýòîì êîíòåêñòå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî C-óñëîâèå êàê ðàç è
çàïðåùàåò ïîÿâëåíèå êîíè÷åñêèõ óãëîâ íà ãðàíèöå K.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíà òåõíè÷åñêàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ψ ∈ H∗. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíñòàíòà C(ε)
òàêàÿ, ÷òî

|ψ(u)| ⩽ ε∥u∥H + C(ε)∥u∥X , ∀u ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñòàíäàðòíîå. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå
íå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî n > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò
un ∈ H, ÷òî ∥un∥H = 1 è

|ψ(un)| > ε+ n∥un∥X .
Ïåðåõîäÿ, åñëè íàäî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî v ∈ H èìååò ìåñòî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü un ⇀

H
v. Ñëåäîâàòåëüíî ψ(un) → ψ(v). Ñ

äðóãîé ñòîðîíû un → 0 ñèëüíî â X. Çíà÷èò v = 0 è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå

ε < |ψ(un)| → 0.

■
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Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (3.1)-(3.4).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ìíîæåñòâî K óäîâëåòâîðÿåò C-óñëîâèþ. Ïóñòü u0 ∈ K,

u1 ∈ X, f ∈ L2(0, T ;X). Òîãäà ñóùåñòâóåò u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)-(3.4) òàêîå,
÷òî u ∈W∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû íàìåðåíû âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì øòðàôà. Äëÿ ýòîãî íàì
íàäî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð øòðàôà. Ïóñòü w0 ∈ intK. Ïîëîæèì
K0 = K−w0. Òîãäà ýòî ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò C0-óñëîâèþ. Äàëåå, èñêëþ÷èòåëüíî
ðàäè ïðîñòîòû ïèñüìà ñ÷èòàåì, ÷òî w0 = 0 è K0 = K. Â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü ñäâèã âèäà u(t)− w0.

Â ñèëó ëåììû 2.1 ìíîæåñòâî ΦK0 êîìïàêòíî. Çíà÷èò ïî òåîðåìå Êðåéíà-Ìèëüìàíà
îíî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé âûïóêëîé îáîëî÷êîé ñâîèõ êðàéíèõ òî÷åê. Îáîçíà÷èì åãî
êàê EK . Ïóñòü {ψk}k∈N ⊂ EK - ñ÷åòíîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â EK . Êàê îáû÷íî
îïðåäåëÿåì ïîëîæèòåëüíóþ ñðåçêó

ξ+ =

{
0, ξ < 0

ξ, ξ ⩾ 0
.

Äëÿ âñÿêîé u(t) ∈ W è k ⩾ 1 îáîçíà÷èì

b+k,u(t) = (ψk(u(t))− 1)+,

è äëÿ âñÿêîãî n ⩾ 1 îïðåäåëèì βn,u(t) ∈ H∗ ïî ôîðìóëå

βn,u(t) = n
n∑

k=1

b+k,u(t)ψk.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìû çàìåíèëè ìíîæåñòâîK0 íà ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî
êîëè÷åñòâà ïîëóïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ íåêîòîðûìè îïîðíûìè ôóíêöèîíàëàìè.
Ýëåìåíò βn,u ñîñòîèò èç ñóììû ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ øòðàôóåò âûõîä èç
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé φ(t) ∈ WK ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

βn,u(t)(u(t)− φ(t)) ⩾ 0, äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ). (3.6)

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü k ⩾ 1. Ïî îïðåäåëåíèþ ΦK0 , äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ (0, T ) èìååì íåðàâåíñòâî ψk(φ(t)) ⩽ 1. Íî òîãäà òàì, ãäå b+k,u(t) > 0, âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî ψk(u(t) − φ(t)) ⩾ 0. À çíà÷èò b+k,u(t)ψk(u(t) − φ(t)) ⩾ 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ
t ∈ (0, T ).

Íà èíòåðâàëå (0, T ) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ øòðàôíóþ çàäà÷ó

u′′(t) + Au(t) + βn,u(t) = f(t), (3.7)

u(0) = u0, (3.8)

u′(0) = u1. (3.9)

Ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Âñå äåéñòâèÿ
àáñîëþòíî ñòàíäàðòíû, ïîýòîìó íèæå ìû äàåì ëèøü ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà, îïóñêàÿ
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âòîðîñòåïåííûå äåòàëè. Ïóñòü {ej}j∈N - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H. Êàê îáû÷íî,
äëÿ M > 0 áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uM â âèäå

uM =
M∑
j=1

aM,j(t)ej.

Íà÷àëüíûå äàííûå aM,j(0), a
′
M,j(0) çàäàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç HM

ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðà {ej}j≤M . Äëÿ âñÿêîãî M > 0 âûáåðåì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü u1M ∈ HM òàê, ÷òîáû u1M → u1 ñèëüíî â X ïðè M → ∞. Ýòî âîç-
ìîæíî, ïîñêîëüêó H ïëîòíî â X. Àíàëîãè÷íî ýòîìó âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
u0M ∈ HM

⋂
K òàê, ÷òîáû u0M → u0 ñèëüíî â H ïðè M → ∞. Íàïðèìåð, ýëåìåíò

u0M ìîæíî ïîëó÷èòü, îïóñòèâ ïåðïåíäèêóëÿð èç u0 íà çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî HM

⋂
K. Íó è, íàêîíåö, ïîëàãàåì uM(0) = u0M , u

′
M(0) = u1M .

Äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè èíäåêñ M îïóñêàåì. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðâîé îöåíêè
óìíîæàåì óðàâíåíèå (3.7) íà u′(t) è èíòåãðèðóåì ïî t. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó u0 ∈
K, òî b+k,u(0) = 0, k ⩽M . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ∀t ∈ (0, T )

∥u′(t)∥2X + (A0u(t), u(t)) + n
n∑

k=1

(b+k,u(t))
2 ⩽ C + C

t∫
0

(∥u′(s)∥2X + ∥u(s)∥2H + ∥u(s)∥2X)ds.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé Ãðîíóîëëà è óñëîâèåì íà îïåðàòîð A0, îòñþäà ïîëó÷àåì
îöåíêó

∥u′(t)∥2X + ∥u(t)∥2H + n
n∑

k=1

(b+k,u(t))
2 ⩽ C0, ∀t ∈ (0, T ). (3.10)

Âòîðóþ îöåíêó (îíà íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîçæå) ïîëó÷àåì óìíîæåíèåì óðàâíåíèÿ (3.7)
íà u(t)

n
n∑

k=1

T∫
0

b+k,u(t)dt ⩽ C1. (3.11)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîíñòàíòû C0, C1 â ýòèõ îöåíêàõ çàâèñÿò òîëüêî îò f, u0, u1 è
íå çàâèñÿò îò M,n.

Èç ýòèõ îöåíîê âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ uM(t) íà âñåì èíòåðâàëå (0, T ).
Äàëåå ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè M → ∞. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ū(t) ∈ W∞. Ïðè
ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

uM(t)⇀ ū(t), * - ñëàáî â L∞(0, T ;H),

u′M(t)⇀ ū′(t), * - ñëàáî â L∞(0, T ;X).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî è åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (3.7)-(3.9). Íåêîòîðûå âîïðîñû ìîæåò
âûçâàòü ëèøü îáîñíîâàíèå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

(ψk(uM(t))− 1)+ → (ψk(ū(t))− 1)+, äëÿ ï.â t ∈ (0, T ).

Ïóñòü 1 ⩽ k ⩽ n. Ïîêàæåì, ÷òî pM(t) = ψk(uM(t)) ñõîäÿòñÿ ê p(t) = ψk(ū(t)) cèëüíî
â C[0, T ] ïðè M → ∞. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì òåîðåìó Àñêîëè-Àðöåëà. Ðàâíîìåðíàÿ
îãðàíè÷åííîñòü âñåõ pM(t) ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ∥uM∥H (îöåíêà
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(3.10)). Ïîêàæåì, ÷òî ñåìåéñòâî ýòèõ ôóíêöèé ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ïóñòü
ε > 0 è t2 > t1. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3.2 ê ôóíöèîíàëó ψk, ïîëó÷àåì

|pM(t2)− pM(t1)| ⩽ 2C0ε+ C(ε)

t2∫
t1

∥u′(t)∥Xdt ⩽ C(ε+ C(ε)|t2 − t1|).

Ïðàâóþ ÷àñòü â ýòîì íåðàâåíñòâå ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëîé, åñëè ñíà÷àëà
âûáðàòü ìàëîå ε, à çàòåì ïîòðåáîâàòü íóæíóþ ìàëîñòü |t2 − t1|.

Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è ñî øòðàôîì ïîëó÷åíî. Îáîçíà÷èì åãî vn(t). Òåïåðü ìû íà-
ìåðåíû ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïî n. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (3.6), äëÿ ëþáûõ φ(t) ∈ WK è
Φ(t) ∈ C1[0, T ], Φ(T ) = 0, äëÿ ôóíêöèè vn(t) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.5). Ñåìåé-
ñòâî ôóíêöèé {vn(t)}n∈N ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â W∞. Çíà÷èò íàéäåòñÿ ýëåìåíò
u(t) ∈W∞ è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vnk

(t)}k∈N , òàêèå, ÷òî

vnk
(t)⇀ u(t), * - ñëàáî â L∞(0, T ;H),

v′nk
(t)⇀ u′(t), * - ñëàáî â L∞(0, T ;X).

Ïî ëåììå 3.1 ôóíêöèÿ u(t) òîæå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (3.5). Íàïîìíèì, ÷òî
vn(0) = u0n ñõîäÿòñÿ ê u0 ñèëüíî â H. Çíà÷èò u(0) = u0. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
u(t) ∈WK . Ôèêñèðóåì k è ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ψk. Èç îöåíêè (3.10) ñëåäóåò, ÷òî
∀t ∈ (0, T )

ψk(vn(t)) ⩽ 1 +
√
C0/n.

Êàê è ðàíüøå, ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.2 ïîêàçûâàåì, ÷òî ψk(vn(t)) → ψk(u(t)) ñèëüíî
â C[0, T ]. Ñëåäîâàòåëüíî ψk(u(t)) ⩽ 1, ∀t ∈ (0, T ). Îòñþäà ñíà÷àëà çàêëþ÷àåì, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ ψ ∈ EK , à çàòåì è äëÿ âñåõ ψ ∈ ΦK0 .
Òåîðåìà äîêàçàíà. ■

4 Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð.

Ïóñòü u(t) � ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)-(3.4). Ïîëîæèì

E(t) = ∥u′(t)∥2X + 2(A0u(t), u(t)).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ u(t) âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, åñëè äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè Φ(t) ∈ C1[0, T ], Φ(T ) = 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

E(0)Φ(0) +

T∫
0

E(s)Φ′(s)ds = 2

T∫
0

(A1u(s)− f, u′(s))Φ(s)ds.

Íåôîðìàëüíî, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óäàðû àáñîëþòíî óïðóãèå. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óäàðû íåóïðóãèå.

Òåîðåìà 3.2 äàåò íàì ñóùåñòâîâàíèå êàêîãî-òî ðåøåíèÿ, íî íå äàåò íèêàêîé èí-
ôîðìàöèè î òîì, ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ íåãî ýíåðãèÿ èëè íåò. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî
ýêâèâàëåíòíî ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé ñî øòðà-
ôîì. Ñóäÿ ïî âñåìó, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêîé ñõîäèìîñòè íåò, è ýíåðãèÿ íå ñîõðàíÿ-
åòñÿ. Îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ìíîæåñòâî K, òðåáóåìóþ
ñõîäèìîñòü ïîëó÷èòü âñå-òàêè óäàåòñÿ.
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî KX ⊂ X óäîâëåòâîðÿåò C-óñëîâèþ â ïðîñòðàí-

ñòâå X, K = KX

⋂
H. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2 è {vn}n∈N ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé ñî øòðàôîì, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê u(t) - ðåøåíèþ
çàäà÷è (3.1)-(3.4). Òîãäà

vn(t) → u(t), ñèëüíî â L∞(0, T ;H), (4.1)

v′n(t) → u′(t), ñèëüíî â L2(0, T ;X), (4.2)

è äëÿ u(t) âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w̄ ∈ intKX

⋂
H. Îáîçíà÷èì K0 = KX − w̄. Êàê è ðàíåå, äëÿ

ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî w̄ = 0.
Ïóñòü n,m > 0. Ïîëîæèì wn,m(t) = vn(t)− vm(t). Äàëåå, òàì, ãäå ýòî íå âûçîâåò

íåäîðàçóìåíèé, èíäåêñû n,m áóäåì îïóñêàòü. Êðîìå ýòîãî, âìåñòî b+k,u è βn,u ïèøåì

ïðîñòî b+k è βn. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ w(t) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

w′′(t) + Aw(t) + χ(t) = 0, (4.3)

w(0) = 0, (4.4)

w′(0) = 0. (4.5)

ãäå χ(t) = βn(t)−βm(t). Ìû õîòåëè áû óìíîæèòü óðàâíåíèå (4.3) íà w′(t) è ïîëó÷èòü
îöåíêó äëÿ w(t) â ïðîñòðàíñòâå W∞. Íî òàêîå ïðîñòîå ðàññóæäåíèå íå ïðîõîäèò.
Âìåñòî ýòîãî áóäåì óìíîæàòü óðàâíåíèå íà Qw′(t), ãäå Q � íåêèé ñïåöèàëüíûé
ïðîåêòîð â X. Ýòîò ïðîåêòîð áóäåò ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû (χ(t), Qw′(t)) áûëî ìàëî, íî
ïðè ýòîì (A0w,Qw

′(t)) ∼ (A0w,w
′(t)).

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñõîäèìîñòü (4.1). Â ñèëó óñëîâèé íà A0, A1 íàéäåòñÿ òàêîå q > 0,
÷òî

q(∥u∥2X + (A0v, v)) ⩾ |(A1v, u)|, ∀u ∈ X, ∀v ∈ H.

Ïóñòü Φ ⊂ X � ïîëÿðà ìíîæåñòâàK0 (íàïîìíèì, ÷òî ìû îòîæäåñòâëÿåìX èX∗). Ïî
ëåììå 2.1 ýòî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî, à çíà÷èò âïîëíå îãðàíè÷åíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî η1, . . . , ηL ⊂ H, îáðàçóþùèõ ε-ñåòü â Φ. Îòìåòèì,
÷òî ýòè ýëåìåíòû ηk ìîãóò íå ïðèíàäëåæàòü Φ, íî äëÿ íàñ ýòî íå âàæíî. Ãëàâíîå,
÷òîáû ýòî ñåìåéñòâî áûëî îãðàíè÷åíî âX êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò ε. Ðàññìîòðèì
øòðàôíîå ñëàãàåìîå βn(t). Ïî ïîñòðîåíèþ, îíî èìååò âèä

βn(t) = n
n∑

k=1

b+k (t)ψk,

ãäå ψk ∈ Φ, k = 1, n. Èñïîëüçóÿ ε-ñåòü, ýòî ñëàãàåìîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

βn(t) = n
n∑

k=1

b+k (t)(ψk − ηjk) +
L∑

j=1

b̃j(t)ηj,

ïðè÷åì ∥ψk − ηjk∥X ⩽ ε, k = 1, n. Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ
βm(t). Â ðåçóëüòàòå, ñ ó÷åòîì îöåíêè (3.11), ïîëó÷àåì, ÷òî

χ(t) = χ0(t) +
L∑

j=1

θj(t)ηj,
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ãäå ∥χ0(t)∥L1(0,T ;X) ⩽ 2C1ε è ∥θj(t)∥L1(0,T ) ⩽ 2C1, j = 1, L.
Ïóñòü XL ⊂ X � ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ýëåìåíòû η1, . . . , ηL. Îáîçíà÷èì

÷åðåç P � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð â X íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî XL è Q = I − P .
Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (4.3) íà 2e−2qtQw′(t) è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì äëÿ t ∈ (0, T )

e−2qt(A0w(t), w(t)) ⩽ 4εC1∥wt∥L∞(0,T ;X) + 2

t∫
0

e−2qs(A0w(s), Pw
′(s))ds (4.6)

Äàëåå, ïóñòü e1, . . . , eL1 - îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âXL. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà
ýëåìåíòîâ ηj ∈ H, èìååì è ej ∈ H, j = 1, L1. Òîãäà

(A0w(s), Pw
′(s)) =

L1∑
j=1

(w′(s), ej)(w(s), A0ej) (4.7)

Íàïîìíèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î ôóíêöèè wn,m(t) = vn(t)− vm(t). Ïî ïîñòðîåíèþ, âñå ýòè
ôóíêöèè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû âW∞. Ïîýòîìó (w′

n,m(s), ej) ∈ L∞(0, T ), ∀j = 1, L1.

Äàëåå, êàê è ðàíüøå, èç ëåììû 3.2 ïîëó÷àåì, ÷òî (wn,m(s), A0ej) → 0, ∀j = 1, L1

ñèëüíî â C[0, T ]. Ñîåäèíÿÿ (4.6) è (4.7), ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè n,m → ∞. Â
ðåçóëüòàòå èìååì íåðàâåíñòâî

lim
n,m→∞

∥vn(t)− vm(t)∥L∞(0,T ;H) ⩽ Cε.

À îòñþäà è èç ïðîèçâîëüíîñòè ε ñëåäóåò (4.1).
Òåïåðü óæå ëåãêî äîêàçàòü (4.2). Ïóñòü Φ(t) ∈ C2[0, T ] òàêàÿ, ÷òî Φ(t) ⩾ 0, t ∈

(0, T ) è Φ(T ) = Φ′(T ) = 0. Óìíîæàåì óðàâíåíèå (4.3) íà Φ(t)w(t), èíòåãðèðóåì è
ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó. Ñ ó÷åòîì (4.1), â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

lim
n,m→∞

T∫
0

(v′n(t)− v′m(t))
2Φ(t)dt = 0.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè Φ(t) è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè âñåõ v′n(t) â L∞(0, T ;X) ñëå-
äóåò (4.2).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.
Ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn(t). Â ñèëó ýòîãî
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî

Jn =

T∫
0

(βn(s), v
′
n(s))Φ(s)ds→ 0

ïðè n→ ∞. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

2Jn = −
T∫

0

n
n∑

k=1

(b+k (s))
2Φ′(s)ds.

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (3.11) è (3.10), ïîëó÷àåì

2|Jn| ⩽ C sup
k,s

b+k (s) ⩽ C/
√
n

Ñëåäîâàòåëüíî Jn → 0, ïðè n→ ∞. ■
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Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãëàâíóþ ðîëü â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå èãðàåò íåêîòîðàÿ ñïåöè-
àëüíàÿ ε-ñåòü. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñåòè îáåñïå÷èâàåò C-óñëîâèå äëÿ ìíîæåñòâàKX .
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âëîæåíèå H ⊂ X êîìïàêòíî, óñëîâèÿ íà ìíîæåñòâî K ìîæíî
îñëàáèòü. Ýòè óñëîâèÿ íîñÿò íåñêîëüêî ãðîìîçäêèé õàðàêòåð è ìû èõ íå ïðèâîäèì.
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