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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå t-áàçèñà â áàíàõîâîì òåíçîðíîì ïðî-
èçâåäåíèè è âîïðîñ î t-áàçèñíîñòè ñèñòåìû ýêñïîíåíò

{
eint

}
n∈Z

â ïðîñòðàí-

ñòâå Áîõíåðà Lp (J ;X), 1 < p < +∞, íà ïðîìåæóòêå J = [−π, π), â ñëó÷àå, êî-
ãäà X åñòü UMD ïðîñòðàíñòâî. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå *-óñëîâèå Êîøè-Ðèìàíà,
ïîðîæäåííîãî èíâîëþöèåé (*) â X è èñõîäÿ èç ýòèõ ïîíÿòèé îïðåäåëÿåòñÿ
êëàññ X -çíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì êðóãå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè ôóíêöèé h+;R

p (X). Â ýòîì êëàññå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà êðàåâàÿ çàäà÷à
ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è äàí êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè
ýòîé çàäà÷è. Òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ êðèòåðèé íåòåðîâîñòè ýòîé çàäà÷è.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîñòðàíñòâî Áîõíåðà,X-çíà÷íûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-

öèè, çàäà÷à ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé, íåòåðîâîñòü

1. Ââåäåíèå

Â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèåì â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (â îñîáåííî-
ñòè â òåîðèè ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé) èíòåðåñ ê àíàëèçó â ïðîñòðàíñòâàõ áà-
íàõîâîçíà÷íûõ ôóíêöèé î÷åíü áîëüøîé. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñäåëàíû áîëüøèå
óñïåõè ïîñëå òîãî, êàê îáîáùåíû ìíîãèå ðåçóëüòàòû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà
íà áàíàõîâîçíà÷íûé ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò òàê
íàçûâàåìîå UMD ñâîéñòâîì. Ýòè íàïðàâëåíèÿ îñâåùåíû â ìîíîãðàôèÿõ ðàç-
ëè÷íûõ ìàòåìàòèêîâ (ñì. íàïð., [1�4]). Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ áàíàõîâîçíà÷íûõ
(â îñíîâíîì ãèëáåðòîâîçíà÷íûõ) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò îäíîé ïåðå-
ìåííîé ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì îò ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ äîñòàòî÷íî õîðîùî èçó÷åíû (ïî ýòîìó ïîâîäó ìîæíî ðàññìîòðåòü
íàïð., ìîíîãðàôèè [5�8] è äð.). Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
ê áàíàõîâîçíà÷íûì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âîçðîñ (ñì., íàïð., [9�16] è èõ
ëèòåðàòóðû).

Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [17, 18], ïðèìåíÿþòñÿ ê
îäíîé áàíàõîâîçíà÷íîé ãðàíè÷íîé çàäà÷å. À èìåííî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå
t-áàçèñà â áàíàõîâîì òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè è âîïðîñ î t-áàçèñíîñòè ñèñòåìû
ýêñïîíåíò

{
eint

}
n∈Z

â ïðîñòðàíñòâå Áîõíåðà Lp (J ;X), 1 < p < +∞, íà ïðî-
ìåæóòêå J = [−π, π), â ñëó÷àå êîãäà X îáëàäàåò UMD ñâîéñòâîì. Ââîäèòñÿ
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ïîíÿòèå *-óñëîâèå Êîøè-Ðèìàíà, ïîðîæäåííîãî èíâîëþöèåé (*) â X è èñõîäÿ
èç ýòèõ ïîíÿòèé îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ X-çíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ â åäèíè÷íîì
êðóãå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèé h+;R

p (X). Â ýòîì êëàññå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ îäíà êðàåâàÿ çàäà÷à ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è äàí
êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ýòîé çàäà÷è. Òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ êðèòåðèé íåòå-
ðîâîñòè ýòîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî ñêàëÿðíûé ñëó÷àé ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
ðàíåå áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [23].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàíåå îáîáùåíèÿ óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà íà áàíàõî-
âîçíà÷íûé ñëó÷àé äàíû â ìîíîãðàôèÿõ [5, 6]. À èìåííî, â ìîíîãðàôèè Æ.
Äåäîííå [5] (ñì. ñòð. 263, óòâåðæäåíèå (9. 10. 2)) â ñëó÷àå îäíîé êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé ýòè óñëîâèÿ ïðèîáðåòàþò âèä: Ïóñòü A ⊂ C îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
f (x; y) : A → X íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå íà êîìïëåêñíîå
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ g (x+ iy) = f (x; y)
áûëà àíàëèòè÷åñêîé â A, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â A âûïîëíÿëîñü
ñîîòíîøåíèå ∂f

∂x + i∂f∂y = 0. Àíàëîãè÷íîå îáîáùåíèå íà ñëó÷àé êîìïëåêñíîå àô-
ôèííîå ïðîñòðàíñòâî äàíî â ìîíîãðàôèè Ë. Øâàðöà [6] (ñì. ñòð. 327). Îáîáùå-
íèå íà ñëó÷àé ìíîãèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé) äàíî â ìîíîãðàôèè È. Ñòåéíà è Ã. Âåéñà [19].

Ïðåäñòàâëåííîå â äàííîé ðàáîòå óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà íîñèò èíîé õàðàê-
òåð, îíî ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî óñëîâèÿ Êîøè-
Ðèìàíà. À èìåííî, åñëè â êà÷åñòâå B-ïðîñòðàíñòâà X âçÿòü X = C è â C
èíâîëþöèþ îïðåäåëèòü êàê λ∗ = λ̄−êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, òî *-óñëîâèÿ
Êîøè-Ðèìàíà ïðåâðàùàþòñÿ â îáû÷íûå óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.

Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ïðîäåìîíñòðèðóåò ïðèìåíåíèÿ ïîíÿòèÿ t-áàçèñà, ââå-
äåííîãî â ðàáîòàõ [17,18,20]. Áîëåå òîãî, ïðè ïîëó÷åíèè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ
ïðèìåíÿþòñÿ ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè àíàëèçà â áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå ïðåäëîæåí àáñòðàêòíûé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ
ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

2. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ

2.1. Ïðèìåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. N−íàòóðàëüíûå ÷èñëà; Z+ =
{0} ∪ N ; Z−öåëûå ÷èñëà; R−äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; C−êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà; ω = {z ∈ C : |z| < 1}; γ = {z ∈ C : |z| = 1}; ω̄ = ω

⋃
γ ; ωc = C\ω̄; H-

ïðîñòðàíñòâî � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî; ( · )− êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå; B�
ïðîñòðàíñòâî � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; B-ìíîæåñòâî âñåõ áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ; ∥·∥X −íîðìà â X; [X;Y ]− B�ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ
îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â Y ; [X] = [X;X]; X∗− ñîïðÿæåííîå ê X
ïðîñòðàíñòâî; RT−îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà T ; KerT−ÿäðî îïåðàòîðà T ;
M̄−çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M ; J ≡ [−π;π); δij− ñèìâîë Êðîíåêåðà; p′− ñîïðÿ-
æåííîå ê p ÷èñëî: 1

p′ +
1
p = 1 .

×åðåç c áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñòîÿííûå (ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûå â ðàçíûõ ìå-
ñòàõ). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå B-ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíû íà
ïîëå C.

2.2. Ïîíÿòèå t-áàçèñà. Ïóñòü X; Y ; Z ∈ B è t : X × Y → Z−áèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∃ δ > 0 : δ ∥x∥X ∥y∥Y ≤ ∥t (x; y)∥Z ≤ δ−1 ∥x∥X ∥y∥Y , ∀ (x; y) ∈ X × Y .
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Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé â äàëüíåéøåì ïðèìåì xy = t (x; y). Äëÿ ìíî-
æåñòâà M ⊂ Y ÷åðåç Lt [M ] áóäåì îáîçíà÷àòü åãî t-îáîëî÷êó, îïðåäåëåííóþ
ñîîòíîøåíèåì

Lt [M ] =

{
z ∈ Z : ∃ {(xk; yk)}n0

1 ⊂ X ×M ⇒ z =

n0∑
k=1

xkyk

}
.

Ñèñòåìó y⃗ ≡ {yk}k∈N ⊂ Y áóäåì íàçûâàòü t-ïîëíîé â Y , åñëè

Lt

[
{yk}k∈N

]
= Z (çàìûêàíèå áåðåòñÿ â Z).

Îïåðàòîðû {tn}n∈N ⊂ [Z;X] áóäåì íàçûâàòü t-áèîðòîãîíàëüíîé ê ñèñòåìå
{yk}k∈N ⊂ Y , åñëè tn (xyk) = δnk x , ∀x ∈ X &∀n; k ∈ N .

Ñèñòåìó {yk}k∈N ⊂ Y íàçîâåì t-áàçèñîì â Z, åñëè ∀ z ∈ Z èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðàçëîæåíèå âèäà

z =

∞∑
k=1

xkyk,

ãäå {xk}k∈N ⊂ X .
Òðîéêó (X;Y ;Z) áóäåì íàçûâàòü tY �èíâàðèàíòíîé, åñëè èç {(xk; ỹk)} ⊂

X × Y :
∑

k xkỹk = 0, ñëåäóåò
∑

k v (ỹk)xk = 0 , ∀ v ∈ Y ∗.

Òðîéêó (X;Y ;Z) íàçîâåì t-ïëîòíîé, åñëè L [X × Y ] = Z (çàìûêàíèå áåðåò-
ñÿ â Z).

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé t-áàçèñíîñòè.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü òðîéêà (X;Y ;Z) ÿâëÿåòñÿ tY -èíâàðèàíòíîé è t-
ïëîòíîé. Ñèñòåìà y⃗ ≡ {yk}k∈N ⊂ Y îáðàçóåò t-áàçèñ â Z òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: (i) y⃗ t-ïîëíà â Z; (ii) y⃗ èìå-
åò t-áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó {tn}n∈N ⊂ [Z;X]; (iii) ïðîåêòîðû {Pm}m∈N ⊂
[Z]: Pm (z) =

∑m
n=1 tn (z) yn , ∀ z ∈ Z & ∀m ∈ N , ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò.å.

sup
m

∥Pm∥[Z] < +∞.

Áîëåå ïîäðîáíî ýòèìè ïîíÿòèÿìè ìîæíî ïîçíàêîìèòñÿ èç ðàáîò [17,18,20].
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà X;Y ∈ B è X⊗̄Y = Z åñòü èõ íåêîòîðîå áàíàõîâî

òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå t : X × Y → Z îïðåäåëèì
âûðàæåíèåì t (x; y) = x⊗y, ãäå x⊗y åñòü ýëåìåíòàðíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
ýëåìåíòîâ x ∈ X è y ∈ Y . Òîãäà ÿñíî, ÷òî òðîéêà (X;Y ;Z) â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ tY -èíâàðèàíòíîé è t-ïëîòíîé (ñì. íàïð. [21]). Òîãäà èç Òåîðåìû 2.1
ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü X;Y ∈ B è Z = X⊗̄Y . Ñèñòåìà y⃗ ⊂ Y îáðàçóåò
t-áàçèñ â Z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i)-(iii) Òåîðåìû
2.1.

2.3. Ïðîñòðàíñòâî Áîõíåðà Lp (S;X). UMD ñâîéñòâî. Ïóñòü (S;A ;µ)
íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé µ. Êàê îáû÷íî ÷åðåç Lp (S;X),
1 ≤ p < +∞, îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Áîõíåðà X-çíà÷íûõ íà S ôóíêöèé ñ
íîðìîé

∥f∥Lp(S;X) =

(∫
S

∥f∥pX dµ

) 1
p

.

Íàïîìíèì UMD ñâîéñòâî.
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Îïðåäåëåíèå 2.1. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ∈ B îáëàäàåò UMD ñâîé-
ñòâîì, åñëè äëÿ ∀ p ∈ (1,∞) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà β ≥ 0 (çàâèñÿùåé òîëüêî
îò p è X), òàêàÿ, ÷òî åñëè (S;A ;µ) åñòü σ-êîíå÷íîå èçìåðèìîå ïðîñòðàí-
ñòâî (ñ ìåðîé µ), {Fn}mn=0 åñòü σ-êîíå÷íàÿ ôèëüòðàöèÿ è {fn}mn=0 åñòü êîíå÷-
íûå ìàðòèíãàëû â Lp (S;X), òî äëÿ ∀ {εn} : |εn| = 1, n = 1,m, , âûïîëíåíî∥∥∥∥∥

m∑
n=1

εndfn

∥∥∥∥∥
Lp(S;X)

≤ β

∥∥∥∥∥
m∑

n=1

dfn

∥∥∥∥∥
Lp(S;X)

,

ãäå dfn = fn − fn−1-ðàçíîñòü ìàðòèíãàëîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùèõ UMD ñâîéñòâîì, îáîçíà÷èì òàê-
æå ÷åðåç UMD.

Áîëåå ïîäðîáíî êàñàþùèìèñÿ ôàêòàìè ìîæíî ïîçíàêîìèòñÿ â ìîíîãðàôèè
[1].

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïðèìåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå. Îòîæäåñòâèì
åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü γ è ïîëóèíòåðâàë J îòîáðàæåíèåì eit : J ↔ γ. Àíàëî-
ãè÷íî ïðîñòðàíñòâó Lp (J ;X), ïîðîæäåííîãî ìåðîé Ëåáåãà dx â J , îïðåäåëÿåò-
ñÿ áîõíåðîâî ïðîñòðàíñòâî Lp (γ;X), ïîðîæäåííîãî ìåðîé dl (dl åñòü ýëåìåíò
äëèíû γ) íà γ. Îòîáðàæåíèå eit ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü òàêæå ïðîñòðàíñòâà
Lp (J ;X) è Lp (γ;X) è ïðèìåì Lp (X) = : Lp (J ;X) ∼= Lp (γ;X). Äëÿ ôóíêöèè
f : ω → X ïðèìåì fr (t) = f

(
reit

)
, ∀ reit ∈ ω.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ X-çíà÷íûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ âè-
äà

Pn (t) =

n∑
k=−n

ake
ikt ,

ñ êîýôôèöèåíòàìè {ak} ⊂ X, îáîçíà÷èì ÷åðåç P (X).

2.4. Ìóëüòèïëèêàòîð. t-Ðèññ ñâîéñòâî. Íà P (X) îïðåäåëèì ìóëüòèïëè-
êàòîð m : P (X) → Lp (X), âûðàæåíèåì

(mP ) (t) = P̃ (t) = −i
∑
k

sign (k) ak e
ikt,

ãäå

P (t) =
∑
k

ak e
ikt ∈ P (X) ,

è

sign (k) =

 1 , k > 0 ,
0 , k = 0 ,
−1 , k < 0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå X-çíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà

(Hf) (x) =
1

π

∫
R

f (y)

x− y
dy , x ∈ R .

Õîðîøî èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.2 ( [1]). (Burkholder- Bourgain). Ïóñòü X ∈ B & p ∈ (1, ∞). Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû: (1) X ∈UMD; (2) H ∈ [Lp (R;X)].

Òàêæå ñïðàâåäëèâî
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Óòâåðæäåíèå 2.1 ( [1]). Ïóñòü X ∈ B & p ∈ (1, +∞). Òîãäà, åñëè H ∈
[Lp (R;X)], òî m ∈ [Lp (X)].

Âñþäó â äàëüíåéøåì äëÿ f ∈ L1 (X) ïðèìåì

f̂k = : tk (f) = :
1

2π

∫ π

−π

f (t) e−iktdt , ∀ k ∈ Z.

Èñïîëüçóÿ Òåîðåìó 2.2 è Óòâåðæäåíèå 2.1 â ðàáîòå [7] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2.3 ( [7]). Ïóñòü X ∈UMD & p ∈ (1, +∞). Òîãäà ñèñòåìà ýêñïîíåíò
E ≡

{
eint

}
n∈Z

îáðàçóåò t-áàçèñ â Lp (X), ò.å. ∀ f ∈ Lp (X) èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðàçëîæåíèå â Lp (X) âèäà

f (t) =
∑
n∈Z

f̂n e
int.

Áîëåå òîãî, äëÿ ∀m ∈ Z, ñëåäóþùèå t- Ðèññ ïðîåêòîðû(
R+

mf
)
(t) = : f+ (t) = :

+∞∑
n=m

f̂n e
int,

(
R−

mf
)
(t) = : f− (t) = :

m−1∑
n=−∞

f̂n e
int,

oãðàíè÷åíû â Lp (X), ò.å. R±
m ∈ [Lp (X)].

2.5. hp (X)- êëàññ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. ∗-ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè-
÷åñêèå ôóíêöèè. Â ýòîé ÷àñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X ∈UMD & p ∈
(1, +∞). Ïóñòü X îáåñïå÷åíî èíâîëþöèåé (∗), êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

(i) ∗ : X ↔ X− ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì X íà X;
(ii) x∗∗ = x , ∀x ∈ X ;
(iii) (λx)

∗
= λ̄x∗, ∀λ ∈ C &∀x ∈ X ;

(iv) ∥x∗∥X = ∥x∥X , ∀x ∈ X.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [22] ïðèìåì

XR = {x ∈ X : x∗ = x} ,

è ïóñòü
XiR =

{
ix : x ∈ XR

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ∀ϖ ∈ X èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

ϖ = u+ iϑ , u;ϑ ∈ XR.

Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ u = Re∗ϖ & ϑ = Im∗ϖ è íàçîâåì u− ∗-äåéñòâèòåëüíàÿ
(ϑ− ∗-ìíèìàÿ) ÷àñòü ýëåìåíòà ϖ. Èòàê, ñïðàâåäëèâà ïðÿìàÿ ñóììà

X = XR+̇XiR = XR+̇iXR. (2.1)

Ïðîñòðàíñòâî X ñ èíâîëþöèåé ” ∗ ”, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê (X; ∗). Äàëåå
íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà X- çíà÷íûõ ôóíêöèé. Äëÿ z ∈ ω
îïðåäåëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂xf (z) = : lim
R∋h→0

f(z+h)−f(z)
h ,

∂yf (z) = : lim
R∋h→0

f(z+ih)−f(z)
h .
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Ïîëîæèì

C1 (ω;X) = {f : ω → X : ∂xf ; ∂yf ∈ C (ω;X)} ,
ãäå C (ω;X) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : ω →
X. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåì

C2 (ω;X) = {f ∈ C (ω;X) : ∂xxf ; ∂xyf ; ∂yyf ∈ C (ω;X)} .

Ïóñòü

∆f (z) = ∂xxf (z) + ∂yyf (z) ,

ãäå z = x+ iy.
Ïðèìåì ñëåäóþùèé êëàññ X-çíà÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ â ω ôóíêöèé

H (ω;X) =
{
f ∈ C2 (ω;X) : ∆f (z) = 0 , ∀ z ∈ ω

}
.

Ïðÿìàÿ ñóììà (2.1) ïîðîæäàåò ñëåäóþùóþ ïðÿìóþ ñóììó

H (ω;x) = HR (ω;X) +̇iHR (ω;X) ,

ãäå

HR (ω;x) =
{
f ∈ H (ω;X) : f (z) ∈ XR, ∀ z ∈ ω

}
.

Äëÿ z ∈ ω îïðåäåëèì ñëåäóþùåå êîìïëåêñíîå ïðîèçâîäíîå

f ′ (z) = lim
∆z→0

f (z +∆z)− f (z)

∆z
,

è ââîäèì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèé êëàññ X-çíà÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ â ω
ôóíêöèé

A (ω;X) = {f ∈ C (ω;X) : f ′ ∈ C (ω;X)} .
Ïóñòü AR (ω;X) = Re∗A (ω;X) è òàêæå ïîëîæèì

A0 (ω;X) = {ϖ ∈ A (ω;X) : ( Im∗ϖ) (0) = 0} .

Â ðàáîòå [22] óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2.1. Ïóñòü (X; ∗) ∈ B. Òîãäà îòíîñèòåëüíî êëàññîâ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé H (ω;X) è àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé A (ω;X) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

1) èìååò ìåñòî ïðÿìàÿ ñóììà H (ω;X) = HR (ω;X) +̇iHR (ω;X), à òàêæå
ñïðàâåäëèâî A (ω;X) ⊂ AR (ω;X) +̇iAR (ω;X);

2) A (ω;X) ⊂ H (ω;X) (ñîáñòâåííîå âêëþ÷åíèå) ;
3) ïóñòü ϖ ∈ H (ω;X). Òîãäà ϖ ∈ A (ω;X) ⇔ u = Re∗ϖ è v = Im∗ϖ

óäîâëåòâîðÿþò ∗-óñëîâèå Êîøè-Ðèìàíà

∂xu = ∂yv
∂xv = −∂yu

}
;

4) AR (ω;X) ≡ HR (ω;X) ;
5) ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà HR (ω;X) è A0 (ω;X) èçîìîðôíû è îïåðàòîð

T = I+i I∗ îñóùåñòâëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé èçîìîðôèçì, ãäå I− åäèíè÷íûé
â HR (ω;X) îïåðàòîð è

(I ∗ u) (x; y) =
∫ (x;y)

0

−∂yudx+ ∂xudy , ∀ (x; y) ∈ ω , ∀u ∈ HR (ω;X) .
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×åðåç K îáîçíà÷èì ñëåäóþùèé X-çíà÷íûé èíòåãðàë òèïà Êîøè

(Kf) (z) =
1

2πi

∫
γ

f (ξ) dξ

ξ − z
, z ∈ ω .

Ïîëîæèì L+
p (X) = R+ (Lp (X)), ãäå R+ = R+

0 − t- Ðèññ ïðîåêòîð è ïóñòü

Hp (X) =
{
F ∈ A (X) : ∃ f ∈ L+

p (X) ⇒ F = Kf
}
.

Èñõîäÿ èç êëàññà Hp (X) îïðåäåëèì

hR
p (X) = Re∗Hp (X) .

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [22] îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f ∈ Hp (X) èìååò ìåñòî
òàêæå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà- Áîõíåðà

f
(
reit

)
=

(
Pf+

) (
reit

)
=

1

2π

∫ π

−π

Pr (t− s) f+ (s) ds , ∀ reit ∈ ω , (2.2)

ãäå Pr (t) åñòü ÿäðî Ïóàññîíà äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà

Pr (t) =
1− r2

1− 2r cos t+ r2
,

f+ = θf åñòü íåêàñàòåëüíûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà γ è θ ñîîòâåò-
ñòâóþùèé îïåðàòîð ñëåäà. Íîðìà â Hp (X) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

∥f∥Hp(X) = ∥θf∥Lp(X) ,

è îïåðàòîð θ ∈
[
Hp (X) ; H+

p (X)
]
åñòü èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì.

Èç ôîðìóëû (2.2) íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì

u
(
reit

)
= Re∗f

(
reit

)
=

(
P
(
Re∗f+

)) (
reit

)
=

(
Pu+

) (
reit

)
,

ãäå u+ = θ u. Êàê óñòàíîâëåíî â ðàáîòå [22], îïåðàòîð θ ∈
[
hR
p (X) ; LR

p (X)
]

òîæå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì, ãäå LR
p (X) = Re∗Lp (X). Ïî-

ëîæèì

hp (X) = hR
p (X)

·
+ihR

p (X) .

Î÷åâèäíî, ÷òî θ ∈ [hp (X) ; Lp (X) ] òîæå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èçîìîð-
ôèçìîì, åñëè ïðèíÿòü

∥u∥hp(X) = ∥θu∥Lp(X) .

Òîãäà èç Òåîðåìû 2.3 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåé
ëåììû.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü X ∈UMD & p ∈ (1,∞). Òîãäà ñèñòåìà

{ 1 ; rn cosn t ; rn sinn t }n∈N , (2.3)

îáðàçóåò t-áàçèñ â hR
p (X) (òàêæå â hp (X)). Áîëåå òîãî, åñëè äëÿ u ∈ hR

p (X)
èìååò ìåñòî

u
(
reit

)
= u+

0 +

∞∑
n=1

(
u+
n cosn t + u−

n sinn t
)
rn, (2.4)

òî

u+
(
eit

)
= (θu)

(
eit

)
= u+

0 +

∞∑
n=1

(
u+
n cosn t + u−

n sinn t
)
.
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3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íåòåðîâîñòü. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ïîñòàíîâêå
çàäà÷è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå êëàññ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé h

(1)
p (X):

h(1)
p (X) = {u ∈ hp (X) : ∂ru ; ∂φu ∈ hp (X)} ,

ñ íîðìîé
∥u∥

h
(1)
p (X)

= ∥u∥hp(X) + ∥∂ru∥hp(X) + ∥∂φu∥hp(X) .

Â êëàññå h
(1)
p (X) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé

∆r;φu = ∂rru+ 1
r∂ru+ 1

r2 ∂φφu = 0 , â ω ,

cosφθ (∂ru) + sinφθ (∂φu) = f (φ) , φ ∈ J ,

 (3.1)

ãäå f ∈ Lp (X)−çàäàííàÿ ôóíêöèÿ è θ :
[
h
(1)
p (X) ; Lp (X)

]
− îïåðàòîð ñëåäà.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð T ∈
[
h
(1)
p (X) ; Lp (X)

]
, îïðåäåëåííûé âûðàæåíèåì

(Tu) (φ) = cosφ θ (∂ru) + sinφ θ (∂φu) .

Íàéäåì Ker T (ÿäðî) è RT (îáëàñòü çíà÷åíèé) ýòîãî îïåðàòîðà.
Èòàê, ïóñòü u ∈ h

(1)
p (X) è (2.4) åñòü ðàçëîæåíèå u ïî áàçèñó (2.3). Äëÿ

óäîáñòâà ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â âèäå

u (r;φ) = u
(
reiφ

)
=

+∞∑
n=−∞

anr
|n|einφ,

ãäå

an =


u+
0 , n = 0 ,

1
2 (u

+
n − iu−

n ) , n > 0 ,
1
2

(
u+
|n| + iu−

|n|

)
, n < 0 .

Èìååì
∂ru =

∑
n ̸=0

|n| an r|n|−1 einφ ; ∂φu =
∑
n ̸=0

i n an r
|n| einφ .

Òîãäà èç Ëåììû 2.2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

θ (∂ru) =
∑
n̸=0

|n| an einφ ; θ (∂φu) =
∑
n̸=0

i n an r
|n| einφ .

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f ∈ Lp (X) ïî t-áàçèñó E :

f (φ) =
+∞∑

n=−∞
tn (f) e

inφ.

Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.1) ïîëó÷àåì

eiφ + e−iφ

2

∑
n ̸=0

|n| an einφ +
eiφ − e−iφ

2i

∑
n ̸=0

in an einφ =

+∞∑
n=−∞

tn (f) e
inφ .

Ñîâåðøèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èìååì
∞∑

n=2

(n− 1) an−1 e
inφ −

−2∑
n=−∞

(n+ 1) an+1 e
inφ =

+∞∑
n=−∞

tn (f) e
inφ. (3.2)
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Èç ýòîãî ñîîòíîùåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (3.1) âûïîëíåíèå
ñëåäóþùèõ óñëîâèé

t−1 (f) = t0 (f) = t1 (f) = 0, (3.3)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.
Êîýôôèöèåíò a0 íå âõîäèò â ëåâóþ ÷àñòü ñîîòíîùåíèÿ (3.2) è çíà÷èò îí

îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé èç X. Äëÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ {an}
ïîëó÷àåì

an =


1
n tn+1 (f) , n ≥ 1 ,

− 1
n tn−1 (f) , n ≤ −1 .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ðåøåíèÿ u ∈ h
(1)
p (X) çàäà÷è (3.1) èìååì ôîðìàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå

u (r;φ) = a0 +

−1∑
n=−∞

tn−1 (f)

|n|
r|n| einφ +

∞∑
n=1

tn+1 (f)

n
rn einφ . (3.4)

Ïîêàæåì, ÷òî (3.4) íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1). Ñîâåð-
øåííî î÷åâèäíî, ÷òî ∆r;φ u (r;φ) = 0, ∀ reiφ ∈ ω. Ïîêàæåì, ÷òî u ∈ h

(1)
p (X).

ßñíî, ÷òî u (0;φ) = a0 = const. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ u (r;φ) èìååì

u (r;φ) =

∫ r

0

∂ρu (ρ;φ) dρ+ a0.

Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ∂ρu ∈ hp (X), òî u ∈ hp (X). Íà ñàìîì
äåëå, äîñòàòî÷íî ýòî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ ∂ρu ∈ hR

p (X). Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò,
÷òî ∃F : ∂ρF ∈ Hp (X) & u = Re∗F (òàê êàê u = Re∗F ⇔ ∂ρu = Re∗Fρ).
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ∂ρF ∈ Hp (X) ⇒ F ∈ Hp (X) , è ñëåäîâàòåëüíî, u ∈
hR
p (X).
Èòàê, ïîêàæåì, ÷òî ∂ρu ∈ hp (X). Ñíîâà, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî ∂ρu ∈ hR
p (X) è ïóñòü F ∈ A (X) : u = Re∗F . Ïðîäèôôåðåíöèðî-

âàâ èç (3.4) ïîëó÷àåì

∂ru =

−1∑
n=−∞

cn−1 (f) r
|n|−1einφ +

∞∑
n=1

cn+1 (f) r
n−1einφ.

Ïîëîæèì

u1 (r;φ) =

−1∑
n=−∞

cn−1 (f) r
|n|−1einφ,

u2 (r;φ) =

∞∑
n=1

cn+1 (f) r
n−1einφ.

Ïîêàæåì, ÷òî uk ∈ Hp (X) , k = 1, 2. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî u2 ∈ Hp (X)
(äëÿ u1 îíî äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðùåííî àíàëîãè÷íî). Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî
∆u2 = 0. Ïðèìåì

u2 (r;φ) = e−iφr−2 ũ (r;φ) ,

ãäå

ũ (r;φ) =

∞∑
n=2

cn (f) r
neinφ.
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u2 (r;φ) ïðè r → +0, ñòðåìèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà γ ê ôóíêöèè c2 (f) e

iφ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñîîòíîùåíèå

sup
0<r<1

∥u2 (r; ·) ∥Lp(J;X) < +∞ ⇔ sup
0<r<1

∥ ũ (r; ·) ∥Lp(J;X) . (3.5)

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ũ ∈ A (X). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê f ∈ Lp (J ;X),
òî èç Òåîðåìû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî ũ ∈ Hp (X). Òîãäà èç (3.5) íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóåò u2 ∈ Hp (X). Ñëåäîâàòåëüíî

∂ru = Re∗u1 +Re∗u2 ∈ hR
p (X) .

Òàêæå èìååì

∂φu = −i

−1∑
n=−∞

cn−1 (f) r
|n|einφ + i

∞∑
n=1

cn+1 (f) r
neinφ.

Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåì ∂φu ∈ hR
p (X). Â ðåçóëüòàòå óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî u ∈ h
(1)
p (X). Èòàê, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü X ∈UMD & 1 < p < +∞. Òîãäà çàäà÷à (3.1) ðàçðåøèìà
â êëàññå h

(1)
p (X) äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f ∈ Lp (X), òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ t- îðòîãîíàëüíîñòè (3.3).

À òåïåðü, ðàññìîòðèì âîïðîñ î íåòåðîâîñòè îïåðàòîðà T ∈[
h
(1)
p (X) ; Lp (X)

]
. Ïîäïðîñòðàíñòâî h

(1)
p (X), ñîñòîÿùåå èç X-çíà÷íûõ

ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé, îòîæäåñòâèì ñ X. Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.2) íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî KerT = X. Ñëåäîâàòåëüíî, ÿñíî, ÷òî åñëè dimX = ∞,
òî îïåðàòîð T íå ÿâëÿåòñÿ íåòåðîâûì (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå). Ïóñòü
dimX = r < +∞, è çíà÷èòü æ+ = dimKerT = r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç
óñëîâèé t-îðòîãîíàëüíîñòåé (3.3) è èç Òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî Lp (X) /RT

è ïðîñòðàíñòâî X3 = X × X × X èçîìîðôíû (òàê
êàê, êîýôôèöèåíòû ak ∈ X, k = −1; 0; 1; ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè). Ñëåäî-
âàòåëüíî, dim (Lp (X) /RT

) = 3r, è â ðåçóëüòàòå èíäåêñ æ (T ) îïåðàòîðà T ðàâåí
æ (T ) = dimKerT− dim (Lp (X) /RT

) = −2r. Ïîäûòîæèâ âûøå âûñêàçàííûå
ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü X ∈ UMD&1 < p < +∞. Òîãäà çàäà÷à (3.1) íåòåðîâà
(ò.å. îïåðàòîð T íåòåðîâ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dimX = r < +∞.
Ïðè ýòîì, åñëè r < +∞, òî èíäåêñ æ (T ) îïåðàòîðà T ðàâåí æ (T ) = −2r.

3.2. Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ñëó÷àè îòíîñèòåëüíî ïðî-
ñòðàíñòâà X c èíâîëþöèåé (*).
I. X ≡ C. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå èíâîëþöèè (*) âîçüìåì êîìïëåêñíîå

ñîïðÿæåíèå ( · ). Çàäà÷à (3.1) îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñëó÷àÿ èçó÷åíà â ðàáîòå [23].
Òàê êàê dimC = 1, òî ïî Òåîðåìå 3.2 èìååì, ÷òî çàäà÷à (3.1) â h(1)

p (C) íåòåðîâà
è åå èíäåêñ ðàâåí æ (T ) = −2.
II. X ≡ Lp (S; dµ) , 1 < p < +∞. Çäåñü Lp (S; dµ) åñòü ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî

ôóíêöèé f : S → C íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (S;A ;µ) ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé
µ ñ íîðìîé

∥f∥Lp(S;dµ) =

(∫
S

|f |p dµ
) 1

p

.
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Ïîëîæèì (f∗) (x) = f (x) , x ∈ S. Î÷åâèäíî, ÷òî f∗ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé
â Lp (S; dµ). Ïî Óòâåðæäåíèþ 4.2.15 (Ôóáèíè) ìîíîãðàôèè [1, ñì., ñòð. 291]
Lp (S; dµ) , 1 < p < +∞, îáëàäàåò UMD ñâîéñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñè-
òåëüíî òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ðåçóëüòàòû Òåîðåìû 3.2 âåðíû.
III. X ≡ σp-êëàññû Øàòòåíà. σp ⊂ [H] åñòü êëàññ êîìïàêòíûõ îïåðàòî-

ðîâ, ãäå H íåêîòîðûå ñåïàðàáåëüíîå H-ïðîñòðàíñòâî . Äëÿ ïîëíîòû èçëîæå-
íèÿ îïðåäåëèì ýòîò êëàññ. Ïóñòü σ∞ ⊂ [H] åñòü êëàññ âïîëíå íåïðåðûâíûõ

îïåðàòîðîâ. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà (T ∗ T )
1
2 , ãäå T ∈ σ∞, íàçûâàþò-

ñÿ s-÷èñëàìè îïåðàòîðà T è èõ îáîçíà÷èì êàê {si (T )}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
...si ≥ si+1 ≥ ... → 0, i → ∞. Èòàê

σp =

{
T ∈ σ∞ :

∞∑
i=1

spi (T ) < +∞

}
.

Îòíîñèòåëüíî íîðìû

∥T∥p =

 (
∑∞

i=1 s
p
i (T ))

1
p , 1 ≤ p < +∞,

s1 (T ) , p = +∞ ,

σp åñòü B-ïðîñòðàíñòâî. Îòíîñèòåëüíî êëàññîâ σp è èõ ñâîéñòâ áîëåå ïîäðîáíî
ìîæíî ïîçíàêîìèòñÿ íàïð., èç ìîíîãðàôèé [21,24,25].

Îïðåäåëèì â σp èíâîëþöèþ ∗ (T ) = T ∗. Èç ñîîòíîøåíèÿ si (T ) = si (T
∗)

(ñì. íàïð., [24]) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ óñëîâèé (i)-(iv)
èíâîëþöèè. Áîëåå òîãî, èç ðåçóëüòàòîâ ìîíîãðàôèè [1, ñì. ñòð. 297, Example
4.2.21] ñëåäóåò, ÷òî σp, 1 < p < +∞, îáëàäàåò UMD ñâîéñòâîì. Òàêèì îáðàçîì,
ðåçóëüòàòû Òåîðåìû 3.2 âåðíû è îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà Øàòòåíà X ≡ σp,
1 < p < +∞.

Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ôîíäà Íàóêè Àçåð-
áàéäæàíà -Ãðàíò No AEF-MGC-2024-2(50)-16/02/1- M-02

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ðåöåíçåíòó, ÷üè çàìå÷àíèÿ ñïîñîáñòâîâà-
ëè óëó÷øåíèþ ðàáîòû.
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