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Àëãåáðû äèôôåðåíöèðîâàíèé ïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ

àëãåáð Íîâèêîâà è ïðåëèåâûõ äóáëåé Âèòòà

Â. À. Ëîãà÷åâ, À. Ï. Ïîæèäàåâ1

Àííîòàöèÿ. Îïèñàíèå äèôôåðåíöèðîâàíèé ïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Íîâèêî-

âà è ïðåëèåâûõ äóáëåé Âèòòà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì ïðîñòîé õàðàê-

òåðèñòèêè ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ñïåöèàëüíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé èñõîäíûõ àññî-

öèàòèâíûõ êîììóòàòèâíûõ äèôôåðåíöèàëüíî ïðîñòûõ àëãåáð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðà Íîâèêîâà, äèôôåðåíöèðîâàíèå, ëåâîñèììåòðè÷åñêàÿ àë-

ãåáðà, ïðîñòàÿ àëãåáðà, ïðåëèåâà àëãåáðà, ïîëèíîì Äàðáó, äóáëü Âèòòà.

Ââåäåíèå

Àëãåáðà A íàçûâàåòñÿ ëåâîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè àññîöèàòîð (x, y, z) = (xy)z−x(yz)
íà A ëåâîñèììåòðè÷åí, òî åñòü (x, y, z) = (y, x, z) äëÿ âñåõ x, y, z ∈ A. Êàê ëåãêî âè-
äåòü, ëåâîñèììåòðè÷åñêèå àëãåáðû ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì àññîöèàòèâíûõ
àëãåáð. Äðóãèì õîðîøî èçâåñòíûì ïðèìåðîì ëåâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð ÿâëÿþòñÿ àë-
ãåáðû Íîâèêîâà, â êîòîðûõ êîììóòèðóþò âñå îïåðàòîðû ïðàâîãî óìíîæåíèÿ.

Â ðàáîòå [1] áûëà ââåäåíà êîíñòðóêöèÿ ðàñøèðåíèÿ ëåâîñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðû,
ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü íîâûå ëåâîñèììåòðè÷åñêèå àëãåáðû íà îñíîâå ñóùåñòâóþùèõ.
Â îñíîâå ýòîé êîíñòðóêöèè ëåæèò ñîãëàñîâàííàÿ ïàðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ãåññèà-
íà èñõîäíîé àëãåáðû. Â [2] ýòà êîíñòðóêöèÿ áûëà íàçâàíà êîíñòðóêöèåé Ìèöóõàðû,
ãäå òàêæå áûëè ïðåäëîæåíû îáîáùåíèÿ ýòîé êîíñòðóêöèè, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ äóáëè Âèòòà. Â [3] ââåäåíî ïîíÿòèå ýíäîìîðôà ïðîèçâîëüíîé íåàññîöèà-
òèâíîé àëãåáðû, è, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ýíäîìîðôû ëåâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð
îáðàçóþò çíà÷èòåëüíûé êëàññ ïðîñòûõ òàêèõ àëãåáð. Â [4] ïîñòðîåíà êîíñòðóêöèÿ Ìè-
öóõàðû äëÿ ýíäîìîðôîâ ïðîèçâîëüíûõ ëåâîñèììåòðè÷åñêèõ àëãåáð, à òàêæå îïèñàíû
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýíäîìîðôîâ ïðîèçâîëüíûõ àëãåáð. Â [5] îïèñàíû àâòîìîðôèçìû
êîíå÷íîìåðíûõ ïðåëèåâûõ äóáëåé Âèòòà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàê-
òåðèñòèêè p > 0.

Ïóñòü d � íåêîòîðîå íåíóëåâîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû A. Àëãåáðà A íàçûâà-
åòñÿ d-ïðîñòîé, åñëè A2 ̸= 0 è A íå ñîäåðæèò ñîáñòâåííûõ d-èíâàðèàíòíûõ èäåàëîâ;
ïðè ýòîì äèôôåðåíöèðîâàíèå d íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.

Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì F ñ íåíóëåâûì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì d. Îïðåäåëèì íà A íîâîå óìíîæåíèå ïðàâèëîì x◦y = xd(y). Îáîçíà÷èì

1Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì íàó÷íûì ôîíäîì (ãðàíò 25-41-00005).

1



ïîëó÷åííóþ àëãåáðó ÷åðåç A(d). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî A(d) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Íîâè-
êîâà è A(d) ïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ d-ïðîñòîé (â ñëó÷àå õàðàê-
òåðèñòèêè íå 2). Áîëåå îáùåé ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ñ óìíîæåíèåì x ◦ y = xd(y) + axy,
ãäå a ∈ A � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò (ñì. [6] è [7]); äàííàÿ àëãåáðà â [8]
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (A, d, a) (à ìû äàëåå îáîçíà÷àåì åå A(d, a) â ñëó÷àå a ̸= 0). Êëàñ-
ñèôèêàöèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòûõ àëãåáð Íîâèêîâà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè
ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè 0 áûëà ïîëó÷åíà â [9]. Â ðàáîòå [8] äàíà èçÿùíàÿ êëàññèôè-
êàöèÿ íåàññîöèàòèâíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòûõ àëãåáð Íîâèêîâà íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûìè ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè p > 0 (ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ àëãåáð íàä
ïîëÿìè õàðàêòåðèñòèêè p > 2 áûëà ïîëó÷åíà ðàíåå â [10]). B [11] ñíÿòî îãðàíè÷åíèå
íà àëãåáðàè÷åñêóþ çàìêíóòîñòü ïîëÿ, à èìåííî, äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ àëãåáðà
íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0 èçîìîðôíà íåêîòîðîé àëãåáðå (A, d, a). Òàêæå â [11]
îïèñàíû àâòîìîðôèçìû êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð (A, d, a) íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îïèñûâàåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîñòûõ êîíå÷íîìåðíûõ
àëãåáð Íîâèêîâà (� 1) è ïðåëèåâûõ äóáëåé Âèòòà (� 2) íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0.

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Âñþäó äàëåå
F îçíà÷àåò îñíîâíîå ïîëå, à F ∗ � ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ F ; ÷åðåç A ìû
îáîçíà÷àåì íåêîòîðóþ àëãåáðó íàä F . Â äàëüíåéøåì, ⟨Υ⟩ = ⟨Υ⟩F � ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà ìíîæåñòâà Υ íàä F , ãäå ìû îïóñêàåì ñèìâîë F , åñëè ïîëå ÿñíî èç êîíòåêñòà.
Åñëè A � íåêîòîðàÿ àëãåáðà (âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî) íàä F , òî ÷åðåç End A áóäåì
îáîçíà÷àòü àëãåáðó âñåõ F -ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà A, à ÷åðåç Der A � àëãåáðó Ëè
äèôôåðåíöèðîâàíèé àëãåáðû A. Îáðàç ϕ(x) ýëåìåíòà x ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ ϕ
÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç ϕx. Îïåðàòîðû Ra, La ∈ End A, äåéñòâóþùèå ïî ïðà-
âèëàì Ra(x) = xa è La(x) = ax äëÿ ëþáîãî x ∈ A, íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè ïðàâîãî è
ëåâîãî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíò a ∈ A.

Åñëè I ÿâëÿåòñÿ d-èíâàðèàíòíûì èäåàëîì â A, òî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: I �d A. Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ ïðî d-ïðîñòûå àëãåáðû, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî d ̸= 0.
Äàëåå ÷åðåç Fp[x1, . . . , xn] ìû îáîçíà÷àåì àëãåáðó óñå÷åííûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì F
õàðàêòåðèñòèêè p, ò. å. xpi = 0, x0i = 1 äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n (åäèíèöà 1 îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñ åäèíèöåé ïîëÿ F ).

1. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáð Íîâèêîâà

Âñþäó äàëåå ìû ðàáîòàåì ñ êîíå÷íîìåðíûìè àññîöèàòèâíûìè êîììóòàòèâíûìè
d-ïðîñòûìè àëãåáðàìè è ÷àñòî ïðèìåíÿåì ñëåäóþùèé õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò (ñì.,
íàïðèìåð, [2] è [12]).

Ëåììà 1.1. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ d-ïðîñòàÿ
àëãåáðà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F . Òîãäà A ñîäåðæèò åäèíèöó 1, õàðàê-
òåðèñòèêà ïîëÿ F ðàâíà p > 0, A ∼= Fp[x1, . . . , xn] äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N, A · d(A) = A,
è Ker d = F . Â ÷àñòíîñòè, d(A) ñîäåðæèò îáðàòèìûå ýëåìåíòû.
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Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå D = d + Ra ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì äèôôåðåí-
öèðîâàíèåì àëãåáðû A, òî åñòü

D(xy) = D(x)y + xd(y) (1)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A. Ñêàæåì, ÷òîH ∈ Der A ÿâëÿåòñÿ α-ïåðåñòàíîâî÷íûì ñD = d+Ra,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ A âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

HD = D(H + α)

(çäåñü è äàëåå H + α îçíà÷àåò H +Rα). Çàìåòèì, ÷òî D(1) = a, à ïîòîìó H(a) = D(α);
åñëè ïðè ýòîì a = 0, òî D = d, d(α) = 0, dRα = Rαd, à ïîòîìó

(H − α)d = dH,

÷òî ìû è âîçüìåì çà îïðåäåëåíèå α-ïåðåñòàíîâî÷íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñ äèôôå-
ðåíöèðîâàíèåì d. Îáîçíà÷èì äàííûé α ∈ A ÷åðåç ω(H). Ïîëîæèì

DerD A = {H ∈ Der A : HD = D(H + ω(H))}.

Çàìåòèì, ÷òî ω(H) îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ýëåìåíòà β èç Ker D òàêîãî, ÷òî
βA ⊆ Ker D. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè HD = D(H + γ) äëÿ íåêîòîðîãî γ ∈ A, òî Dβ = 0
ïðè β = α − γ. Åñëè àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ d-ïðîñòîé, òî βA �d A, îòêóäà ëèáî β = 0,
ëèáî β îáðàòèì. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì D = 0, ò. å. d = −Ra ∈ Der A, îòêóäà
a = 0 è d = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå d-ïðîñòîé àëãåáðû A ýëåìåíò ω(H) îïðåäåëåí
îäíîçíà÷íî.

Ïóñòü H,F ∈ DerD A, ω(H) = α, ω(F ) = β. Òîãäà

[H,F ]D = (HF − FH)D = HD(F + β)− FD(H + α)

= D(H + α)(F + β)−D(F + β)(H + α)

= D[H + α, F + β] = D([H,F ] +H(β)− F (α)).

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1.2. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ d-ïðîñòàÿ
àëãåáðà íàä ïîëåì F , a ∈ A, D = d+a. Òîãäà DerD A ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè â Der A;
ïðè ýòîì ω(H) îïðåäåëÿåòñÿ ïî H îäíîçíà÷íî è ω([H,F ]) = H(ω(F )) − F (ω(H)) äëÿ
ëþáûõ H,F ∈ DerD A.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ÿâíûå óñëîâèÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåìûõ àë-
ãåáð Íîâèêîâà â ñëó÷àå A ∼= F2[x]. Äàëåå ∂ îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x.

Ëåììà 1.3. [11] Ïóñòü A = F2[x]. Àëãåáðà Íîâèêîâà A(d) ïðîñòà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà d = (β + γx)∂ ïðè β, γ ∈ F ∗. Àëãåáðà A(d, a) ïðîñòà ⇔ d = (β + γx)∂ ïðè

β ∈ F ∗; ïðè ýòîì åñëè γ ∈ F ∗, òî γ ̸= a.

Ëåììà 1.4. Ïóñòü A = F2[x], A(d, a) ïðîñòà, D = d + Ra è 1 ∈ Im D. Òîãäà
Ker D = 0.

3



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 0 ̸= c ∈ Ker D. Åñëè c ∈ F , òî D(c) = ca = 0, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèþ a ̸= 0. Òàê êàê ⟨1, c⟩ = A, òî Im D = ⟨D(1)⟩ = ⟨a⟩. Òàêèì îáðàçîì,
dim Im D = 1, à òàê êàê ïî óñëîâèþ 1 ∈ Im D, òî a ∈ F . Âîçüìåì d êàê â ëåììå 1.3.
Òîãäà D(x) = β + γx+ ax, îòêóäà γ = a, ïðîòèâîðå÷èå. 2

Íàïîìíèì, ÷òî íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Äàðáó îòíîñèòåëüíî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d, åñëè d(f) = λf äëÿ íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà λ.
Òàêæå íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1. [11] Ïóñòü A = Fp[x1, . . . , xn], d � ïðîñòîå äèôôåðåíöèðîâàíèå A. Åñ-
ëè f ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Äàðáó îòíîñèòåëüíî d äëÿ íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ìíîãî-
÷ëåíà λ, òî f îáðàòèì, è f ïî λ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî

ñêàëÿðà. Îáðàòíî, ëþáîé îáðàòèìûé f ∈ A ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Äàðáó îòíîñèòåëüíî

d äëÿ íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà λ.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ

d-ïðîñòàÿ àëãåáðà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè p > 0 è àë-
ãåáðà A = (A, d, a) ïðîñòà. Òîãäà G ∈ Der A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G = H+ω(H)
äëÿ íåêîòîðîãî H ∈ DerD A; ïðè ýòîì ω(H) ∈ F â ñëó÷àå a = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G ∈ Der A. Òîãäà G(x ◦ y) = G(x) ◦ y + x ◦G(y), ò. å.

G(xDy) = G(x)D(y) + xD(Gy) (2)

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A (íàïîìíèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì òàêæå îáîçíà÷åíèå Dx := D(x), ÷òî
ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íàãðîìîæäåíèÿ ñêîáîê). Ïóñòü α = G(1). Çàìåòèì, ÷òî D(1) = 0
ïðè a = 0, ïîýòîìó, ïîëàãàÿ y = 1 â (2) ïîëó÷àåì d(α) = 0, ò. å. α ∈ F ïðè a = 0.
Ïîëàãàÿ x = 1 â (2), âûâîäèì

G(Dy) = αD(y) +D(Gy). (3)

Ïóñòü H = G − α. Òîãäà èç (3) ñëåäóåò HD = D(H + α), îòêóäà H ÿâëÿåòñÿ
α-ïåðåñòàíîâî÷íûì ñ D.

Ïîêàæåì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû A. Èç (2) âûâîäèì

H(xDy) = G(xDy)− αxDy = GxDy + xD(Gy)− αxDy. (4)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî (3) èìååì

H(x)Dy + xH(Dy) = GxDy − αxDy + xG(Dy)− αxDy =

GxDy − αxDy + x(αDy +D(Gy))− αxDy = GxDy + xD(Gy)− αxDy. (5)

Ñðàâíèâàÿ (4) è (5), ïîëó÷àåì

H(xy) = H(x)y + xH(y), (6)

åñëè õîòÿ áû îäèí èç x, y ëåæèò â Im D.

Åñëè D íåâûðîæäåíî, òî (6) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå
1.1 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî dim Ker D = 1, ò. å. A = Im D ⊕ ⟨e⟩ äëÿ íåêîòîðîãî e ∈ A.
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Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü (6) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü èñòèííîñòü (6) äëÿ x = y = e.

Åñëè 1 ̸∈ Im D, òî ìîæíî ñ÷èòàòü e = 1 è òîãäà (6) äëÿ x = y = 1 î÷åâèäíî. Äàëåå
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 1 ∈ Im D è A ̸∼= F2[x] ïî ëåììàì 1.3 è 1.4.

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü S := Im D := D(A) ïîäàëãåáðîé â A. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóþò x, y ∈ S òàêèå, ÷òî z = xy ̸∈ S. Òîãäà H ∈ Der A,
ïîñêîëüêó

H(z2) = H(zxy) = H(zx)y + zxH(y) = H(z)xy + zH(x)y + zxH(y) = 2zH(z).

Äàëåå, ïîêàæåì, ÷òî d(S) ñîäåðæèò îáðàòèìûå ýëåìåíòû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü J =
d(S)A è t = d(Dx)y äëÿ íåêîòîðûõ x, y ∈ A. Òîãäà J � A, à òàê êàê d = D − Ra, òî,
ïðèìåíÿÿ (1), ïîëó÷àåì

d(t) ≡ d(d(Dx))y ≡ −d(aDx)y ≡ 0 (mod J),

ïîñêîëüêó a ∈ S è S � ïîäàëãåáðà â A. Ïðè ýòîì J ̸= 0, òàê êàê A ̸∼= F2[x], îòêóäà
J = A.

Îêîí÷àòåëüíî, Dex = Dex + edx, îòêóäà edx ∈ S äëÿ ëþáîãî x ∈ S. Âûáèðàÿ x ∈ S
òàê, ÷òî dx îáðàòèì (ïðè ýòîì dx = Dx − ax ∈ S è d−1

x ∈ S, òàê êàê a, 1 ∈ S), ïîëó÷àåì
e ∈ S. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Îáðàòíî, åñëèH ∈ DerD A, òî, ïîëàãàÿG = H+ω(H), ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèðîâàíèå
G àëãåáðû Íîâèêîâà A. 2

2. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äóáëåé Âèòòà

Äóáëü Âèòòà. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà ñ íåíóëåâûì äèô-

ôåðåíöèðîâàíèåì d íàä ïîëåì F è A � èçîìîðôíàÿ êîïèÿ àëãåáðû A (êàê âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà). Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A⊕A íàä F , íà êîòîðîì ïðîèçâå-
äåíèå îïðåäåëåíî ïðàâèëàìè

a ◦ b = ab+ ab, a ◦ b = ad(b), a ◦ b = 0, a ◦ b = ad(b)

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Àëãåáðà A⊕A ñ çàäàííûì óìíîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëåâîñèììåòðè÷å-
ñêîé, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ad è íàçûâàåòñÿ äóáëåì Âèòòà àëãåáðû A [2]. Ïðè ýòîì Ad

ïðîñòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ d-ïðîñòîé [2].

Îïèøåì âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äóáëÿ Âèòòà ïðîñòîé àëãåáðû Ad. Ñêàæåì, ÷òî
äèôôåðåíöèðîâàíèå D àëãåáðû Ad èíäóöèðóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì τ ∈ Der A,
åñëè

D(a) = τ(a), D(ā) = τ(a)

äëÿ ëþáîãî a ∈ A. Ïîäïðîñòðàíñòâî äèôôåðåíöèðîâàíèé â Der A ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ d
îáîçíà÷èì ÷åðåç Derd A.

Òåîðåìà 2.1. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå D ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû

Ad òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D èíäóöèðóåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì τ ∈ Derd A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû Ad. Òîãäà

D(a) = θ(a) + ϕ(a), D(a) = χ(a) + ψ(a)

äëÿ ëþáîãî a ∈ A è íåêîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûõ θ, ϕ, χ, ψ ∈ End A. Äàëåå
áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü D = D(θ, ϕ, χ, ψ).

Èç îïðåäåëåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

D(a ◦ b) = D(ab+ ab) = θ(ab) + ϕ(ab) + χ(ab) + ψ(ab),

D(a) ◦ b+ a ◦D(b) = (θ(a) + ϕ(a)) ◦ b+ a ◦ (θ(b) + ϕ(b))

= θ(a)b+ θ(a)b+ ϕ(a)d(b) + aθ(b) + aθ(b).

Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A âûïîëíåíî

θ(ab) + χ(ab) = θ(a)b+ ϕ(a)d(b) + aθ(b), (7)

ϕ(ab) + ψ(ab) = θ(a)b+ aθ(b). (8)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ

0 = D(a ◦ b) = D(a) ◦ b+ a ◦D(b) =

= (θ(a) + ϕ(a)) ◦ b+ a ◦ (χ(b) + ψ(b)) = ϕ(a)d(b) + aχ(b) + aχ(b),

èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî χ(a) = 0 è ϕ(a)d(b) = 0 äëÿ âñåõ a, b ∈ A.
Ðàññìîòðèì ëåâûé àííóëÿòîð ìíîæåñòâà d(A) â A:

B = Annl d(A) = {x ∈ A : xd(A) = 0}.

Òàê êàê d2(A) ⊂ d(A), òî 0 = d(bd(a)) = d(b)d(a) + bd2(a) = d(b)d(a) äëÿ âñåõ b ∈ B è
a ∈ A, îòêóäà d(B) ⊂ B. Ïîñêîëüêó B � d-èíâàðèàíòíûé èäåàë, òî B = 0 èëè B = A.
Åñëè B = A, òî Ad(A) = 0, à òàê êàê 1 ∈ A, òî d = 0. Çíà÷èò, B = 0 è ϕ = 0. Èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâà χ = ϕ = 0, (7) è (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ(ab) = aθ(b) + θ(a)b, ψ(ab) = θ(a)b+ aθ(b),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî θ ∈ Der A, è θ = ψ, òàê êàê A2 = A.
Äàëåå, èç ñâîéñòâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

D(a ◦ b) = D(a) ◦ b+ a ◦D(b) = ψ(a) ◦ b+ a ◦ ψ(b) = ψ(a)d(b) + ad(ψ(b));

D(a ◦ b) = D(ad(b)) = ψ(ad(b)),

ñðàâíèâàÿ êîòîðûå, âûâîäèì

ad(ψ(b)) + ψ(a)d(b) = ψ(ad(b)).

Òàê êàê ψ ∈ Der A, òî ad(ψ(b)) = aψ(d(b)) è dψ = ψd. Äàëåå, èìååì

D(b ◦ a) = D(b) ◦ a+ b ◦D(a) = ψ(b)d(a) + bd(θ(a));
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D(b ◦ a) = D(bd(a)) = ψ(bd(a)) = ψ(b)d(a) + bψ(d(a)),

îòêóäà bd(θ(a)) = bψ(d(a)), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïðåäûäóùåìó ñîîòíîøåíèþ dψ = ψd. Â
èòîãå, äëÿ íåêîòîðîãî τ = θ ∈ Der A èìååì

D(a) = τ(a), D(a) = τ(a), τd = dτ.

Îáðàòíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáîå äèôôåðåíöèðîâàíèå τ àëãåáðû A, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèþ dτ = τd, çàäàåò äèôôåðåíöèðîâàíèå D äóáëÿ Âèòòà Ad ïî ïðàâèëó

D(a) = τ(a), D(a) = τ(a). 2

Îáîáùåííûé äóáëü Âèòòà. Ðàññìîòðèì àññîöèàòèâíóþ êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó

A ñ íåíóëåâûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì d íàä ïîëåì F . Íàäåëèì A⊕A óìíîæåíèåì:

b ◦ a = bd(a) + ba, a ◦ b = ab, a ◦ b = ab, a ◦ b = ad(b)

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Ïîñòðîåííàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ëåâîñèììåòðè÷åñêîé, îáîçíà÷àåòñÿ
Wd(A) è íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì äóáëåì Âèòòà àëãåáðû A [2]. Àëãåáðà Wd(A) ïðîñòà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ÿâëÿåòñÿ d-ïðîñòîé [2].

Îïèøåì âñå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîíå÷íîìåðíîé ïðîñòîé àëãåáðûWd(A) íàä àëãåá-
ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 0.

Ïóñòü α ∈ A è D ∈ Der Wd(A). Êàê è ðàíåå, áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü D(θ, ϕ, χ, ψ)
äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D è γ äëÿ îïåðàòîðà Rγ.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû Wd(A). Òîãäà
D = D(ψ−α, ϕ, γ, ψ) äëÿ íåêîòîðûõ ψ ∈ End A, γ, α = ψ(1) ∈ A è ϕ ∈ Derd A; ïðè ýòîì
d(γ) = 0, 2γ + d(α) = 0, 2ϕ(a)d(b) = 0 äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ:

ψ(a)d(b) + ad(ψ(b)) = ψ(ad(b)) + abd(α), (9)

ψ(ab) + αab = ψ(a)b+ ϕ(a)d(b) + aψ(b). (10)

Áîëåå òîãî, åñëè ϕ = 0 è τ = ψ−α, òî äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî

τd = dτ + αd è τ ∈ Der A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèé èìååì ðàâåíñòâà

D(a ◦ b) = D(a) ◦ b+ a ◦D(b) = (θ(a) + ϕ(a)) ◦ b+ a ◦ (θ(b) + ϕ(b))

= θ(a)b+ ϕ(a)d(b) + ϕ(a)b+ aθ(b) + aϕ(b);

D(a ◦ b) = D(ab) = θ(ab) + ϕ(ab),

÷òî ýêâèâàëåíòíî
θ(ab) = aθ(b) + ϕ(a)d(b) + θ(a)b, (11)

ϕ(ab) = ϕ(a)b+ aϕ(b)

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

D(a ◦ b) = D(a) ◦ b+ a ◦D(b) = (χ(a) + ψ(a)) ◦ b+ a ◦ (θ(b) + ϕ(b))
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= χ(a)b+ ψ(a)d(b) + ψ(a)b+ ad(θ(b)) + aθ(b) + ad(ϕ(b));

D(a ◦ b) = D(ad(b) + ab) = θ(ad(b)) + ϕ(ad(b)) + χ(ab) + ψ(ab),

îòêóäà
χ(a)b+ ψ(a)d(b) + ad(θ(b)) = θ(ad(b)) + χ(ab),

ψ(a)b+ aθ(b) + ad(ϕ(b)) = ψ(ab) + ϕ(ad(b)) (12)

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

D(a ◦ b) = D(a) ◦ b+ a ◦D(b) = (θ(a) + ϕ(a)) ◦ b+ a ◦ (χ(b) + ψ(b))

= θ(a)b+ ϕ(a)d(b) + aχ(b) + aψ(b);

D(a ◦ b) = D(ab) = χ(ab) + ψ(ab).

Òàêèì îáðàçîì,
ψ(ab) = θ(a)b+ ϕ(a)d(b) + aψ(b), (13)

χ(ab) = aχ(b)

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Ïîëàãàÿ b = 1, ψ(1) = α ∈ A, χ(1) = γ ∈ A, ïîëó÷àåì

ψ(a) = θ(a) + αa, χ(a) = γa.

Òåïåðü èç (13) ñëåäóåò (10). Èñïîëüçóÿ (13) è (11), ïåðåïèøåì (12):

ad(ϕ(b)) = 2ϕ(a)d(b) + aϕd(b),

îòêóäà ïðè a = 1 ïîëó÷àåì dϕ = ϕd, à ïîòîìó 2ϕ(a)d(b) = 0. Äàëåå, èìååì

D(a ◦ b) = D(a) ◦ b+ a ◦D(b) = (χ(a) + ψ(a)) ◦ b+ a ◦ (χ(b) + ψ(b))

= χ(a)b+ ψ(a)d(b) + ad(χ(b)) + aχ(b) + ad(ψ(b));

D(a ◦ b) = D(ad(b)) = χ(ad(b)) + ψ(ad(b)),

îòêóäà
χ(ad(b)) = ad(χ(b)),

ψ(ad(b)) = χ(a)b+ ψ(a)d(b) + aχ(b) + ad(ψ(b)) (14)

äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A. Ïðè a = b = 1 ïîëó÷àåì d(γ) = 0 è 2γ + d(α) = 0. Òåïåðü (14)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ψ(ad(b)) = 2γab+ ψ(a)d(b) + ad(ψ(b)), è ìû ïðèõîäèì ê (9).

Åñëè ϕ = 0, òî óêàçàííàÿ â ëåììå ýêâèâàëåíòíîñòü ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. 2

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå D àëãåáðû Wd(A) èíäóöèðóåòñÿ α-ïåðå-
ñòàíîâî÷íûì ñ d äèôôåðåíöèðîâàíèåì τ àëãåáðû A, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî a ∈ A
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

D(a) = τ(a), D(a) = γa+ (τ + α)(a)

äëÿ íåêîòîðûõ α, γ ∈ A òàêèõ, ÷òî d(γ) = 0, 2γ + d(α) = 0.
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Òåîðåìà 2.2. Åñëè F � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, òî âñÿêîå äèôôåðåíöèðî-

âàíèå êîíå÷íîìåðíîé ïðîñòîé àëãåáðû Wd(A) èíäóöèðóåòñÿ α-ïåðåñòàíîâî÷íûì ñ d
äèôôåðåíöèðîâàíèåì τ àëãåáðû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüD � äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðûWd(A). Ñíà÷àëà ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F íå ðàâíà 2. Â ýòîì ñëó÷àå èç ëåììû 2.1 ñëåäó-
åò ðàâåíñòâî ϕ(a)d(b) = 0. Ðàññìîòðèì Annl d(A). Êàê è â òåîðåìå 2.1, Annl d(A)�d A,
îòêóäà ϕ = 0. Ïî ëåììå 2.1 τ = ψ − α ∈ Der A, τd = dτ + αd, D = D(τ, 0, γ, τ + α).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F ðàâíà 2. Â ýòîì ñëó÷àå
D = D(τ, ϕ, γ, τ +α) ïî ëåììå 2.1. Èç (10) è êîììóòàòèâíîñòè A ñëåäóåò, ÷òî ϕ(a)d(b) =
ϕ(b)d(a). Òàê êàê â Im d ëåæàò îáðàòèìûå ýëåìåíòû, òî íàéäåòñÿ òàêîé b, ÷òî d(b)
îáðàòèì, îòêóäà

ϕ(a) = d(b)−1ϕ(b)d(a),

è ϕ = cd äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ A. Ïîñêîëüêó ϕ ∈ Derd(A) ïî ëåììå 2.1, òî c = β ∈ F. Òàê
êàê õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ðàâíà 2, òî (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ψ(ad(b)) = ψ(a)d(b) + ad(ψ(b)).

Ðàññìàòðèâàÿ (10), çàìåíÿÿ b íà d(b) è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî ϕ = βd, ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîëó÷àåì:

ψ(ad(b)) + αad(b) = ψ(a)d(b) + ϕ(a)d2(b) + aψ(d(b)),

ψ(a)d(b) + ad(ψ(b)) + αad(b) = ψ(a)d(b) + βd(a)d2(b) + aψ(d(b)),

ad(ψ(b)) + αad(b) + aψ(d(b)) = βd(a)d2(b).

Ïîëàãàÿ a = 1 â (9) è ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, âûâî-
äèì βd(a)d2(b) = 0. Òàê êàê d(A) ñîäåðæèò îáðàòèìûå ýëåìåíòû, òî βd2(A) = 0.

Åñëè d2(A) ̸= 0, òî β = 0 è ϕ = 0. Åñëè d2(A) = 0, òî A = F2[x] è d = ξ∂ äëÿ
íåêîòîðîãî ξ ∈ F ∗. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëàãàÿ a = b = x â (10), âûâîäèì ϕ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ëåììå 2.1 ïîëó÷àåì

τ = ψ − α ∈ Der A, τd = dτ + αd, α ∈ F, D = D(τ, 0, γ, τ + α).

Îáðàòíî, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî D = D(τ, 0, γ, τ + α) ∈ Der Wd(A) ïðè d(γ) =
0, 2γ + d(α) = 0. 2
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