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Аннотация

Рассматривается задача приближения функции по известным инте-
грально усреднённым по промежуткам сетки значениям интегральными
квадратическими сплайнами. Показано, что если решается задача интер-
поляции в среднем, то интегральный квадратический сплайн можно опре-
делять через интерполяционный кубический сплайн. Поскольку интерпо-
ляционный кубический сплайн достаточно хорошо изучен, то некоторые
его свойства можно перенести на интегральный квадратический сплайн.
Предложены формулы квазиинтерполяции интегральными квадратичес-
кими сплайнами. Задача локальной аппроксимации интегральными сплай-
нами впервые рассмотрена на произвольной неравномерной сетке. На рав-
номерной сетке найдены все точки суперсходимости при интерполяции и
квазиинтерполяции в среднем, т.е. точки, в которых повышается порядок
приближения. Показано, что скачок (отношение величины разрыва к вели-
чине шага сетки) второй производной обоих сплайнов приближает третью
производную с четвёртым порядком.
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Введение

В прикладных задачах, связанных с приближением функций, иногда вме-
сто значений функции в узлах сетки известны лишь интегрально усреднённые
по промежутку значения или интегралы приближаемой функции (см., напри-
мер, [1,2]). В настоящее время для решения таких задач активно применяются
сплайны. Первое применение сплайнов для подобных задач, по-видимому, бы-
ло в 1972 году для приближения гистограмм. И.Шёнберг [3] для восстановле-
ния исходной функции по известным гистограммам вместо условий интерпо-
ляции использовал условия совпадения гистограмм сплайна и приближаемой
функции, что объясняет предложенный им термин гистосплайны для полу-
чившихся сплайнов. Позднее Ю.Н.Субботин рассмотрел задачу интерполяции
интегрально усреднённых значений и назвал эту задачу интерполяцией в сред-
нем [4]. Последнее время сплайны, применяемые для приближения функций
по заданным интегралам или интегрально усреднённым значениям, стали на-
зывать интегральными. Такое название было предложено в работе [5], которая
послужила толчком для изучения интегральных сплайнов, так как в этой работе
было замечено, что на равномерной сетке кубический сплайн можно построить
довольно просто путём решения трёхдиагональной системы уравнений. Но про

1Работа первого автора выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (про-
ект № FWNF-2026-0005)
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общий случай известно, что уже для кубических сплайнов задача интерполяции
в среднем довольно сложна [6].

На произвольной неравномерной сетке достаточно подробно изучались из
интегральных сплайнов лишь квадратические. В работе [7] установлены поряд-
ки приближения такими сплайнами в задаче интерполяции в среднем, в [8] най-
дены условия, обеспечивающие наследование свойств неотрицательности, моно-
тонности и выпуклости при интерполяции в среднем. Вопрос выбора краевых
условий рассмотрен в работе [9]. Отметим, что в работах [10,11] для случая рав-
номерной сетки исследованы точки суперсходимости и найдены точные оценки
погрешности интерполяции в среднем.

В классических задачах приближении функций наряду с интерполяцией ши-
роко используются и показали свою эффективность методы локальной аппрок-
симации и квазиинтерполяции. Для построения сплайнов, решающих задачу
аппроксимации функций, уже не требуется решать системы линейных уравне-
ний. Получаемые локальные сплайны могут приближать требуемую функцию
с теми же порядками, что и интерполяционные, поэтому в этом случае их и
называют квазиинтерполяционными. Локальные методы приближения стали
применяться и для интегральных сплайнов: для кубических сплайнов такие ме-
тоды начали изучаться в работах [12–14], для сплайнов более высоких степеней
— в работах [15,16]. Монография [17] посвящена задачам аппроксимации инте-
гральными сплайнами. Однако, все такие работы по локальным интегральным
сплайнам рассматривались только на равномерных сетках.

В данной работе мы показываем, что интерполяционный в среднем инте-
гральный квадратический сплайн неразрывно связан с классическим интерпо-
ляционным кубическим сплайном, что позволяет перенести некоторые извест-
ные результаты о свойствах интерполяционных кубических сплайнов на инте-
гральные квадратические сплайны. В частности, мы выписываем оценки по-
грешности интерполяции в среднем интегральными квадратическими сплайна-
ми для произвольной неравномерной сетки. Ранее были известны только ре-
зультаты о порядках приближения [7]. Впервые рассмотрена задача построе-
ния локального интегрального сплайна на произвольной неравномерной сетке.
С помощью формул локальной аппроксимации для кубических сплайнов [18]
мы выводим формулы локальной аппроксимации для интегральных квадрати-
ческих сплайнов. Установлены оценки погрешности приближения полученным
локальным интегральным квадратическим сплайном. Эти формулы являются
формулами квазиинтерполяции и имеют наивысший третий порядок прибли-
жения, как и при интерполяции в среднем.

§1. Интерполяция в среднем

Пусть на отрезке [a, b] числовой прямой на сетке ∆ : a = x0 < x1 < . . . < xn =
b известны усреднённые по интервалам сетки ∆ значения некоторой функции
y(x):

Yi =
1

hi

xi+1∫
xi

y(x) dx, i = 0, 1, . . . , n− 1,

где hi = xi+1 − xi, i = 0, . . . , n − 1. Требуется приблизить функцию y(x) на
отрезке [a, b] интегральным квадратическим сплайном. Интерполяционный в
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среднем интегральный квадратический сплайн S(x) является сплайном второй
степени с узлами на сетке ∆ гладкости C1[a, b] и удовлетворяет условиям

1

hi

xi+1∫
xi

S(x) dx = Yi, i = 0, 1, . . . , n− 1. (1)

Для однозначного определения сплайна S(x) требуются дополнительные усло-
вия, которые мы возьмём в виде обычных условий интерполяции на концах
отрезка

S(a) = y(a), S(b) = y(b). (2)
Если краевые значения приближаемой функции не известны, то можно полу-
чить приближение этих значений с требуемым порядком точности путём комби-
нации нескольких крайних значений. Например, если Y0 приближает значение
y(a) с первым порядком, то, как не трудно установить, выражение

2h0 + h1
h0 + h1

Y0 −
h0

h0 + h1
Y1

приближает y(a) уже со вторым порядком. В работе [10] получено выражение

1

12
(25Y0 − 23Y1 + 13Y2 − 3Y3),

которое на равномерной сетке приближает y(a) с четвёртым порядком.
Рассмотрим кубический сплайн s(x) с узлами на этой же сетке ∆, производ-

ная которого будет совпадать с интегральным квадратическим сплайном S(x),
т.е. s′(x) = S(x). Ясно, что такой сплайн s(x) определяется по S(x) с точностью
до константы. Если кубический сплайн s(x) интерполирует некоторую функцию
f(x), т.е.

s(xi) = fi, i = 0, . . . , n,

где fi = f(xi), с краевыми условиями s′(a) = f ′(a), s′(b) = f ′(b), то, в соответ-
ствии с (1), имеем

1

hi

xi+1∫
xi

S(x) dx =
1

hi

xi+1∫
xi

s′(x) dx =
s(xi+1)− s(xi)

hi
=
fi+1 − fi

hi
= Yi,

при i = 0, . . . , n − 1. Более того, можно считать, что выполняется условие
f ′(x) = y(x).

Установленная связь между интерполяционным в среднем интегральным
квадратическим сплайном и интерполяционным кубическим сплайном позво-
ляет многие известные результаты для кубических сплайнов перенести на ин-
тегральные квадратические сплайны. Например, для интерполяционных куби-
ческих сплайнов разработаны эффективные методы построения (см. [19–23]).

В этом случае погрешность приближения функции y(x) интегральным квад-
ратическим сплайном S(x) можно выразить через погрешность интерполяции
функции f(x) кубическим сплайном s(x), а именно

S(r)(x)− y(r)(x) = s(r+1)(x)− f (r+1)(x), r = 0, 1, 2. (3)

Поскольку оценки погрешности приближения интерполяционным кубическим
сплайном хорошо известны, то сразу можно выписать оценки интерполяции в
среднем интегральным квадратическим сплайном.
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Теорема 1. Если интегральный квадратический сплайн S(x) интерполи-
рует в среднем с краевыми условиями (2) функцию y(x) ∈ C3[a, b], то

∥S(r) − y(r)∥∞ ≤ Krh̄
3−r∥y(3−r)∥∞, r = 0, 1, 2,

где
K0 =

1

24
, K1 =

1

6
, K2 =

1

2

(
B +

1

B

)
,

причём константа K0 неулучшаема. Здесь

h̄ = max
0≤i≤n−1

hi, B = max
0≤i≤n−1

h̄

hi
.

Доказательство следует из оценок для кубических сплайнов с учётом ра-
венства (3). Для r = 0 доказательство можно найти в [24], там же установлена
неулучшаемость константы K0. Оценка с константой K1 установлена в [25], и,
наконец, оценка для r = 2 приведена в [21]. Константа K1, по-видимому, не яв-
ляется точной, для случая равномерной сетки имеются точные константы K1 и
K2 (см. [11,26]).

Заметим, что ранее оценки погрешности интерполяции в среднем для инте-
гральных квадратических сплайнов в случае произвольной неравномерной сет-
ки установлены были лишь по порядку [7] только для r = 0. Точные константы
в оценках известны лишь для равномерной сетки [11]. Также в работе [7] най-
дено, что на равномерной сетке интегральный квадратический сплайн в узлах
приближает значения исходной функции с более высоким порядком. А в рабо-
те [10] найдены ещё точки суперсходимости (середины интервалов) для сплай-
нов и вторых производных. Для равномерной сетки и периодических краевых
условий продемонстрировано [11], что эти и ряд дополнительных результатов
для интегральных квадратических сплайнов могут непосредственно быть полу-
чены из известных свойств кубических сплайнов. Конечно же теорема 2 из [11]
справедлива и для случая краевых условий (2). Сформулируем теорему, кото-
рая следует из [21, теорема 3.8] с учётом равенства (3).

Теорема 2. Если интегральный квадратический сплайн S(x) на равно-
мерной сетке с шагом h интерполирует в среднем с краевыми условиями (2)
функцию y(x) ∈ C4[a, b], то при x ∈ [xi, xi+1]

S(r)(x) = y(r)(x)− φ(r+1)(t)h3−ry′′′(x) +O(h4−r), r = 0, 1, 2,

где
φ(t) =

1

24
t2(1− t)2, t =

x− xi
h

.

Из теоремы 2 следуют результаты о повышении порядка аппроксимации про-
изводных в некоторых точках промежутка [a, b]. Действительно, так как

φ′(t) =
1

12
t(1− t)(1− 2t), φ′′(t) =

1

12
(1− 6t+ 6t2), φ′′′(t) = t− 1

2
,
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то

S(x) = y(x) +O(h4), если x = xi, x = xi +
h

2
, (4)

S′(x) = y′(x) +O(h3), если x = xi +

(
1

2
±

√
3

6

)
h, (5)

S′′(x) = y′′(x) +O(h2), если x = xi +
h

2
. (6)

Таким образом, дополнительно к точкам суперсходимости (4) и (6), найденым
в [10], как и в [11], есть ещё по две точки суперсходимости (5) на каждом ин-
тервале для производной интерполяционного в среднем интегрального квадра-
тического сплайна.

Для периодического случая в [11] приведён ещё один неожиданный результат
(теорема 3), который также справедлив и для случая краевых условий (2), он
следует из равенства (3) и из свойств интерполяционного кубического сплайна
(см. [27]).

Теорема 3. Если интегральный квадратический сплайн S(x) на равно-
мерной сетке с шагом h интерполирует в среднем с краевыми условиями (2)
функцию y(x) ∈ C7[a, b], то

S′′(xi + 0)− S′′(xi − 0)

h
= y′′′(xi) +O(h4), i = 1, . . . , n− 1.

Отметим, что скачок (отношение величины разрыва к величине шага сет-
ки) второй производной приближает третью производную интерполируемой в
среднем функции и на некоторых неравномерных сетках (см. [28]).

§2. Методы локальной аппроксимации

В некоторых задачах наиболее удобным оказывается представление сплай-
нов в базисе B-сплайнов. Расширим сетку ∆ кратными дополнительными узла-
ми x−1, x−2, x−3 и xn+1, xn+2, xn+3 так, что

x−3 = x−2 = x−1 = x0, xn = xn+1 = xn+2 = xn+3.

Тогда
h−3 = h−2 = h−1 = 0, hn = hn+1 = hn+2 = 0.

Представим квадратический сплайн S(x) в виде разложения

S(x) =

n−1∑
k=−2

βkNk,3(x) (7)

по базису из B-сплайнов второй степени Ni,3(x), i = −2, . . . , n− 1. Здесь и ниже
Ni,r(x) — нормализованные B-сплайны степени r − 1 (или порядка r) с носите-
лями [xi, xi+r] (см. [20,21,29]).

Как мы уже отмечали, что если S(x) — интерполирующий в среднем функ-
цию y(x) интегральный квадратический сплайн, то он является производной

5



кубического сплайна s(x), интерполирующего некоторую функцию f(x), произ-
водная которой совпадает с y(x). Если кубический сплайн s(x) также представ-
лен в виде разложения

s(x) =

n−1∑
k=−3

αkNk,4(x) (8)

по базису из B-сплайнов, но уже третьей степени Ni,4(x), i = −3, . . . , n − 1, то
имеют место равенства

βi =
3

xi+3 − xi
(αi − αi−1), i = −2, . . . , n− 1.

Методы построения интерполяционных кубических сплайнов, т.е. нахожде-
ния коэффициентов разложения α−3, . . . , αn−1, хорошо известны. Эти коэф-
фициенты находятся из трёхдиагональной системы линейных уравнений (см.
[30, 31]). Система уравнений для определяемых параметров β−2, . . . , βn−1 при-
ведена в [8, 9] и имеет вид

β−2 = y(a),

λi βi−2 + (1 + µi + λi+1)βi−1 + µi+1 βi = 3Yi, i = 0, . . . , n− 1,

βn−1 = y(b),

(9)

здесь используется обозначение λi = hi/(hi−1 + hi), µi = 1− λi, причём λ0 = 1,
µ0 = 0, λn = 0, µn = 1.

Распространён подход и в некоторых задачах приближения функций очень
эффективен, состоящий в том, что кубический сплайн, приближающий функ-
цию, находится не из условий интерполяции, а задаётся явно. Т.е. коэффици-
енты разложения (8) находятся не в результате решения системы линейных
уравнений, а задаются явными формулами так, чтобы получить приемлемое
качество приближения по точности или другим характеристикам. Это так на-
зываемые методы локальной аппроксимации, а если получается приближение
с тем порядком, что и при интерполяции, то используется термин квазиинтер-
поляция.

Коэффициенты αj интерполяционного сплайна (8) близки интерполируе-
мым значениям, поэтому простейшим локальным методом приближения яв-
ляется такой, когда коэффициенты разложения αj не находятся из системы
уравнений (9), задаются в явном виде αi−2 = fi, i = 0, . . . , n (два крайних ко-
эффициента задаются из каких-либо дополнительных условий). В этом случае
получаемый сплайн уже будет проходить не через заданные значения функции,
а вблизи их. Такой кубический сплайн приближает исходную функцию f(x) с
первым порядком, а на равномерной сетке — со вторым.

Аналогичные простейшие формулы можно получить и для интегральных
сплайнов. Если положим

β−2 = y(a),

βi−1 = Yi, i = 0, . . . , n− 1,

βn−1 = y(b),

то интегральный сплайн (7) приближает искомую функцию y(x) также с пер-
вым порядком. Здесь мы так же считаем, что известны значения y(a) и y(b)
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и используем их для задания крайних коэффициентов. Первый порядок при-
ближения следует из того, что интегрально усреднённые значения Yj с первым
порядком приближают значения y(xj). Можно показать, что на равномерной
сетке с шагом h такой локальный интегральный сплайн будет приближать с
порядком O(h2).

Формулы локальной аппроксимации кубическим сплайном (или квазиинтер-
поляции), точные на многочленах третьей степени, приведены в [21, с.250]. В
работе [18] установлены оценки погрешности приближения таким локальным
кубическим сплайном, этот кубический сплайн приближает исходную функцию
f(x) с порядком O(h̄4), т.е. является квазиинтерполяционным. Для интеграль-
ного квадратического сплайна формулы локальной аппроксимации максималь-
ного третьего порядка точности известны лишь для случая равномерной сет-
ки [32,33]. Наша задача получить формулы квазиинтерполяции для интеграль-
ного квадратического сплайна в случае произвольной неравномерной сетки.

В работе [18] рассмотрен локальный кубический сплайн

ŝ(x) =

n−1∑
k=−3

α̂kNk,4(x), (10)

где коэффициенты α̂i определяются формулами

α̂−3 = f0, (11)

α̂−2 = f0 +
h0
3
f ′0, (12)

α̂i−2 = fi +
λihi
3

fi − fi−1

hi−1
− µihi−1

3

fi+1 − fi
hi

, i = 1, . . . , n− 1, (13)

α̂n−2 = fn − hn−1

3
f ′n, (14)

α̂n−1 = fn, (15)

В формулах (11) – (15) коэффициенты у концов промежутка содержат значения
f ′0 и f ′n производных приближаемой функции, как отмечается в [18] вместо этих
значений можно использовать их приближённые значения, вычисляемые путём
дифференцирования интерполяционных многочленов Лагранжа, интерполиру-
ющих соответственно значения f0, f1, f2, f3 и fn−3, fn−2, fn−1, fn.

Рассмотрим интегральный квадратический сплайн

Ŝ(x) =

n−1∑
k=−2

β̂kNk,3(x), (16)

связанный с кубическим сплайном (10), а именно Ŝ(x) = ŝ′(x), и приближающий
интегрально усреднённые значения функции y(x) = f ′(x). Тогда коэффициенты
в представлении (16) мы будем определять по формулам

β̂i =
3

xi+3 − xi
(α̂i − α̂i−1), i = −2, . . . , n− 1,
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подставив в которые выражения (11) – (15), получим

β̂−2 = y(a), (17)

β̂−1 = (1 + µ1 + µ2
1)Y0 − µ2

1Y1 − µ1y(a), (18)

β̂i−1 =
−λihiYi−1 + (µihi−1 + 3hi + λi+1hi+1)Yi − µi+1hiYi+1

hi−1 + hi + hi+1
,

i = 1, . . . , n− 2, (19)

β̂n−2 = (1 + λn−1 + λ2n−1)Yn−1 − λ2n−1Yn−2 − λn−1y(b), (20)

β̂n−1 = y(b). (21)

Ясно, что для сплайнов ŝ(x) и Ŝ(x) выполняются равенства

Ŝ(r)(x)− y(r)(x) = ŝ(r+1)(x)− f (r+1)(x), r = 0, 1, 2. (22)

Тогда результаты об оценках погрешности приближения для кубического сплай-
на ŝ(x), установленные в [18, теорема 2], мы можем переформулировать для
интегрального квадратического сплайна Ŝ(x).

Теорема 4. Если коэффициенты интегрального квадратического сплайна
(16) определяются формулами (17) – (21) и y(x) ∈ C3[a, b], то

∥Ŝ(r) − y(r)∥∞ ≤ K̂rh̄
3−r∥y(3−r)∥∞, r = 0, 1, 2,

где
K̂0 =

13

48
, K̂1 =

1

3
, K̂2 =

1

12
max

(
11, 5B +

6

B

)
.

Теорема 4 показывает, что интегральный квадратический сплайн (16), коэф-
фициеты которого задаются формулами (17) – (21), является квазиинтерполя-
ционным, он приближает исходную функцию с тем же порядком, что и интер-
поляционный в среднем. Если значения приближаемой функции не известны,
то, как уже отмечалось выше, их можно задать приближённо через заданные
интегрально усреднённые значения. Например, выражение

11

6
Y0 −

7

6
Y1 +

1

3
Y2 (23)

на равномерной сетке приближает значение y(a) с третьим порядком. Подста-
вим это выражение в (17), (18) вместо y(a) и аналогичное выражение

1

3
Yn−3 −

7

6
Yn−2 +

11

6
Yn−1. (24)

в (20), (21) вместо y(b), тогда коэффициенты разложения по B-сплайнам

S̃(x) =

n−1∑
k=−2

β̃kNk,3(x), (25)
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будут иметь вид

β̃−2 =
11

6
Y0 −

7

6
Y1 +

1

3
Y2, (26)

β̃−1 =
5

6
Y0 +

1

3
Y1 −

1

6
Y2, (27)

β̃i−1 = −1

6
Yi−1 +

4

3
Yi −

1

6
Yi+1, i = 1, . . . , n− 2, (28)

β̃n−2 = −1

6
Yn−3 +

1

3
Yn−2 +

5

6
Yn−1, (29)

β̃n−1 =
1

3
Yn−3 −

7

6
Yn−2 +

11

6
Yn−1. (30)

Для равномерной сетки интегральный сплайн (25) отличается от (16) только
тем, что на левом конце отрезка [a, b] изменяются коэффициенты β̃−2, β̃−1, так
как значение y(a) заменено выражением (23), а на правом конце — изменяют-
ся коэффициеты β̃n−2, β̃n−1, так как значение y(b) заменено соответствующим
аналогичным выражением (24).

Отметим, что для равномерной сетки эти формулы (26) – (30) выписаны в ра-
ботах [32,33] и там же установлен третий порядок приближения интегральным
квадратическим сплайном, исследований же на произвольной неравномерной
сетке ранее не проводилось. Также в этих работах указано, что в узлах и се-
рединах интервалов (точки суперсходимости) порядок приближения чевёртый.
Но опять же эти результаты и ряд дополнительных непосредственно следуют
из известных свойств кубических сплайнов. Сформулируем теорему, которая с
учётом равенства

S̃(r)(x)− y(r)(x) = s̃(r+1)(x)− f (r+1)(x), r = 0, 1, 2,

следует из [34, теорема 5].

Теорема 5. Если коэффициенты интегрального квадратического сплайна
(25) на равномерной сетке с шагом h определяются формулами (26) – (30) и
y(x) ∈ C4[a, b], то при x ∈ [xi, xi+1], i = 2, . . . , n− 3,

S̃(r)(x) = y(r)(x)− ψ(r+1)(t)h3−ry′′′(x) +O(h4−r), r = 0, 1, 2,

где
ψ(t) =

1

24
t2(1− t)2 +

1

36
, t =

x− xi
h

.

Из теоремы 5 следуют результаты о повышении порядка аппроксимации про-
изводных в некоторых точках промежутка [a, b]. Действительно, так как

ψ′(t) =
1

12
t(1− t)(1− 2t), ψ′′(t) =

1

12
(1− 6t+ 6t2), ψ′′′(t) = t− 1

2
,
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то

S̃(x) = y(x) +O(h4), если x = xi, x = xi +
h

2
, (31)

S̃′(x) = y′(x) +O(h3), если x = xi +

(
1

2
±

√
3

6

)
h, (32)

S̃′′(x) = y′′(x) +O(h2), если x = xi +
h

2
. (33)

Таким образом, дополнительно к точкам суперсходимости (31), найденым в
[32, 33], есть ещё точки суперсходимости (32) и (33) для первой и второй про-
изводных локального интегрального квадратического сплайна S̃(x). Заметим,
что точки суперсходимости для интерполяционного в среднем интегрального
квадратического сплайна S(x) и для квазиинтерполяционного интегрального
квадратического сплайна S̃(x) одинаковы.

Обратим внимание, что в отличие от теоремы 2 теорема 5 указывает точки
суперсходимости только во внутренних интервалах не охватывая по два край-
них. Это связано с тем, что мы отказались от задания точных значений произ-
водных приближаемой функции на концах, заменили их приближёнными значе-
ниями, что изменило представление сплайна на указанных крайних интервалах,
не позволяя здесь указать точки повышения порядка приближения.

В заключение отметим, что в работе [35] установлено, что кубический ло-
кально аппроксимационный сплайн ŝ(x) сохраняет свойство приближения скач-
ком четвёртой производной приближаемой функции. Тогда справедлива теоре-
ма.

Теорема 6. Если коэффициенты интегрального квадратического сплайна
(25) на равномерной сетке с шагом h определяются формулами (26) – (30) и
y(x) ∈ C7[a, b], то

S̃′′(xi + 0)− S̃′′(xi − 0)

h
= y′′′(xi) +O(h4), i = 3, . . . , n− 4.

Здесь также надо сделать оговорку. Как и в теореме 5 промежуток действия
формул теоремы 6 уменьшается по сравнению с теоремой 3 за счёт исключения
по два крайних интервала у каждого конца отрезка по тем же причинам, что и
выше.

§3. Численные эксперименты

Проведём численные эксперименты, демонстрирующие подтверждение тео-
ретических результатов предыдущих параграфов, на примерах приближения
тестовых функций, заданных интегрально усреднёнными значениями. В каче-
стве тестовых выбраны функции

y1(x) = sin(3πx), x ∈ [0, 1],

y2(x) = x4 + log(x) + 5, x ∈ [0.6, 1].
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Мы вычисляем погрешности приближения функций и их производных двумя
рассматриваемыми интегральными сплайнами S(x) и S̃(x) в точках, являющи-
мися точками суперсходимости для первой производной. Для первой функции
это будут точки

x1i = xi +

(
1

2
−

√
3

6

)
h,

а для второй —

x2i = xi +

(
1

2
+

√
3

6

)
h.

В соответствии с условиями теоремы 2 погрешность вычисляется во всех точ-
ках x1i , x2i на интервалах i = 0, . . . , n − 1 и берётся наибольшая погрешность.
При проведении численных экспериментов, демонстрирующих результаты тео-
ремы 5, погрешность в выбранных точках вычисляется только на интервалах
i = 2, . . . , n− 3.

Для вычисления значений интегральных квадратических сплайнов исполь-
зуем представление через коэффициенты B-сплайн разложения (см. [9])

S(x) = λi(1− t)2βi−2 + [(λit+ µi)(1− t) + t(λi+1 + µi+1(1− t))]βi−1 + µi+1t
2βi,

получаемое из (7). Коэффициенты находятся из системы уравнений (9). Вычис-
ление значений квазиинтерполяционного сплайна S̃(x) производится по анало-
гичной формуле, в которой коэффициенты {βi} заменены на {β̃i}, задаваемые
формулами (26) – (30).

В Таблицах 1 – 4 приведены результаты численных экспериментов и содер-
жат значения максимальных погрешностей аппроксимации в выбранных точках
суперсходимости

E
(r)
j = E

(r)
j (n) = max

0≤i≤n−1

∣∣S(r)(xji )− y
(r)
j (xji )

∣∣, r = 0, 1, 2, j = 1, 2,

Ẽ
(r)
j = Ẽ

(r)
j (n) = max

2≤i≤n−3

∣∣S̃(r)(xji )− y
(r)
j (xji )

∣∣, r = 0, 1, 2, j = 1, 2,

и вычисленные порядки сходимости

CO = log2

∣∣∣ E(r)
j (n)

E
(r)
j (2n)

∣∣∣, C̃O = log2

∣∣∣ Ẽ(r)
j (n)

Ẽ
(r)
j (2n)

∣∣∣.
Заметим, что найденые в теоремах 2 и 5 точки симметрично расположены на

каждам интервале, численные эксперименты при выборе симметричной серии
точек в сравнении с рассмотренными приводят к тому же результату.

Заключение

В данной работе мы показали, что интерполяционный в среднем интеграль-
ный квадратический сплайн неразрывно связан с классическим интерполяци-
онным кубическим сплайном, что позволило сразу сформулировать результа-
ты о точности приближения функций, заданных интегралами или интеграль-
но усреднёнными значениями, интегральным квадратическим сплайном. Мы
приводим оценки погрешности интерполяции в среднем с указанием констант,
в том числе точных, что обобщает результаты работ [7, 10] с установленными
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Таблица 1: Результаты расчётов по теореме 2 для функции y1(x).
n E

(0)
1 CO E

(1)
1 CO E

(2)
1 CO

10 1.74E-3 1.31E-1 3.21E+0
20 1.11E-4 3.9 1.59E-2 3.0 8.18E-1 1.9
40 6.95E-6 4.0 1.98E-3 3.0 2.05E-1 2.0

Таблица 2: Результаты расчётов по теореме 2 для функции y2(x).
n E

(0)
2 CO E

(1)
2 CO E

(2)
2 CO

10 1.07E-7 2.15E-5 1.28E-3
20 7.00E-9 3.9 2.78E-6 2.9 3.34E-4 1.9
40 4.66E-10 3.9 3.52E-7 2.9 8.93E-5 1.9

Таблица 3: Результаты расчётов по теореме 5 для функции y1(x).
n Ẽ

(0)
1 C̃O Ẽ

(1)
1 C̃O Ẽ

(2)
1 C̃O

10 1.53E-2 2.22E-1 1.35E+0
20 1.21E-3 3.6 2.04E-2 3.4 7.00E-1 0.9
40 7.78E-5 3.9 2.14E-3 3.2 1.98E-1 1.8

Таблица 4: Результаты расчётов по теореме 5 для функции y2(x).
n Ẽ

(0)
2 C̃O Ẽ

(1)
2 C̃O Ẽ

(2)
2 C̃O

10 8.46E-7 1.75E-5 8.47E-4
20 6.52E-8 3.7 2.23E-6 2.9 2.65E-4 1.7
40 4.36E-9 3.9 2.83E-7 2.9 7.11E-5 1.9

порядками приближения. Впервые рассматрена задача построения локального
интегрального сплайна на произвольной неравномерной сетке. На основе фор-
мул локальной аппроксимации для кубических сплайнов [18] выведены квазиин-
терполяционные формулы для интегральных квадратических сплайнов. Также
получены оценки погрешности приближения полученными квазиинтерполян-
тами. Найдены все точки суперсходимости как для интерполяции в среднем,
так и при квазиинтерполяции в среднем, отметим совпадение множеств таких
точек. В случае квазиинтерполяции точки суперсходимости найдены только во
внутренних интервалах сетки, исключая по два крайних интервала с обоих кон-
цов отрезка. Кроме того, установлено, что для обоих типов рассмотренных ин-
тегральных сплайнов скачок (отношение величины разрыва к величине шага
сетки) второй производной сплайна приближает третью производную аппрок-
симируемой функции на равномерных сетках с четвёртым порядком.
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