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Àííîòàöèÿ

Íà ïðîñòðàíñòâå I(X) èäåìïîòåíòíûõ ìåð (ìåð Ìàñëîâà), çàäàí-
íûõ íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå X, ââîäèòñÿ ìåòðèêà ρI , îïðåäåëÿþ-
ùàÿ ìåòðèçàöèþ ôóíêòîðà èäåìïîòåíòíûõ ìåð I. Äëÿ êàæäîé ìåðû
µ ∈ I(X) ïî ìåòðèêå ρI ìîæíî îïðåäåëèòü âåðõíþþ è íèæíþþ ðàç-
ìåðíîñòü êâàíòîâàíèÿ ýòîé ìåðû, êîòîðûå íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ åìêîñòíûõ ðàçìåðíîñòåé íîñèòåëÿ ìåðû µ. Äîêàçàíà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðíîñòåé êâàíòîâà-
íèÿ èäåìïîòåíòíûõ ìåð: íà ëþáîì ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå åìêîñòíîé
ðàçìåðíîñòè a < ∞ äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë b, c, ñâÿçàííûõ íåðàâåí-
ñòâàìè 0 ≤ b ≤ c ≤ a, ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíòíàÿ ìåðà, íèæíÿÿ è
âåðõíÿÿ ðàçìåðíîñòè êâàíòîâàíèÿ êîòîðîé ðàâíû b è c ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Ðàíåå àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ áûëà äî-
êàçàíà àâòîðîì äëÿ ðàçìåðíîñòåé êâàíòîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð,
èäåìïîòåíòíûì àíàëîãîì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìåðû Ìàñëîâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, åìêîñòíàÿ ðàçìåðíîñòü,
ðàçìåðíîñòü êâàíòîâàíèÿ èäåìïîòåíòíûõ ìåð.

On the space I(X) of idempotent measures (Maslov measures) de�ned
on a metric compactum X, we introduce the metric ρI , which de�nes a
metrization of the functor of idempotent measures I. For each measure µ ∈
I(X), using the metric ρI , we can de�ne an upper and lower quantization
dimension of this measure that does not exceed the corresponding box
dimensions of the support of µ. The following theorem on intermediate
values of the quantization dimensions of idempotent measures is proved:
on any metric compactum of box dimension a < ∞, for any two numbers
b, c such that 0 ≤ b ≤ c ≤ a, there exists an idempotent measure whose
lower and upper quantization dimensions are b and c, respectively.

Previously, a similar theorem on intermediate values was proved by
the author for the quantization dimensions of probability measures, the
idempotent analogue of which are Maslov measures.

Keywords: metric compactum, box dimension, quantization dimension
of idempotent measures.
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1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå ðå÷ü ïîéäåò î ìåðàõ (âåðîÿòíîñòíûõ è èäåìïîòåíòíûõ), çàäàí-
íûõ íà ìåòðè÷åñêîì êîìïàêòå (X, ρ). Êâàíòîâàíèåì âåðîÿòíîñòíîé (áîðå-
ëåâñêîé) ìåðû íàçûâàåòñÿ åå ïðèáëèæåíèå ìåðàìè ñ êîíå÷íûìè íîñèòåëÿ-
ìè. Â ðàìêàõ òåîðèè êâàíòîâàíèÿ ââåäåíî ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè êâàíòîâà-
íèÿ D(µ) âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ (ñì. [1]). Âåëè÷èíà D(µ) õàðàêòåðèçóåò
ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà òî÷åê â íîñèòåëå ε-àïïðîêñèìàöèè ìåðû µ ïðè
ε → 0. Ýòà ñêîðîñòü áûâàåò ¾íåóñòîé÷èâîé¿ è òîãäà ðàññìàòðèâàþò âåðõ-
íþþ D(µ) è íèæíþþ D(µ) ðàçìåðíîñòè êâàíòîâàíèÿ ìåðû µ, ñâÿçàííûå
íåðàâåíñòâîì D(µ) ≤ D(µ). Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî ðàçìåðíîñòè êâàíòîâà-
íèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû (âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ) íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ åìêîñòíûõ ðàçìåðíîñòåé åå íîñèòåëÿ. Â ðàáîòå [2] áûëà äîêàçàíà ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðíîñòåé êâàíòîâàíèÿ
âåðîÿòíîñòíûõ ìåð:

Òåîðåìà 1.1.[2] Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, åìêîñòíàÿ ðàç-
ìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà a ≤ ∞. Òîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë b, c, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 ≤ b ≤ c ≤ a, íà X ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñò-
íàÿ ìåðà µbc, äëÿ êîòîðîé

D(µbc) = b, D(µbc) = c.

Ïîñòàíîâêà âîïðîñà î ïðèáëèæåíèè ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ïîäõîäÿùåé
ìåòðèêè íà ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, çàäàííûõ íà ìåòðè÷åñêîì
êîìïàêòå (X, ρ). Â êà÷åñòâå òàêîé ìåòðèêè â ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå
óòâåðæäåíèÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàññòîÿíèå Êàíòîðîâè÷à � Ðóáèíøòåéíà
ρP , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρP (µ, ν) = sup{|µ(f)− ν(f)| : f ∈ Lip1(X)}, (1)

ãäå Lip1(X) � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà X, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 1, è µ(f) =

∫
fdµ.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãà
òåîðåìû 1.1 äëÿ èäåìïîòåíòíûõ ìåð. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èäåìïîòåíòíîãî
àíàëèçà êðàòêî èçëîæåíû â îáçîðå [3]. Â èäåìïîòåíòíîé ìàòåìàòèêå àíà-
ëîãîì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòíûå ìåðû èëè ìåðû Ìàñëî-
âà (ñì. Ì.Ì.Çàðè÷íûé [4]), êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íîðìèðîâàííûå
ôóíêöèîíàëû µ : C(X) → R, ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî èäåìïîòåíòíûõ àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ñóììû x⊕y = max{x, y} è ïðîèçâåäåíèÿ x⊙y = x+y).
Ìíîæåñòâî I(X) èäåìïîòåíòíûõ ìåð íà êîìïàêòå X, íàäåëåííîå ñëàáîé*
òîïîëîãèåé, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàê-
òîâ f : X → Y åñòåñòâåííî ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå I(f) : I(X) → I(Y ).
Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóêöèÿ I îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð â êà-
òåãîðèè êîìïàêòîâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà
ýòîãî ôóíêòîðà èññëåäîâàíû â [4], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôóíêòîð I ÿâëÿ-
åòñÿ íîðìàëüíûì â ñìûñëå Å.Â.Ùåïèíà [5].

Â ðàáîòå Bazylevych L., Repovs D., Zarichnyi M. [6] äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî êîìïàêòà (X, ρ) íà I(X) îïðåäåëåíû íåïðåðûâíûå ïñåâäîìåòðèêè ρn,
n ∈ N ïî ôîðìóëå (1) ñ çàìåíîé Lip1 íà Lipn. C ïîìîùüþ ýòèõ ïñåâäîìåò-
ðèê ìû ââîäèì ðàññòîÿíèå ρI íà I(X), îòëè÷íîå îò ìåòðèê, ðàññìîòðåííûõ
â [6], [7] è [8]. Ïðè ýòîì ìåòðèêè ρI çàäàþò ìåòðèçàöèþ ôóíêòîðà I ïî
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Â.Â.Ôåäîð÷óêó [9]. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (I(X), ρI) îïðåäåëåíû ðàç-
ìåðíîñòè êâàíòîâàíèÿ èäåìïîòåíòíîé ìåðû µ (âåðõíÿÿ DI(µ) è íèæíÿÿ
DI(µ)), êîòîðûå (êàê è â ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíûõ ìåð) íå ïðåâîñõîäÿò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ åìêîñòíûõ ðàçìåðíîñòåé íîñèòåëÿ ìåðû µ. Â ðàáîòå äîêàçàíî,
÷òî äëÿ ðàçìåðíîñòåé êâàíòîâàíèÿ èäåìïîòåíòíûõ ìåð ñïðàâåäëèâà ñëåäó-
þùàÿ òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1.1:
Äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà (X, ρ) åìêîñòíîé ðàçìåðíîñòè
dimB X = a < ∞ è ëþáûõ äâóõ ÷èñåë b, c, ñâÿçàííûõ íåðàâåíñòâàìè
0 ≤ b ≤ c ≤ a, ñóùåñòâóåò ìåðà µbc ∈ I(X) òàêàÿ, ÷òî

DI(µbc) = b, DI(µb,c) = c.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ðàáîòû [10], ãäå
òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ ðàçìåðíîñòÿõ áûëà äîêàçàíà ïðè îãðàíè÷åíèè
b < a/2.

2. Îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-

íèÿ

Äëÿ êîìïàêòíîãî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà (êîìïàêòà) X ÷åðåç C(X), êàê
îáû÷íî, îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X; cX � ïî-
ñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ íà X ñî çíà÷åíèåì c ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 2.1. ([4]) Ôóíêöèîíàë µ : C(X) → R íàçûâàåòñÿ èäåì-
ïîòåíòíîé ìåðîé èëè ìåðîé Ìàñëîâà, åñëè äëÿ ëþáûõ f, g ∈ C(X) è c ∈ R
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

1) µ(cX) = c;
2) µ(cX + f) = c+ µ(f);
3) µ(max{f, g}) = max{µ(f), µ(g)}.
(Óñëîâèå 1) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè ôóíêöèîíàëà µ, 2) è 3) �

óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè îòíîñèòåëüíî èäåìïîòåíòíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé).

Ìíîæåñòâî èäåìïîòåíòíûõ ìåð îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç I(X). Ëþáîé ôóíê-
öèîíàë µ ∈ I(X) íåïðåðûâåí íà C(X) îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè è ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè f ≤ g (ò.å.
f(x) ≤ g(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ X), òî µ(f) ≤ µ(g). Äëÿ êàæäîé èäåìïîòåíò-
íîé ìåðû µ ∈ I(X) îïðåäåëåíà åå ïëîòíîñòü dµ : X → Rmax ïî ôîðìóëå
dµ(x) = inf{µ(f) : f ∈ C(X), f ≤ 0X , f(x) = 0}, ãäå Rmax = {−∞} ∪ R.
Ôóíêöèÿ dµ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ max dµ = 0 è ïîëóíåïðåðâíà ñâåðõó.
Ïðè ýòîì dµ îïðåäåëÿåò èñõîäíóþ ìåðó µ:

µ(f) = max{dµ(x) + f(x) : x ∈ X}, (2)

ãäå f ∈ C(X). (Ôîðìóëà (2) êîððåêòíà, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ dµ + f ïîëóíå-
ïðåðûâíà ñâåðõó è, ñëåäîâàòåëüíî, sup{dµ(x) + f(x) : x ∈ X} äîñòèãàåòñÿ â
íåêîòîðîé òî÷êå êîìïàêòà X). È îáðàòíî, åñëè âçÿòü ëþáóþ ïîëóíåïðåðûâ-
íóþ ñâåðõó ôóíêöèþ g : X → Rmax, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ max g = 0,
òî ôîðìóëà (2) îïðåäåëÿåò èäåìïîòåíòíóþ ìåðó µg:

µg(f) = max{g(x) + f(x) : x ∈ X},
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äëÿ êîòîðîé dµg
= g (ñì. [11]). Íîñèòåëåì ìåðû µ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

supp(µ) = {x : dµ(x) > −∞}.

Ìíîæåñòâî I(X) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà RC(X) ñ òèõî-
íîâñêîé òîïîëîãèåé. Òåì ñàìûì I(X) íàäåëÿåòñÿ ñëàáîé* òîïîëîãèåé. Â [12]
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X ïðîñòðàíñòâî I(X) ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòîì. Äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïàêòîâ h : X → Y
îïðåäåëåíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå I(h) : I(X) → I(Y ) ïî ôîðìóëå:
I(h)(µ)(f) = µ(f ◦h) äëÿ êàæäîãî f ∈ C(Y ). Òàêèì îáðàçîì, êîíñòðóêöèÿ I
ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ è íåïðå-
ðûâíûõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûé (êàê ïîêàçàíî â [4]) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì
â ñìûñëå Å.Â.Ùåïèíà (ñì. [5]).

Â ðàáîòå [6] äëÿ êàæäîãî n ∈ N íà I(X) îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ïñåâ-
äîìåòðèêà ρn ïî ôîðìóëå:

ρn(µ, ν) = sup{|µ(f)− ν(f)| : f ∈ Lipn(X)}, (3)

ãäå Lipn(X) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé íà X, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ëèï-
øèöà ñ êîíñòàíòîé n. Â ñèëó óñëîâèÿ 2) îïðåäåëåíèÿ 2.1, â ôîðìóëå (3)
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè èç Lipn(X), ïðèíèìàþùèå íóëåâîå çíà-
÷åíèå â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x0. Ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé ðàâ-
íîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðå-
ìå Àðöåëà � Àñêîëè ýòî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî. Òàêèì îáðàçîì, â ôîðìóëå
(3) sup ìîæíî çàìåíèòü íà max. Çàìåòèì, ÷òî f ∈ Lipn(X) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà f/n ∈ Lip1(X).

Â [8] äëÿ êàæäîé âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
α = (ni : i ∈ N) îïðåäåëåíà ñîâìåñòèìàÿ ñ òîïîëîãèåé ìåòðèêà ρIα íà I(X)
ïî ôîðìóëå

ρIα(µ, ν) =
∑
i∈N

ρni
(µ, ν)

ni2i
. (4)

Ìû ìîäèôèöèðóåì ôîðìóëó (4), çàìåíèâ â íåé ðÿä êîýôôèöèåíòîâ∑
i∈N

1
2i íà ðÿä

∑
i∈N

1
i2 (íàïîìíèì, ÷òî åãî ñóììà ðàâíà π2/6). Â êà÷åñòâå

α âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2i : i ∈ N) è ïîëîæèì

ρI(µ, ν) =
6

π2

∑
i∈N

ρ2i(µ, ν)

2i · i2
. (5)

Ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðèâ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëü-
ñòâå ïðåäëîæåíèé 3.2 è 3.4 èç [8], ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ôîðìóëà (5)
îïðåäåëÿåò ñîâìåñòèìóþ ñ òîïîëîãèåé ìåòðèêó ρI íà I(X) è ìåòðèêè ρI
çàäàþò ìåòðèçàöèþ ôóíêòîðà I â òåðìèíîëîãèè Â.Â.Ôåäîð÷óêà.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ìíîæåñòâî In(X) = {µ ∈ I(X) : |supp(µ)| ≤ n}
çàìêíóòî â I(X) è

⋃
n∈N In(X) âñþäó ïëîòíî â I(X) (ñì. [4]). Ïîýòîìó äëÿ

ëþáîé ìåðû µ ∈ I(X) è ëþáîãî ε > 0 îïðåäåëåíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî N(µ, ε),
ðàâíîå íàèìåíüøåé ìîùíîñòè íîñèòåëÿ ε-ïðèáëèæåíèÿ ìåðû µ ïî ìåòðèêå
ρI :

N(µ, ε) = min{n : ρI(µ, In(X)) ≤ ε}.
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Åñëè µ èìååò áåñêîíå÷íûé íîñèòåëü, òî N(µ, ε) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò
ïðè ε → 0. Ñêîðîñòü ýòîãî âîçðàñòàíèÿ õàðàêòåðèçóåò ðàçìåðíîñòü êâàíòî-
âàíèÿ DI(µ) ìåðû µ:

DI(µ) = lim
ε→0

logN(µ, ε)

− log ε
,

(åñëè óêàçàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, ðàññìàòðèâàþòñÿ âåðõíèé è íèæíèé
ïðåäåëû, è ìû ïîëó÷àåì âåðõíþþ DI(µ) è íèæíþþ DI(µ) ðàçìåðíîñòè
êâàíòîâàíèÿ µ).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ïîíÿòèå åìêîñòíûõ ðàçìåðíîñòåé (âåðõíåé
dimBF è íèæíåé dimBF ) çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà F ìåòðè÷åñêîãî êîì-
ïàêòà (X, ρ) (ñì. [12]). Äëÿ ìíîæåñòâà F è ε > 0 ÷åðåç N(F, ε) îáîçíà÷èì
íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê â ε-ñåòè äëÿ F . Òîãäà

dimBF = limε→0
logN(F, ε)

− log ε
, dimBF = limε→0

logN(F, ε)

− log ε
.

Â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ýòèõ ïðåäåëîâ èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå dimB F è ãî-
âîðÿò î åìêîñòíîé ðàçìåðíîñòè F .

Èìååò ìåñòî
Ïðåäëîæåíèå 2.2. Äëÿ ëþáîé èäåìïîòåíòíîé ìåðû µ ∈ I(X) èìåþò

ìåñòî íåðàâåíñòâà:

DI(µ) ≤ dimB(supp(µ)), DI(µ) ≤ dimB(supp(µ)).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì àíàëî-
ãè÷íûõ íåðàâåíñòâ â [7, ïðåäëîæåíèå 4.3 è ñëåäñòâèå 4.4.].

ÏîäìíîæåñòâîA ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà (X, ρ) íàçûâàåòñÿ ε-ðàçäåëåííûì
(ε > 0), åñëè ρ(x, y) > ε äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ A.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî â [10]:
Ïðåäëîæåíèå 2.3.[10, ïðåäëîæåíèå 2.5.] Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εn ìîíîòîííî (εn ≥ εn+1) ñõîäèòñÿ ê íóëþ,
limn→∞

log εn
log εn+1

= 1 è ïóñòü Tn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn-ðàçäåëåííûõ εn-

ñåòåé â X. Òîãäà

dimBX = limn→∞
log |Tn|
− log εn

, dimBX = limn→∞
log |Tn|
− log εn

.

Èç äîêàçàííîãî â [10] ïðåäëîæåíèÿ 2.1 ñëåäóåò
Ïðåäëîæåíèå 2.4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εn óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèÿì ïðåäëîæåíèÿ 2.3, òî

DI(µ) = limn→∞
logN(µ, εn)

− log εn
, DI(µ) = limn→∞

logN(µ, εn)

− log εn
.

Ïóñòü µ ∈ I(X) è dµ � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìåðû µ. Ïîëîæèì

K(µ) = {x : dµ(x) = 0}.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ I(X) èìåþò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâà:

DI(µ) ≥ dimBK(µ), DI(µ) ≥ dimBK(µ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû ðàáîòû [7 , ëåììû 3.3 è 4.5],
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

N(µ, ε) ≥ N(K(µ), ε),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ. 2
Äëÿ çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà F ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà X îïðåäåëèì

èäåìïîòåíòíóþ ìåðó λF ïî ôîðìóëå

λF (f) = max{f(x) : x ∈ F},

ãäå f ∈ C(X). Î÷åâèäíî, ÷òî ìåðà λF èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè dλF
, êî-

òîðàÿ òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà F è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −∞ âî âñåõ
îñòàëüíûõ òî÷êàõ X. Èç ïðåäëîæåíèé 2.2 è 2.5 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.6. Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊂ X

DI(λF ) = dimBF, DI(λF ) = dimBF.

Â ïðîñòðàíñòâå I(X) îïðåäåëåíî èäåìïîòåíòíîå ñëîæåíèå ⊕. Äëÿ µ, ν ∈
I(X) ìåðà µ⊕ ν ∈ I(X) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(µ⊕ ν)(f) = max{µ(f), ν(f)},

ãäå f ∈ C(X). Î÷åâèäíî, ÷òî

dµ⊕ν(x) = max{dµ(x), dν(x)}.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ïî÷òè
òîæäåñòâåííû äîêàçàòåëüñòâàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäëîæåíèé èç [7].

Ïðåäëîæåíèå 2.7.[7, ïðåäëîæåíèå 4.10] Äëÿ ëþáûõ µ, ν ∈ I(X) è ëþ-
áîãî ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

N(µ⊕ ν, 2ε) ≤ N(µ, ε) +N(ν, ε).

Ñëåäñòâèå 2.8. [7, ñëåäñòâèå 4.11] Äëÿ ëþáûõ ìåð µ, ν ∈ I(X)

DI(µ⊕ ν) ≤ max{DI(µ), DI(ν)}.

3. Òåîðåìà î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåð-

íîñòåé êâàíòîâàíèÿ

Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò, x ∈ X è ε > 0. Çàìêíóòûé ε-øàð
òî÷êè x áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç B(x, ε) = {y : ρ(x, y) ≤ ε}.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò è dimB X = a <
∞. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë b, c, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì 0 ≤ b ≤
c ≤ a ñóùåñòâóåò ìåðà µbc ∈ I(X) òàêàÿ, ÷òî DI(µbc) = b, DI(µbc) = c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî íà X ñóùåñòâóåò èäåìïîòåíò-
íàÿ ìåðà µ, äëÿ êîòîðîé DI(µ) = b. Äëÿ b = 0 â êà÷åñòâå µ ìîæíî âçÿòü
ëþáóþ ìåðó ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Ïðè b = a èñêîìîé ìåðîé µ ÿâëÿåòñÿ
ìåðà λX â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.6.

Â äàëüíåéøåì b ∈ (0, a). Ïîëîæèì εn = 1/2n, n ∈ N. Çàôèêñèðó-
åì â X âîçðàñòàþùóþ (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ
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T0, T1, . . . , Tn, . . ., ãäå |T0| = 1, è êàæäîå Tn ïðè n ∈ N ÿâëÿåòñÿ εn-
ðàçäåëåííîé εn-ñåòüþ â X. Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåãêî ïîñòðîèòü ïî
èíäóêöèè, äîïîëíÿÿ íà øàãå n + 1 óæå ïîñòðîåííîå Tn äî ìàêñèìàëüíîãî
εn+1-ðàçäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà Tn+1, êîòîðîå (â ñèëó ìàêñèìàëüíîñòè)
áóäåò εn+1-ñåòüþ.

Ïîëîæèì
bn = 22

np

,

ãäå n ∈ N è p > 0 � ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ d : X → Rmax

ñëåäóþùèì îáðàçîì: d(x) = 0 ïðè x ∈ T0; d(x) = −bn ïðè x ∈ Tn \ Tn−1;
d(x) = −∞ ïðè x ̸∈

⋃∞
n=0 Tn. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ d ïîëóíå-

ïðåðûâíà ñâåðõó è max d = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, d åñòü ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè
íåêîòîðîé èäåìïîòåíòíîé ìåðû µ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà
p ðàçìåðíîñòü êâàíòîâàíèÿ ìåðû µ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ â äèàïàçîíå
(0, a).

Îöåíêà ñíèçó. Ïóñòü ìåðà ν èìååò êîíå÷íûé íîñèòåëü supp(ν) = B è
|B| < |Tn|. Ìíîæåñòâî Tn ÿâëÿåòñÿ εn-ðàçäåëåííûì, ñëåäîâàòåëüíî, øàðû
B(x, εn/2), x ∈ Tn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò
òî÷êà t ∈ Tn, äëÿ êîòîðîé B(t, εn/2) ∩ B = ∅, è çíà÷èò, ρ(t, B) > εn/2. Ïî-
ñêîëüêó ôóíêöèÿ ρ(x,B) ïðèíàäëåæèò Lip1(X), äëÿ ëþáîãî i ∈ N̊ ïîëó÷àåì

ρ2i(µ, ν) ≥ |µ(2iρ(x,B))− ν(2iρ(x,B))|.

Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ìåðû ν è ρ(x,B)) = 0 ïðè x ∈ B. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ν(2iρ(x,B)) = 0. Ïðè ýòîì µ(2iρ(x,B)) ≥ 2iρ(t, B) + d(t) >
2iεn/2− bn. Òàêèì îáðàçîì,

ρ2i(µ, ν) ≥ 2iεn/2− bn.

Ïîëîæèì
i(n) = [2np] + n+ 2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñåõ i > i(n) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

2iεn/4 > bn.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè i > i(n)

ρ2i(µ, ν) > 2iεn/4.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ρI(µ, ν) ≥
6

π2

∑
i>i(n)

ρ2i(µ, ν)

2i · i2
>

6

π2

εn
4(i(n) + 1)

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

δn =
6

π2

εn
4(i(n) + 1)

.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ïðåäëîæåíèÿ 2.3 è

lim
n→∞

log εn
log δn

=
1

p+ 1
.
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Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî åñëè íîñèòåëü ìåðû ν èìååò ìîùíîñòü ìåíüøå |Tn|,
òî ρI(µ, ν) > δn. Ñëåäîâàòåëüíî,

N(µ, δn) ≥ |Tn|. (6)

Èç íåðàâåíñòâà (6) è ïðåäëîæåíèé 2.3, 2.4 ïîëó÷àåì

DI(µ) = limn→∞
logN(µ, δn)

− log δn
≥ limn→∞

(
log |Tn|
− log εn

log εn
log δn

)
=

dimB X

p+ 1
.

Îöåíêà ñâåðõó. Äëÿ êàæäîãî n îïðåäåëèì ôóíêöèþ dn : X → Rmax

ñëåäóþùèì îáðàçîì: dn(x) = d(x) ïðè x ∈ Tn; dn(x) = −∞ ïðè x ̸∈ Tn. Î÷å-
âèäíî, ÷òî dn ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè íåêîòîðîé ìåðû νn ñ íîñèòåëåì
supp(νn) = Tn. Äëÿ i ∈ N îöåíèì âåëè÷èíó

ρ2i(µ, νn) = max{|µ(2if)− νn(2
if)| : f ∈ Lip1(X)} (7).

Ïóñòü g � ôóíêöèÿ èç Lip1(X), íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ïðàâîé
÷àñòè ôîðìóëû (7), ò.å.

ρ2i(µ, νn) = |µ(2ig)− νn(2
ig)|.

Â ñèëó ôîðìóëû (2) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè y ∈ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
µ(2ig) = 2ig(y)+d(y). Åñëè y ∈ Tn, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî µ(2ig) = νn(2

ig)
è òîãäà ρ2i(µ, νn) = 0. Åñëè y ̸∈ Tn, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà t ∈ Tn òàêàÿ, ÷òî
ρ(t, y) ≤ εn, ïîñêîëüêó Tn ÿâëÿåòñÿ εn-ñåòüþ. Èìååì

2ig(t) + d(t) ≤ νn(2
ig) < 2ig(y) + d(y) = µ(2ig).

Ñëåäîâàòåëüíî,

|µ(2ig)− νn(2
ig)| ≤ 2i|g(y)− g(t)|+ d(y)− d(t).

Ïðè ýòîì |g(y)− g(t)| ≤ εn, d(y) ≤ −bn+1, −d(t) ≤ bn. Òàêèì îáðàçîì,

ρ2i(µ, νn) ≤ 2iεn − (bn+1 − bn). (8)

Ïóñòü i = j(n)� íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ïðàâàÿ ÷àñòü
ôîðìóëû (8) áîëüøå íóëÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

j(n) = [log2(bn+1 − bn)] + n+ 1

(çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî n äîñòàòî÷íî âåëèêî, òàê, ÷òî log2(bn+1 − bn) > 0).
Ïîñêîëüêó ρ2i(µ, νn) ≥ 0, ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (8) íå ìîæåò áûòü îò-

ðèöàòåëüíîé. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè i < j(n) ñëó÷àé y ̸∈ Tn çàâåäîìî
èñêëþ÷åí. Òàêèì îáðàçîì, ρ2i(µ, νn) = 0 ïðè i < j(n) è ρ2i(µ, νn) ≤ 2iεn ïðè
i ≥ j(n). Ñëåäîâàòåëüíî,

ρI(µ, νn) ≤
6

π2

∞∑
i=j(n)

εn
i2

≤ 6εn
π2([log2(bn+1 − bn)] + n)

. (9)

Ïîëîæèì

ξn =
6εn

π2([log2(bn+1 − bn)] + n)
.
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Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ïðåäëîæåíèÿ 2.3 è

lim
n→∞

log εn
log ξn

=
1

p+ 1
.

Èç íåðàâåíñòâà (9) ñëåäóåò, ÷òî

N(µ, ξn) ≤ |Tn|.

Îòêóäà ïî àíàëîãèè ñ ïîëó÷åííîé âûøå íèæíåé îöåíêîé äëÿ DI(µ) ïîëó-
÷àåì

DI(µ) ≤
dimB X

p+ 1
.

Òåïåðü äëÿ äàííîãî b ∈ (0,dimB X) äîñòàòî÷íî âçÿòü çíà÷åíèå p, äëÿ
êîòîðîãî dimB X/(p+1) = b, è ìû ïîëó÷èì ìåðó µ ñ ðàçìåðíîñòüþ êâàíòî-
âàíèÿ DI(µ) = b.

Ïåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ èñêîìîé ìåðû µbc äëÿ c ∈ [b, a]. Â ðàáîòå [13]
äîêàçàíî, ÷òî â êîìïàêòå X ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî F , äëÿ
êîòîðîãî dimBF = 0, dimBF = c. Ðàññìîòðèì èäåìïîòåíòíóþ ìåðó λF . Â
ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.6

DI(λF ) = 0, DI(λF ) = c. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè b = 0 ìåðà λF ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ìåðîé µbc. Åñëè b =
c = a, òî µbc = λX .

Ïðè b ∈ (0, a) ïîëîæèì
µbc = µ⊕ λF ,

ãäå µ � èäåìïîòåíòíàÿ ìåðà ðàçìåðíîñòè DI(µ) = b, ïîñòðîåííàÿ âûøå. Â
ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.8 è ðàâåíñòâ (10) DI(µbc) ≤ c. Ïðè ýòîì K(µbc) ⊃ F .
Ñëåäîâàòåëüíî, DI(µbc) ≥ dimBF = c â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.5. Èòàê,
DI(µbc) = c.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.7

N(µbc, 2ε) ≤ N(µ, ε) +N(λF , ε).

Ïîñêîëüêó DI(λF ) = 0, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εi → 0, äëÿ êîòîðîé

lim
i→∞

logN(λF , εi)

− log εi
= DI(λF ) = 0.

Ïðè ýòîì ïðè ìàëûõ εi âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî N(µ, εi) > N(λF , εi), òàê
êàê DI(µ) = b > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

DI(µbc) = limε→0

logN(µbc, 2ε)

− log ε
≤ limi→∞

log 2N(µ, εi)

− log εi
= b.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà DI(µbc) ≥ b äîñòàòî÷íî äîñëîâ-
íî ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà
DI(µ) ≥ dimB X/(p+ 1) äëÿ ìåðû µ, ñ çàìåíîé µ íà µbc. 2
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