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Аннотация. Пусть m — натуральное число, p — простое нечётное
число, G — периодическая группа, насыщенная множеством конечных
простых групп Lm(q), где q = pn, n ∈ N. Если централизаторы инволю-
ций в G — локально конечные группы, то G изоморфна Lm(F ), где F —
некоторое локально конечное поле характеристики p.
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Введение

Пусть M — некоторое множество групп. Группа G насыщена груп-
пами из M (или насыщена множеством M), если любая конечная под-
группа из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной некоторому
элементу множества M.

В настоящей работе доказывается следующий результат.
Теорема. Пусть p — простое нечётное число, m — натуральное число,

большее четырёх. Если G — периодическая группа с локально конеч-
ными централизаторами инволюций, насыщенная конечными простыми
группами Lm(pn), n ∈ N, то G изоморфна Lm(F ) для некоторого локаль-
но конечного поля F характеристики p.

Отметим, что в [1] этот результат доказан при m = 4. При m ⩽ 3
известны более общие результаты (см., например, обзор [2]).

§1. Обозначения и предварительные результаты
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Пусть V — векторное пространство размерностиm ⩾ 5 над конечным
полем P нечётного порядка pn, где p — простое число, n — натуральное
число. Пусть b(V ) = {v1, v2, . . . , vm} — фиксированный упорядоченный
базис V , S = SL(V ) — специальная линейная группа невырожденных
линейных преобразований пространства V , т.е. подгруппа GL(V ), состо-
ящая из преобразований с определителем, равным единице.

Далее, пусть L = Lm(P ) = PSLm(P ) = S/Z(S), где Z(S) — центр S,
образ S при естественном гомоморфизме S на простую линейную группу
Lm(pn).

Обозначим через H = H(m, q) подгруппу S, состояющую из линей-
ных преобразований, сохраняющих разложение V в прямую сумму двух
подпространств V1 и V2, натянутых соответственно на векторы {v1, v2} и
{v3, v4, . . . , v,}. Очевидно,H = (SL(V1)× SL(V2)) ⟨h⟩, где матрица h в ба-
зе b(V ) диагональна с диагональю {α, 1, α−1, 1, . . . , 1}. Здесь α означает
некоторый фиксированный элемент поля GF (q), порождающий мульти-
пликативную группу поля GF (q).

Отметим, что H является C1-подгруппой S типа GL2(q)⊕GLm−2(q)
в обозначениях [3 и 4] (см., в частности, таблицы 2.2 и 2.3 в [3] и таблицу
4.1.А в [4]) и содержит максимальную абелеву подгруппу из S, изоморф-
ную прямому произведению m− 1 циклических подгрупп порядка q− 1.

Подгруппа H содержит централизатор в S инволюции t1 из центра
H1, и CH(t1) = CS(t1) = H1 × H2 (здесь Hi = SL(Vi)). Образ H1 ×
H2 при естественном гомоморфизме S на PSLm(q) равен центральному
произведению H1 ◦H2, где H1 ≃ H1, H2 ≃ H2.

Обозначим через r инволюцию, являющуюся образом t1 при есте-
ственном гомоморфизме S на простую группу Lm(q) = PSLm(q).

Пусть tS1 — множество инволюций, сопряжённых с t1 в S, и rS —
множество инволюций, сопряжённых c r в S = S/Z(S).

Лемма 1.
1. Инволюция a из S принадлежит tS1 тогда и только тогда, когда

dim(CV (a)) = m− 2.
2. Пусть Γ — граф, множество вершин которого совпадает с tS1 , и две

вершины a, b смежны, если инволюции a и b перестановочны. Тогда Γ
связен, и если a и b не смежны, то найдётся c ∈ tS1 , смежная и с a, и с b.

3. Если Γ — граф, множество вершин которого совпадает с rS , и две
вершины смежны, если они перестановочны, то Γ связен.

Доказательство. Пункт 1 вытекает из определения tS1 .
Докажем п. 2. Если m ⩾ 6 и a, b — две различные вершины графа,

то dim (CV (⟨a, b⟩)) ⩾ m− 4 ⩾ 2, и в CV (⟨a, b⟩) найдётся подпространство
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W1 размерности 2. Если W2 — дополнение к W1 в V , то подгруппа из S,
сохраняющая разложение V в прямую сумму W1 ⊕W2 содержит инво-
люцию c ∈ tS1 , перестановочную и с a, и с b. При этом рёбра (a, c) и (c, b)
осуществляют связь a с b.

При m = 5 связность графа проверяется его непосредственным по-
строением.

Пункт 3 вытекает из пункта 2, поскольку образы перестановочных
вершин из Γ при гомоморфизме S на S перестановочны в S.

Обозначим черезNi одномерное пространство viGF (q) и C2-подгруппу
W типа GL1(q) ≀ Sm из S, действующую на слагаемых разложения V =
N1⊕N2⊕· · ·⊕Nm (см. §4.2 и таблицу 4.2.А в [4]). Подгруппа W изоморф-
на полупрямому произведению абелевой группы (q − 1)m−1 и группы
W ∗, изоморфной симметрической группе Sym(m). Подгруппа (q−1)m−1

содержится в H, и поскольку W — максимальная подгруппа в S, то
справедлива

Лемма 2. ЕслиW ∗ — образW ∗ при гомоморфизме S на S = PSLm(q),
то ⟨H,W ∗⟩ = S.

§2. Доказательство теоремы

По условию G насыщена множеством M = {Lm(q) | q = pn, n ∈ N}.
Определим множество

M(G) = {X ∈ M | X изоморфна некоторой подгруппе G}.

Если множество M(G) конечно, то, очевидно, теорема верна. В даль-
нейшем будем считать, что множество M(G) бесконечно. Пусть t — инво-
люция из G. Если CG(t) — конечная группа, то по теореме В.П. Шункова
из [5], G — локально конечная группа, и заключение теоремы вытекает
из результата А.В. Боровика [6]. Таким образом, можно предполагать,
что централизатор любой инволюции из G бесконечен, и G содержит
конечную подгруппу X, изоморфную Lm(q), где q ⩾ 5.

Пусть V — векторное пространство размерности m над полем по-
рядка q, S − SL(V ) — специальная линейная группа линейных преоб-
разований пространства V . Зафиксируем упорядоченный базис b(V ) =
{v1, v2, . . . , vm} пространства V и элементы ψi, i ∈ {1, 2, . . . ,m}, такие,
что viψi = −vi, vjψi = vj при j ̸= i.

Отметим следующие общеизвестные факты.
Лемма 3. Пусть A — подгруппа из GL(V ), порождённая всеми преоб-

разованиями ψi, i = 1, 2, . . . ,m, AS = A∩SL(V ). Тогда A (соответствен-
но, AS) — максимальная элементарная абелева 2-подгруппа в GL(V ) (со-
ответственно, в S), и любая элементарная абелева 2-подгруппа из GL(V )
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(соответственно, из S) сопряжена в GL(V ) (соответственно, в S) с под-
группой из A (соответственно, из AS).

Отождествим подгруппу X группы G с образом S при гомоморфизме
S на S = S/Z(S) = PSLm(q).

Лемма 4. CG(r) — бесконечная группа.
Доказательство. Предположим противное. По теореме Шункова [5],

G — локально конечная группа. По результату Боровика [6], G удовле-
творяет заключению теоремы.

Лемма 5. CG(r) — счётная группа.
Доказательство. Как доказано раньше, G содержит конечную под-

группу X, изоморфную Lm(q), q ⩾ 5, и содержащую r. При этом Cx(r) =
H1 ◦ H2, где H1 ≃ SL2(q), H2 ≃ SLm−2(q). Пусть C = CG(H2U), где
U — некоторая циклическая подгруппа порядка q − 1 из H1. Тогда C —
локально циклическая и, в частности, счётная группа. Пусть C1 = U ,
C2, . . . , — возрастающая счётная последовательность различных цикли-
ческих подгрупп, объединение которых равно C. По условию, каждая
подгруппа Ci, i = 1, 2, . . . содержится в подгруппе Pi, содержащей r
и изоморфной Lm(qi), где qi выбрано наименьшим из возможных. При
этом CG(r) совпадает с объединением счётной возрастающей последова-
тельности конечных групп Cpi(r) и поэтому счётна.

Пусть CG(r) = {c1, c2, . . . , ci, . . . , j ∈ N}.
Лемма 6. Существует счётная возрастающая последовательность под-

группX1, X2, . . . , Xs, . . . группыG, объединение которых содержитGG(r),
такая, что каждая Xi изоморфна Lm(qi) для некоторого qi = pni .

Доказательство. Пусть X1 = X — выбранная ранее подгруппа в G,
изоморфная Lm(q) для некоторого q. Пусть k1 — наименьшее число с
условием, что ck1 ̸∈ CX1(r), и пусть X2 — изоморфная Lm(q∗) для неко-
торого q∗ подгруппа, содержащая ⟨ck1 , CX1(r)⟩. Пусть уже построен от-
резок X1 < X2 < · · · < Xi, удовлетворяющий условиям леммы.

Пусть теперь ki — наименьшее число с условием, что cki ̸∈ CXi(r), и
пусть Xi+1 — изоморфная Lm(q∗∗) для некоторого q∗∗ подгруппа, содер-
жащая ⟨cki , CXi(r)⟩. По п. 3 леммы 1, Xi ≤ Xi+1. Аналогичным образом
определим Xi+2, . . . . Лемма доказана.

Лемма 7. Объединение последовательности X1, X2, . . . совпадает с G.

Доказательство. Пусть заключение неверно и Y =

∞⋃
i=1

Xi. Предпо-

ложим, что в G \ Y существует инволюция s, сопряжённая с r в G.
Поскольку CG(r) ≤ Y , то ⟨r, s⟩ содержится в конечной подгруппе D,
изоморфной Lm(pk) для некоторого k, По п. 3 леммы 1, S содержится в
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Y ; противоречие.
Таким образом, rG ≤ Y . С другой стороны, r ∈ Xi для любого i, то

есть ⟨rXi⟩ = Xi и ⟨rG⟩ ≤
∞⋃
i=1

Xi. Лемма доказана.

Так как каждая подгруппа Xi конечна, то G локально конечна, и
заключение теоремы вытекает из [6].

Авторы благодарны анонимному рецензенту за ряд замечаний, спо-
собствоваших существенному улучшению текста работы.
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