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Аннотация. Настоящая работа подготовлена на основе доклада, сделанного авторами в рамках
XVI Международной научной конференции «Порядковый анализ и смежные вопросы математи-
ческого моделирования. Теория операторов и дифференциальные уравнения» (Владикавказ, сен-
тябрь 2021 г.). Дается краткий обзор наших недавних результатов о связи полиномов Бернштейна
и Канторовича для важного примера — симметричного модуля. Хорошо известно, что подобные
негладкие функции играют особую роль в теории аппроксимации. Посредством полученных соотно-
шений исследование полиномов Канторовича удается во многом свести к прямому использованию
свойств полиномов Бернштейна. В частности, на основном отрезке [0, 1] рассмотрено уклонение по-
линомов Канторовича от порождающего их симметричного модуля. Помимо весьма точных оценок
сверху и снизу отмечена простая асимптотическая формула, действующая для уклонения во всех
точках x ∈ [0, 1] при n → ∞. Характер сходимости полиномов Канторовича оказывается принци-
пиально иным по сравнению с тем, что дают на [0, 1] полиномы Бернштейна. Приведены также
новые результаты о сходимости полиномов Канторовича в комплексной плоскости. Указано точ-
ное множество сходимости, совпадающее с множеством сходимости полиномов Бернштейна. Это так
называемый компакт Канторовича, ограниченный лемнискатой |4z(1 − z)| = 1. Всюду на компак-
те найдена скорость сходимости полиномов Канторовича к соответствующей предельной функции.
В связи с лимитированным объемом статьи мы излагаем только схему рассуждений. Подробные
доказательства планируется привести отдельно.
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1. Полиномы Бернштейна и полиномы Канторовича

Для функции f ∈ C[0, 1] полиномы Бернштейна вводят формулой

Bn(f, z) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ck
n z

k(1− z)n−k, n ∈ N, (1)

#Работа подготовлена при частичной финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации
программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению № 075-15-
2019-1621.

c⃝ 2022 Окорочков И. В., Тихонов И. В., Шерстюков В. Б.



2 Окорочков И. В., Тихонов И. В., Шерстюков В. Б.

где Ck
n — обычные биномиальные коэффициенты. Считаем, что z ∈ C. Если комплекс-

ная переменная попадает на вещественную ось, то z заменяем на x. Основные сведения
о полиномах Бернштейна см. в [1–5].

Наряду с полиномами Бернштейна представляют интерес полиномы Канторовича

Kn(f, z) = (n+ 1)

n∑
k=0

(k+1)/(n+1)∫
k/(n+1)

f(u) du · Ck
n z

k(1− z)n−k, n ∈ N0 ≡ N ∪ {0}, (2)

вводимые по той же схеме не только для непрерывных, но и для интегрируемых функций
на [0, 1]. Первичная информация о полиномах Канторовича имеется в [1–3].

Для непрерывных порождающих функций f(x) полиномы Бернштейна и Канторови-
ча при n → ∞ сходятся к f(x) равномерно на [0, 1]. Кроме того, полиномы Канторовича
аппроксимируют разрывные f(x) в соответствующих интегральных метриках.

Отметим элементарные факты, связанные с введенными полиномами.
Обратим внимание на нумерацию: по понятным причинам полиномы Бернштейна ну-

меруются с единицы (см. формулу (1)), т. е. B0(f, z) не определен. Напротив, полиномы
Канторовича естественно нумеруются с нуля (см. формулу (2)), причем K0(f, z) совпа-
дает с константой M ≡

∫ 1
0 f(u) du. Порядок нумерации всегда оговаривается в последую-

щих формулах. Следует помнить также, что каждый из полиномов Bn(f, z) или Kn(f, z)
имеет степень не больше собственного номера.

Укажем стандартную связь между полиномами Бернштейна и Канторовича:

Kn(f, z) = B ′
n+1(F, z), n ∈ N0, (3)

где F (x) — первообразная для f(x), т. е. F ′(x) = f(x) при x ∈ [0, 1]. Формула (3) легко
выводится и часто используется при изучении полиномов Канторовича.

Прямо из определений находятся граничные значения:

Bn(f, 0) = f(0), Bn(f, 1) = f(1), n ∈ N, (4)

Kn(f, 0) = (n+ 1)

1/(n+1)∫
0

f(u) du, Kn(f, 1) = (n+ 1)

1∫
n/(n+1)

f(u) du, n ∈ N0. (5)

Тем самым, при x = 0 и x = 1 характер аппроксимации полиномами Канторовича (в слу-
чае общего положения) отличен от того, что дают полиномы Бернштейна.

При интегрировании на [0, 1] имеем

1∫
0

Bn(f, x) dx =
1

n+ 1

n∑
k=0

f

(
k

n

)
, n ∈ N, (6)

1∫
0

Kn(f, x) dx =

1∫
0

f(x) dx, n ∈ N0. (7)

Формула (6) устанавливается прямым вычислением по определению (1) с использованием
бета-функции Эйлера. Для вывода (7) достаточно вспомнить про связь (3) с учетом
значений Bn+1(F, 1) = F (1) и Bn+1(F, 0) = F (0). Разность последних равна интегралу
в правой части (7).
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Граничные значения (4) и интегральное соотношение (7) можно рассматривать как
своеобразные условия нормировки для полиномов Бернштейна и полиномов Канторовича
соответственно.

Отметим еще свойство симметрии: если f(1 − x) = f(x) для любого x ∈ [0, 1], то
также Bn(f, 1 − z) = Bn(f, z) при всех n ∈ N и Kn(f, 1 − z) = Kn(f, z) при всех n ∈ N0.
При z = x, на основном отрезке [0, 1], такая симметрия означает четность всех функций
относительно точки x = 1/2.

Ввиду сравнительно сложной конструкции полиномы Канторовича менее изучены
и реже встречаются в литературе. Универсальная формула (3) полезна на качественном
уровне, но не слишком выручает в конкретных ситуациях из-за нетривиального соче-
тания операций «интегрирования–дифференцирования». Разберем особый пример, где
свойства полиномов Kn(f, z) напрямую выводятся из свойств полиномов Bn(f, z) без до-
полнительного перехода вида (3). Предлагаемая схема позволяет выяснить практически
все вопросы, связанные с поведением полиномов Канторовича.

2. Случай симметричного модуля

Рассмотрим функцию
f(x) = |2x− 1|, x ∈ [0, 1]. (8)

Это простой симметричный модуль на [0, 1]. Подобные примеры элементарных непре-
рывных, но негладких функций играют особую роль в теории аппроксимации. Подробное
изучение полиномов Бернштейна для функции (8) проведено в недавних работах [5–7].
Всюду далее в нашей заметке в качестве порождающей функции f ∈ C[0, 1] выбирается
именно f(x) = |2x− 1|.

Несколько первых полиномов Бернштейна для симметричного модуля имеют вид:

B1(f, z) ≡ 1,

B2(f, z) = B3(f, z) = 1− 2z + 2z2,

B4(f, z) = B5(f, z) = 1− 2z + 4z3 − 2z4,

B6(f, z) = B7(f, z) = 1− 2z + 10z4 − 12z5 + 4z6,

B8(f, z) = B9(f, z) = 1− 2z + 28z5 − 56z6 + 40z7 − 10z8.

Отметим, что коэффициенты в полиномах Bn(f, z) при всех n ∈ N являются целыми
числами (см. [6]). Поскольку функция f(x) = |2x−1| выпукла вниз на [0, 1], то по теореме
Темпла — Арамэ — Авербах (см. [2, 5]) полиномы Бернштейна сходятся к f(x) монотонно
сверху на (0, 1). Такая монотонность не является строгой из-за попарных совпадений

B2m(f, z) = B2m+1(f, z), m ∈ N. (9)

Это проявление общего правила склеивания полиномов Бернштейна для кусочно ли-
нейных порождающих функций (см. [5]). Конкретная форма (9) объясняется наличием
точки излома x = 1/2 у функции f(x) = |2x− 1| (см. также [6]). Тем самым, в дальней-
шем можно заменять полиномы B2m(f, z) полиномами B2m+1(f, z) и наоборот. Обратим
внимание, что первый полином B1(f, z) ≡ 1 не входит в цепочку (9) и является особым.
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Важную роль при изучении полиномов Бернштейна от симметричного модуля играет
так называемое разложение Поповичу :

B2m(f, z) = B2m+1(f, z) = 1−
m∑
k=1

1

2k − 1
2−2kCk

2k (4z(1− z))k, m ∈ N. (10)

Выделение множителей 2−2k оправдано рядом технических соображений. Например,
форма записи (10) сразу показывает сходимость полиномов Bn(f, z) в плоскости C
на компакте, ограниченном лемнискатой |4z(1− z)| = 1 (см. [5, 8]).

Перейдем к полиномам Канторовича. Для симметричного модуля (8) они, насколько
нам известно, прежде не изучались. Прямые вычисления дают первые выражения

K0(f, z) = K1(f, z) ≡
1

2
, K2(f, z) =

2

3
− z + z2, K3(f, z) =

3

4
− 3

2
z +

3

2
z2,

K4(f, z) =
4

5
− 8

5
z +

3

5
z2 + 2z3 − z4, K5(f, z) =

5

6
− 5

3
z +

10

3
z3 − 5

3
z4.

Как видно, коэффициенты здесь уже не обязательно целые числа. Аналога правила (9)
тоже не наблюдается. Построив графики первых полиномов Канторовича, нетрудно убе-
диться, что монотонная сходимость к f(x) = |2x− 1| на [0, 1] отсутствует.

Граничные значения (5) и условие нормировки (7) в данном примере принимают вид

K0(f, 0) = K0(f, 1) =
1

2
, Kn(f, 0) = Kn(f, 1) =

n

n+ 1
, n ∈ N, (11)

1∫
0

Kn(f, x) dx =
1

2
, n ∈ N0. (12)

Для сравнения, исходя из формул (4) и (6), получаем

Bn(f, 0) = Bn(f, 1) = 1, n ∈ N, (13)

1∫
0

B1(f, x) dx = 1,

1∫
0

B2m(f, x) dx =

1∫
0

B2m+1(f, x) dx =
m+ 1

2m+ 1
, m ∈ N. (14)

Соотношения (13), (14) находятся в определенной двойственности к (11), (12).
Казалось бы, прямая связь между полиномами Bn(f, z) и Kn(f, z) в примере (8)

отсутствует. Однако при более детальном изучении вопроса выясняется обратное: поли-
номы Канторовича можно явно выразить через полиномы Бернштейна. Ключевую роль
здесь играет следующее элементарное утверждение.

Лемма 1. Для функции (8) при всех m ∈ N справедливы равенства

2m

(k+1)/(2m)∫
k/(2m)

f(u) du =
2m− 1

2m
f

(
k

2m− 1

)
, k = 0, 1, . . . , 2m− 1, (15)

(2m+ 1)

(k+1)/(2m+1)∫
k/(2m+1)

f(u) du =
2m

2m+ 1
f

(
k

2m

)
, k = 0, . . . , 2m, k ̸= m, (16)

(2m+ 1)

(m+1)/(2m+1)∫
m/(2m+1)

f(u) du =
1

2(2m+ 1)
. (17)
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Доказательство леммы не представляет труда: вывод соотношений (15), (16) основан
на формуле площади трапеции, а вывод соотношения (17) связан с формулой площади
треугольника. В итоге имеем связь локальных усреднений функции (8) с ее же значени-
ями в точках равномерной сетки.

Лемма 1 позволяет быстро установить главный результат работы.

Теорема 1. Для функции f(x) = |2x − 1|, взятой на отрезке [0, 1], полиномы Берн-
штейна и Канторовича связаны соотношениями

K2m(f, z) =
2m

2m+ 1
B2m+1(f, z) +

1

2(2m+ 1)
2−2mCm

2m(4z(1− z))m, (18)

K2m+1(f, z) =
2m+ 1

2m+ 2
B2m+1(f, z), (19)

действующими при всех m ∈ N0.
Поясним: в формулах (18), (19) удобно использовать полиномы B2m+1(f, z), так как

параметр m изменяется, начиная с нуля. При m ∈ N полиномы B2m+1(f, z) можно заме-
нить на B2m(f, z) (см. формулу (9)).

Из теоремы 1 с учетом разложения (10) извлекаем представление

K2m(f, z) =
1

2(2m+ 1)

(
(2m+ 1)B2m+1(f, z) + (2m− 1)B2m−1(f, z)

)
, m ∈ N, (20)

затем рекуррентную формулу

K2m+1(f, z) =
1

m+ 1

(
(2m+ 1)K2m(f, z)−mK2m−1(f, z)

)
, m ∈ N. (21)

Для полиномов с четными номерами рекуррентная связь принимает вид:

K2m+2(f, z) =
(2m+ 1)(2m+ 2)

2m (2m+ 3)
K2m(f, z)− 2−2mCm

2m (4z(1− z))mQ2m(z), m ∈ N, (22)

с множителем

Q2m(z) ≡ 1

2(2m+ 2)

(
4z(1− z) +

(2m+ 2)2

2m (2m+ 3)

)
. (23)

Набор формул (18)–(23) позволяет весьма полно изучить поведение полиномов Канто-
ровича для функции f(x) = |2x− 1|.

3. Оценки уклонения на отрезке

Обсудим вопрос о скорости сходимости полиномов Канторовича к порождающей их
функции f(x) = |2x − 1| на основном отрезке [0, 1]. При x = 0 и x = 1, исходя из
формулы (11), заключаем

f(0)−Kn(f, 0) = f(1)−Kn(f, 1) =
1

n+ 1
, n ∈ N, (24)

т. е. характер сходимости в этих двух точках абсолютно ясен.
Покажем теперь, что максимальное уклонение

∥Kn − f∥ ≡ max
06x61

|Kn(f, x)− f(x)|, n ∈ N0, (25)
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ведет себя практически так же, как максимальное уклонение полиномов Бернштейна

∥Bn − f∥ ≡ max
06x61

|Bn(f, x)− f(x)| = max
06x61

(Bn(f, x)− f(x)), n ∈ N. (26)

Напомним (см. [5, 6]), что ∥Bn − f∥ = Bn(f, 1/2) при всех n ∈ N со значениями

B1(f, 1/2) = 1, B2m(f, 1/2) = B2m+1(f, 1/2) = 2−2mCm
2m, m ∈ N. (27)

Учитывая (27) и формулы из теоремы 1, получаем для полиномов Канторовича

K2m(f, 1/2) =
4m+ 1

4m+ 2
2−2mCm

2m, K2m+1(f, 1/2) = 2−2m−2Cm+1
2m+2, m ∈ N0. (28)

Отсюда, кстати, имеем оценку 0 < Kn(f, 1/2) < Bn(f, 1/2), выполненную при всех n ∈ N.
Кроме того, как и для полиномов Бернштейна, значения Kn(f, 1/2), вычисленные

в виде (28), совпадают с максимальными уклонениями полиномов Канторовича от по-
рождающей их функции f(x) = |2x−1|. Точнее, в данном примере ∥Kn−f∥ = Kn(f, 1/2)
при всех n ∈ N0. Указанные равенства обосновываются отдельным анализом поведения
на [0, 1] знакопеременной величины Kn(f, x)− f(x) с учетом результатов (24), (28).

Примечательно, что все значения Bn(f, 1/2) и Kn(f, 1/2), а с ними и максимальные
уклонения (25) и (26), выражаются через нормированные центральные биномиальные
коэффициенты 2−2mCm

2m с классической асимптотикой 2−2mCm
2m ∼ 1/

√
πm при m → ∞.

Эта асимптотика, как известно, может быть дополнена весьма точными двусторонними
оценками типа(

1− 1

8m+ 0.5

)
1√
πm

< 2−2mCm
2m <

(
1− 1

8m+ 1

)
1√
πm

, m ∈ N. (29)

Элементарное доказательство для (29) см. в недавнем обзоре [9] (см. также [10] и лите-
ратуру, указанную в [9]).

Приведем итоговый результат, посвященный максимальному уклонению (25).

Теорема 2. Для полиномов Канторовича от симметричного модуля f(x) = |2x − 1|
максимальное уклонение (25) выражается формулой

∥Kn − f∥ = Kn(f, 1/2), n ∈ N0, (30)

со значениями Kn(f, 1/2), указанными в (28). При n ∈ N последовательность (30) строго
монотонно убывает к нулю с асимптотикой

∥Kn − f∥ = Kn(f, 1/2) ∼
√

2

πn
, n → ∞. (31)

Формула (31) указывает на медленное степенное убывание величины ∥Kn− f∥, такое
же, как и убывание ∥Bn−f∥. Этот результат можно дополнить точными двусторонними
оценками максимального уклонения ∥Kn − f∥ на основе, например, неравенства (29).
Сравнивая величины (25) и (26) при помощи связанных с ними значений (27) и (28),
замечаем, что 0 < ∥Kn − f∥ < ∥Bn − f∥ для всех номеров n ∈ N, т. е. с точки зрения
максимального уклонения (и в точке x = 1/2) полиномы Канторовича приближают сим-
метричный модуль чуть лучше, чем полиномы Бернштейна. Однако во всех остальных
точках x ∈ [0, 1/2) ∪ (1/2, 1] картина оказывается принципиально иной.



О связи полиномов Бернштейна и Канторовича 7

Известно (см. [5–7]), что на основном отрезке [0, 1] вне точки излома x = 1/2 полино-
мы Бернштейна сходятся к f(x) = |2x−1| с экспоненциальной скоростью. Воспользуемся
следующей удобной оценкой, впервые доказанной в [11] (см. также [5, 7]). Имеем

0 6 B2m(f, x)− f(x) = B2m+1(f, x)− f(x) 6 2−2mCm
2m (4x(1− x))m+1

(2m+ 1)(2x− 1)2 + 1
(32)

при всех x ∈ [0, 1] и всех m ∈ N. При x = 1/2 мажоранта из (32) дает в точности значе-
ния (27); при x = 0 и x = 1 та же мажоранта равняется нулю. В этих опорных точках
получаем полное совпадение верхней границы из (32) с оцениваемой величиной. Во всех
остальных точках x ∈ (0, 1/2) ∪ (1/2, 1) оценка (32) оказывается весьма точной: из нее
следует экспоненциальный характер стремления к нулю уклонения Bn(f, x) − f(x), вы-
раженный тем сильнее, чем ближе точка x будет расположена к границам отрезка [0, 1].
(При анализе формулы (32) следует обратить внимание на величину q(x) ≡ 4x(1 − x),
находящуюся в пределах 0 < q(x) < 1, если x ∈ (0, 1/2) ∪ (1/2, 1).)

Вернемся к полиномам Канторовича для функции f(x) = |2x − 1|. Рассмотрим по-
точечное уклонение

Kn(f, x)− f(x), x ∈ [0, 1], n ∈ N0. (33)

Основываясь на формулах (18), (19), запишем представления

K2m(f, x)− f(x) =
2m

2m+ 1

(
B2m+1(f, x)− f(x)

)
+

2−2mCm
2m (4x(1− x))m

2(2m+ 1)
− 1

2m+ 1
f(x),

K2m+1(f, x)− f(x) =
2m+ 1

2m+ 2

(
B2m+1(f, x)− f(x)

)
− 1

2m+ 2
f(x),

действующие при всех m ∈ N0. Воспользуемся теперь оценкой (32). Проводя элементар-
ные преобразования (вместе с некоторыми загрублениями при n = 2m), устанавливаем
следующий результат.

Теорема 3. Для полиномов Канторовича от функции f(x) = |2x − 1| справедливы
следующие оценки поточечного уклонения:

− 1

2m+ 1
f(x) 6 K2m(f, x)− f(x) 6 − 1

2m+ 1
f(x) +

2−2mCm
2m (4x(1− x))m

2m (2x− 1)2 + 1
, (34)

− 1

2m+ 2
f(x) 6 K2m+1(f, x)−f(x) 6 − 1

2m+ 2
f(x)+

2−2m−1Cm
2m+1 (4x(1− x))m+1

(2m+ 1)(2x− 1)2 + 1
, (35)

действующие при всех x ∈ [0, 1] и всех m ∈ N0.
Оценкам (34) и (35) можно придать следующую универсальную форму:

− 1

n+ 1
f(x) 6 Kn(f, x)− f(x) 6 − 1

n+ 1
f(x) +Rn(x), x ∈ [0, 1], n ∈ N0. (36)

Используя известные обозначения «пола» ⌊a⌋ и «потолка» ⌈a⌉ как инфимума и супре-
мума из Z для числа a ∈ R (см. [12]), остаточное слагаемое в (36) запишем в виде

Rn(x) =
2−nC

⌊n/2⌋
n (4x(1− x))⌈n/2⌉

n(2x− 1)2 + 1
, x ∈ [0, 1], n ∈ N0. (37)

Пусть n → ∞. Тогда в любой точке x ∈ [0, 1/2) ∪ (1/2, 1] величина (37) экспоненциально
стремится к нулю (с тем уточнением, что Rn(0) = Rn(1) = 0 при всех n ∈ N). Поэтому
формула (36) дает такой результат.
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Теорема 4. Для полиномов Канторовича от функции f(x) = |2x − 1| поточечное
уклонение (33) удовлетворяет оценке

Kn(f, x)− f(x) ∼ − 1

n
|2x− 1|, n → ∞, (38)

в любой точке x ∈ [0, 1/2) ∪ (1/2, 1].
Асимптотика (38) показывает, в частности, что в любой точке x ∈ [0, 1/2)∪(1/2, 1], на-

чиная с некоторого номера n0 = n0(x), значения Kn(f, x) будут строго меньше значений
порождающей функции f(x) = |2x− 1|.

Итак, в отличие от полиномов Бернштейна, полиномы Канторовича Kn(f, x) во всех
точках x ∈ [0, 1/2)∪(1/2, 1] стремятся к порождающей функции f(x) = |2x−1| со степен-
ной скоростью порядка 1/n. Этот результат служит наглядной иллюстрацией к общей
теории [13] о скорости сходимости полиномов Канторовича в точках дифференцируе-
мости порождающей функции f ∈ C[0, 1]. При нашем подходе асимптотика (38) ока-
зывается дополненной двусторонними оценками (34), (35), позволяющими существенно
уточнить характер сходимости полиномов Канторовича в зависимости от расположения
точки x ∈ [0, 1].

4. Сходимость на комплексной плоскости

Обсудим вопрос о поведении полиномов Канторовича для функции f(x) = |2x − 1|
за пределами основного отрезка [0, 1]. На плоскости C определим множество

D ≡ {z ∈ C : |4z(1− z)| 6 1}, (39)

ограниченное лемнискатой
L : |4z(1− z)| = 1. (40)

В теории аппроксимации множества, подобные D, естественно называть компактами
Канторовича, ибо они тесно связаны с результатами [14] о сходимости полиномов Берн-
штейна в комплексной плоскости (подробнее см. в работе [8]). Так как буква K исполь-
зуется у нас для полиномов Канторовича, то компакт (39), ранее записываемый тоже
через K (см. [7, 8]), сейчас обозначаем D.

Границу этого компакта L, т. е. кривую (40), называем лемнискатой Канторовича.
Сам D состоит из левой и правой петель вида

D1 ≡ {z ∈ D : Re z 6 1/2}, D2 ≡ {z ∈ D : Re z > 1/2}. (41)

Ясно, что D = D1 ∪ D2 и D1 ∩ D2 = {1/2}, где z = 1/2 есть точка самопересечения
лемнискаты L.

Известно (см. [8]), что компакт (39) есть в точности множество сходимости полиномов
Бернштейна (1) от функции f(x) = |2x − 1|. Благодаря нашей новой теореме 1 этот
результат удается перенести на полиномы Канторовича (2).

Теорема 5. При n → ∞ полиномы Kn(f, z) для модуля f(x) = |2x − 1| сходятся
равномерно на компакте D ⊂ C вида (39) к функции

φ(z) =

{
1− 2z, z ∈ D1,

2z − 1, z ∈ D2,
(42)
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где D1, D2 заданы формулой (41). В любой внешней точке z ∈ C \ D при n → ∞
последовательность Kn(f, z) расходится, точнее, независимо расходятся обе подпоследо-
вательности K2m(f, z) и K2m+1(f, z).

Основная часть доказательства теоремы 5 использует переход, связанный с форму-
лами (18), (19). Функция (42) возникает как предельная для полиномов Bn(f, z) от того
же модуля f(x) = |2x − 1| (см. [7, 8]). При доказательстве расходимости подпоследова-
тельности K2m(f, z) на множестве C \D учитываются соотношения (22), (23).

Для описания скорости сходимости полиномов Kn(f, z) к предельной функции (42)
введем уклонение

Kn(f, z)− φ(z), z ∈ D, n ∈ N0. (43)

Из формул (18), (19) имеем представления

K2m(f, z)− φ(z) =
2m

2m+ 1

(
B2m+1(f, z)− φ(z)

)
+

2−2mCm
2m (4z(1− z))m

2(2m+ 1)
− 1

2m+ 1
φ(z),

K2m+1(f, z)− φ(z) =
2m+ 1

2m+ 2

(
B2m+1(f, z)− φ(z)

)
− 1

2m+ 2
φ(z),

действующие на D при всех m ∈ N0.
Далее, согласно [7], в любой фиксированной точке z ∈ D\L, т. е. в каждой внутренней

точке компакта D, верна асимптотическая формула

B2m(f, z)− φ(z) = B2m+1(f, z)− φ(z) ∼ 2z(1− z)

(2z − 1)2
(4z(1− z))m

m
√
mπ

, m → ∞. (44)

Из (44) следует экспоненциальный характер сходимости на множестве D \ L (= IntD)
полиномов B2m(f, z) = B2m+1(f, z) к своей предельной функции φ(z). Применив асимп-
тотику (44) в представлениях для величин K2m(f, z)−φ(z) и K2m+1(f, z)−φ(z), получаем
следующий результат.

Теорема 6. Для полиномов Канторовича от функции f(x) = |2x − 1| поточечное
уклонение (43) удовлетворяет оценке

Kn(f, z)− φ(z) ∼ − 1

n
φ(z), n → ∞, (45)

в любой внутренней точке z ∈ D \ L из компакта (39).
Тем самым, степенной закон сходимости (38) распространяется с вещественных зна-

чений x ∈ [0, 1/2) ∪ (1/2, 1] на все значения z из множества |4z(1− z)| < 1.
Осталось обсудить ситуацию на границе L компакта Канторовича D. Наши недавние

исследования (готовятся к печати) показывают, что в любой фиксированной точке z
лемнискаты (40), кроме точки самопересечения z = 1/2, действует оценка сверху

|B2m(f, z)− φ(z)| = |B2m+1(f, z)− φ(z)| 6 C(z)

m
√
m
, m ∈ N, (46)

с коэффициентом C(z) > 0, зависящим от выбора точки z ∈ L \ {1/2}. Учет (46) в пред-
ставлениях для величин K2m(f, z)−φ(z) и K2m+1(f, z)−φ(z) позволяет распространить
асимптотику (45) на все точки компакта D, исключая лишь z = 1/2.

Итак, сформулируем итоговое утверждение.
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Теорема 7. В условиях теоремы 6 асимптотика (45) верна во всех точках z из ком-
пакта (39), кроме единственной точки z = 1/2, где действует более медленный степенной
закон (31).

Таким образом, в нашем примере при n → ∞ всюду на компакте Канторовича (39)
скорость сходимости полиномов Kn(f, z) к предельной функции φ(z) будет степенной —
порядка 1/n в точках z ∈ D \ {1/2} и порядка 1/

√
n в точке z = 1/2.

Полученные результаты дают ориентиры для распространения теории на кусочно
линейные (и кусочно аналитические) порождающие функции f ∈ C[0, 1], в особенности —
на рациональные модули f(x) = |qx− p|.

Стоит подчеркнуть, что вопрос сходимости полиномов Канторовича на плоскости C
относится пока к малоизученным. Нам известны лишь некоторые результаты [15], где на
порождающую функцию f ∈ C[0, 1] налагались дополнительные требования аналитич-
ности в круговых областях типа |z| < R радиуса R > 1.

Полезно также иметь в виду, что эта тематика может оказаться связанной с вопро-
сом распределения нулей полиномов Канторовича по аналогии с известным сейчас для
полиномов Бернштейна (см. [8], [16–19]).

Авторы признательны Д. Г. Цветкович за помощь при подготовке текста работы.
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Abstract. The paper is based on the report which made by authors at the XVI International Scientific
Conference “Order analysis and related problems of mathematical modeling. Operator theory and differential
equations” (Vladikavkaz, September 2021). A brief review of our recent results is presented. We study the
connection of Bernstein and Kantorovich polynomials for an important example with the symmetric module
function. It is well known that such nonsmooth functions play a special role in approximation theory. By means
of the obtained relations, the investigation of Kantorovich polynomials can be reduced to the using of the
Bernstein polynomials properties. In particular, the deviation of Kantorovich polynomials from the symmetric
module function is considered. In addition to accurate two-sided estimates on the interval [0, 1], a simple
asymptotic formula for deviation is noted. The character of the convergence of Kantorovich polynomials differs
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from that of Bernstein polynomials give on the interval [0, 1]. We also present new results on the convergence of
Kantorovich polynomials in the complex plane. The convergence set is the same as for Bernstein polynomials.
This is so-called Kantorovich compact, which limited by the lemniscate |4z(1− z)| = 1. Everywhere here the
rate of convergence of Kantorovich polynomials is established. In view of the limited size of the article, we
present only the schemes of proofs. The proofs in details is planned to be given separately.

Key words: Bernstein polynomials, Kantorovich polynomials, symmetric module function, rate of
convergence, estimation of deviation, convergence in the complex plane.
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