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�&%&(�'%�" ������1�(�< (�����7 ��# ����&��# (&�0'&.�!+ *44�)'�" �����/$1�'�#  %&	
����'�&# '��%�# 1�%1 ��'�- " ��%����#2=�� 1%&"����# )�'�%�< "+��#'  %&����'�!�
�&%&(�'%! %&$(�%���'� ����!7

�%&����'�&# '��%�# 1�%1 ��'� 5���6 ���1,��& �"�� %&$"�'�� " >?	�  ��! �%�0�� �
"�)& " %&.�'&+ �1���& 8;: � �������& 8@:7 � (����� �1���& A �������& ���'���'/
*��% �� ��4�%(&B�� $&"���' �� '��/)� �' ��4�%(&B��- �� � �' ��  %&����'&7 �����/
�1���& A �������& ����%3�' " ��%����#2=�+ 1%&"����#+ C  %&����'�!+ �&%&(�'	
%�"- ,'� $&'%1��#�' �&+�3����� &�&��'�,��)� � %�0���#7 ��# �%��������# *'�< '%1�	
���'� �<4&�'�� " 8D: �%����3�� �����&%&(�'%�,��)12 (����/ ���7 
& ��������� ;?
��' " %&()&+ (����� �<4&�'��& "!������� ��(&�� &�&��'�,��)�+ �������"&��< ���
����%���!+ '��- )&) " ����(�%��< ���'&��")� $&�&,�- '&) � " �"1(�%��<7 � ,&�'���'�
" 8C- >: .!�� ���'%���! '�,�!� &�&��'�,��)�� %�0���# ����)�< $&�&,� ��� ��# �%#(�	
1 ��/��)&7 � %&.�'� 8E: �& ����"� (�'��& )����)&B�< �%�44'B& ���1,��� �%�.��3�����
&�&��'�,��)�� %�0���� $&�&,� ��� ��# �%#(�1 ��/��)&7

�������"&��2 $&�&, ��� ��# �����'!+ '�� ���"#=��� ��.��/0�� )���,��'"� %&	
.�' 8FG9D:7 �%� *'�( �������"&��# �.!,�� � %&��,�"&2'�# ����(�%��< ���'&��")�< $&	
�&,�7 �&)- " 8H: %�0&�'�# $&�&,& �$ �.& �����'�< (�)%�	.&�)� � ,&�'�,�!( ��)%!'��(7
� 899: %�0��& $&�&,& � '�%(�1�%1 �( ��4�%(�%�"&��� ���'&"�� � �'�%3�#7 ��# �&+�3	
����# �&�%#3���< ��0� �%�(��#��# &��(�'�'�,��)�< (�'�� ��0�)& A �2�'�%��)&-
1,�'!"&2=�< �&��,�� �� %&����<�!+ %�0���< " �)%��'���'�  %&��B � '�,)� ���%#3�	
��# �'�%3��<7 � 89;- 9@: �& ����"� "&%�&B����� � �%��B��& �& %&�3& ���1,��! 1%&"	
����# %&"��"���# �  %&��,�!� 1���"�# ��# ���'&"�� � B�����%&7 ����� �&+�3����#
%&��&�/�� � %&��%�������# '�(��%&'1%! %�0���� ��# %&��&�/�!+ ��%�(�=���< �%��	
�'&"���� " "��� �1((! %�0���< $&�&,� " )�&���,��)�< ���'&��")� � �������'��/�!+
�� %&����<�!+ ��& &�(!+7

� ��1,&� �"1(�%��< ���'&��")� %�0��& ����)&# $&�&,& ��� � %&"��"���� �����! �
��)%!'��(- �& "�%+��<  %&��B� )�'�%� � ��<�'"1�' ��)&��$�"&��&# �& ��.��/0�( �'%�$	
)� ��%(&�/�&# �& %1$)& 89?- 9D:7 ��0���� �%�"������/ � �����/$�"&���( ��'� %&�/�� �
�%��.%&$�"&��# �1%/� � � � ,������� � �.%&=���#7 �%�"���� �%&"��'��/�!< &�&��$
��� '��- %&��,�'&��!< " %&()&+ )�&���,��)�< ���'&��")� �  %&����'��< ���'&��")�-
�B����! (&�0'&.�!� *44�)'!7 ���&)� ����)&# $&�&,& ��� ��# ���'&"�!+ �%#(�1 ��/	
�!+ �.�&�'�< ��'&�'�# ���������"&���<7

� �&�'�#=�< %&.�'� " %&()&+  %&����'��< (����� �<4&�'��& ������1�'�# ��� ����	
�'� � �%#(�1 ��/��)& �  %&��,�!(� 1���"�#(� �& .�)�"!+  %&�#+- ���1�)&2=�(� �%�	
(������ (�'��& %&$������# ��%�(���!+7

�� ���������� ������

� ��1,&� ����<�� � �$�'%���� � (&'�%�&�& "!%&3���� ��# ���'���'� *��% �� ��	
4�%(&B�� ��# (����� �<4&�'��& �(��' "�� 8D:I

w =
1

2
λεiiεjj + μεijεij + l2

(
1

2
λεii,kεjj,k + μεij,kεij,k

)
, 596


���/ λ � μ A �&%&(�'%! �&(�- εij A )�(�����'! '��$�%& (&�!+ ��4�%(&B�<- l A
 %&����'�!< �&%&(�'%- �(�2=�< %&$(�%���'/ ����!7

�"��#'�# ��%����#2=�� ���'��0���# ��# )�(�����' '��$�%& �&�%#3���< ��0�
τij = ∂w

∂εij
- '��$�%& (�(��'�!+ �&�%#3���< mijk = ∂w

∂εij,k
= l2τij,k- '��$�%& ����!+ �&	

�%#3���< σij = τij − mijk,k7 �&'�(&'�,��)&# ���'&��")& $&�&,�  %&����'��< '��%��
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1�%1 ��'� ���'��' �$ 1%&"����< %&"��"���#- $&���&��!+ " ����!+ �&�%#3���#+

σij,j = 0, 5;6

��'��'"���!+ �'&'�,��)�+  %&��,�!+ 1���"�<

mijk,knjnk = ri, τijnj −mijk,knj − (mijk,knk),j + (mijk,knjnk),sns = ti, 5@6

)���(&'�,��)�+  %&��,�!+ 1���"�<

ui = ūi, ui,lnl =
∂ūi
∂n

. 5D6


���/ ti- ri A )�(�����'! "�)'�%�" $&�&��!+ ��� �& ��"�%+���'� '��&- ni A )�(�����'!
�����,�� � "�)'�%& ��%(&�� ) ��"�%+���'� '��& " %&��(&'%�"&�(�< '�,)�7

� %&()&+ ����)�< ��4�%(&B�� 5u1 = u1(x1, x3)- u2 = 0- u3 = u3(x1, x3)) %&��(�'%�(
%&"��"���� �"1+���<�� � �%#(�1 ��/��)& S = [−L,L]× [0, h]- �(�2=� � ����2 ���%#3�	
��# x3 = h17 ��3�##  %&��B& �%#(�1 ��/��)& x3 = 0 3��')� $&=�(���&- & �& "�%+��<
 %&��B� x3 = h ��<�'"1�' ��%(&�/�&# (�+&��,��)&# �& %1$)& p0g(x1)- x1 ∈ [−L,L]7 ��	
)�"!� �'�%��! �%#(�1 ��/��)& x1 = ±L �&+��#'�# " 1���"�#+ �)��/$#=�< $&���)�7

� ��)&%'�"�< ���'�(� )��%���&' (x1, x3) "!%&3���# ��# ���1��"!+ )�(�����' '��	
$�%�" �&�%#3���< ��0�- (�(��'�!+ � ����!+ �&�%#3���< �(�2' "�� 8C:I τ11 =
(λ + 2μ)∂u1

∂x1
+ λ∂u3

∂x3
- τ13 = μ(∂u1

∂x3
+ ∂u3

∂x1
)- τ33 = (λ + 2μ)∂u3

∂x3
+ λ∂u1

∂x1
- m111 = l2 ∂τ11

∂x1
-

m311 = m131 = l2 ∂τ13∂x1
- m113 = l2 ∂τ11∂x3

- m133 = m313 = l2 ∂τ13∂x3
- m331 = l2 ∂τ33∂x1

- m333 = l2 ∂τ33
∂x3

-

σ11 = τ11 − ∂m111
∂x1

− ∂m133
∂x3

- σ13 = τ13 − ∂m131
∂x1

− ∂m133
∂x3

- σ33 = τ33 − ∂m331
∂x1

− ∂m333
∂x3

7

���)��/)1 1%&"����# %&"��"���# "  %&����'��< '��%�� 1�%1 ��'� �(�2' ��"!0��	
�!< ��%#��) ��44�%��B�&�/�!+ 1%&"����< �� �%&"����2 � )�&���,��)�< '��%��<- '�-
�%�(��## "&%�&B����!< �%��B�� �& %&�3&- .!�� ���1,��! �������'��/�!�  %&��,	
�!� 1���"�# � 1���"�# ���%#3���#7 � )&,��'"� �������'��/�!+ 1���"�< �(��(I

96 ∂u3
∂x1

(±L, x3) = 0- r1(±L, x3) = m111(±L, x3) = 0J

;6 ∂u1
∂x3

(x1, 0) =
∂u3
∂x3

(x1, 0)- r1(x1, h) = m133(x1, h) = 0- r3(x1, h) = m333(x1, h) = 0J

@6 ���%�%!"���'/  %&����'�" ��%�(�=���< � )�(�����'�" "�)'�%�" �&�%#3���<
r1 = m133- r3 = m333- t1 = τ13 −m131,1 −m133,3 −m113,1- t3 = τ33 −m331,1 −m333,3 −m313,1

�& ����� ���%#3���# x3 = h17

��# 1�%�=���# %&�,�'�" �%�(�(  %&����'�!< �&%&(�'% ����&)�"!( ��# ����" �%#	
(�1 ��/��)&- '7 �7 l1 = l2 = l7 �� �& ���'&��")& )%&�"�< $&�&,� � ��4�%(�%�"&���
�����'� � �%#(�1 ��/��)& �%�(�' "��I

∂σ11
∂x1

+
∂σ13
∂x3

= 0,
∂σ31
∂x1

+
∂σ33
∂x3

= 0, x1 ∈ [−L,L], x3 ∈ [0, h], 5C6

u1(±L, x3) =
∂u3
∂x1

(±L, x3) = 0, 5>6

{τ31 −m311,1 −m313,3 −m331,3} (±L, x3) = m111(±L, x3) = 0, x3 ∈ [0, h], 5E6

u
(1)
1 (x1, 0) = u

(1)
3 (x1, 0) =

∂u
(1)
1

∂x3
(x1, 0) =

∂u
(1)
3

∂x3
(x1, 0) = 0, x1 ∈ [−L,L], 5F6

t
(2)
1 (x1, h) = 0, t

(2)
3 (x1, h) = p0g(x1), r

(2)
1 (x1, h) = r

(2)
3 (x1, h) = 0, 5H6
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	�
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u
(1)
1 (x1, h1)= u

(2)
1 (x1, h1), u

(1)
3 (x1, h1)= u

(2)
3 (x1, h1),

∂u
(1)
1

∂x3
(x1, h1)=

∂u
(2)
1

∂x3
(x1, h1),

∂u
(1)
3

∂x3
(x1, h1) =

∂u
(2)
3

∂x3
(x1, h1),

t
(1)
1 (x1, h1) = t

(2)
1 (x1, h1), t

(1)
3 (x1, h1) = t

(2)
3 (x1, h1),

r
(1)
1 (x1, h1) = r

(2)
1 (x1, h1), r

(1)
3 (x1, h1) = r

(2)
3 (x1, h1), x1 ∈ [−L,L].

59?6

�.�$%&$(�%�( $&�&,1 5C6G59?6 �� �&��� 4�%(1�&(I ξ1 = x1
h - ξ3 = x3

h - Ui =
ui
h - t̄i =

ti
μ0

-

r̄i =
ri
μ0h

- Ωij =
σij

μ0
- Sij =

τij
μ0

- Mijk =
mijk

μ0h
- P = t3

μ0
- λ̄ = λ

μ0
- μ̄ = μ

μ0
- γ̄ = γ

γ0
- h̄1 =

h1
h - α = l

h -

η = L
h - μ0 = max

x3∈[0,h]
μ(x3)7

�� �& ���'&��")& �.�$%&$(�%����< $&�&,� 5C6G59?6 �%�(�' "��I

∂Ω11

∂ξ1
+

∂Ω13

∂ξ3
= 0,

∂Ω31

∂ξ1
+

∂Ω33

∂ξ3
= 0, ξ1 ∈ [−η, η], ξ3 ∈ [0, 1], 5996

U1(±η, ξ3) =
∂U3

∂ξ1
(±η, ξ3) = 0, 59;6

{S31 −M311,1 −M313,3 −M331,3} (±η, ξ3) = M111(±η, ξ3) = 0, ξ3 ∈ [0, 1], 59@6

U
(1)
1 (ξ1, 0) = U

(1)
3 (ξ1, 0) =

∂U
(1)
1

∂ξ3
(ξ1, 0) =

∂U
(1)
3

∂ξ3
(ξ1, 0) = 0, ξ1 ∈ [−η, η], 59D6

t̄
(2)
1 (ξ1, 1) = 0, t̄

(2)
3 (ξ1, 1) = P (ξ1), ξ1 ∈ [−η, η], 59C6

U
(1)
1 (ξ1, h̄1)= U

(2)
1 (ξ1, h̄1), U

(1)
3 (ξ1, h̄1)= U

(2)
3 (ξ1, h̄1),

∂U
(1)
1

∂ξ3
(ξ1, h̄1)=

∂U
(2)
1

∂ξ3
(ξ1, h̄1),

∂U
(1)
3

∂ξ3
(ξ1, h̄1) =

∂U
(2)
3

∂ξ3
(ξ1, h̄1),

t̄
(1)
1 (ξ1, h̄1) = t̄

(2)
1 (ξ1, h̄1), t̄

(1)
3 (ξ1, h̄1) = t̄

(2)
3 (ξ1, h̄1),

r̄
(1)
1 (ξ1, h̄1) = r̄

(2)
1 (ξ1, h̄1), r̄

(1)
3 (ξ1, h̄1) = r̄

(2)
3 (ξ1, h̄1), ξ1 ∈ [−η, η].

59>6

�� ������� ������

��0���# $&�&,� 5996G59>6 ����"&�� �& (�'��� %&$������# ��%�(���!+7 �&$��3�( ��	
%�(�=���# " %#�! �� 4�%(1�&(I

U1 =

∞∑
n=0

w1n(ξ3) sin(νnξ1), U3 =

∞∑
n=0

w3n(ξ3) cos(νnξ1).

�� �&  %&��,�!� 1���"�# �& .�)�"!+ �'�%��&+ �%#(�1 ��/��)& "!����#2'�# '�3��	
�'"����7 �1��( �%�����& &'/- ,'� �& %1$)& P (ξ1) A ,�'�&# 41�)B�#- )�'�%&# ���1�)&�'
�%���'&"����� " "���

P (ξ1) =
∞∑
n=0

gn cos(νnξ1),



!�	"��#��$����	���� ���
�� �
%����������� 	���	��&� ������&������� C

 ��

gn =
1

η

η∫
−η

P (ξ1) cos(νnξ1) dξ1

A )�*44�B���'! %&$��3���#7
�&%(���)� ��%�(�=���< w1n- w3n �&+��#' �$ %�0���# ����12=�+ ��44�%��B�&�/	

�!+ 1%&"����<I

− α2μ̄wIV
1n +

(
μ̄(1 + α2ν2n) + (λ̄+ 2μ̄)α2ν2n

)
w′′

1n − ν2n
(
λ̄+ 2μ̄

)
(1 + α2ν2n)w1n

− νn(λ̄+ μ̄)
(
(1 + α2ν2n)w

′
3n − α2w′′′

3n

)
= 0, ξ3 ∈ [0, 1], 59E6

− νn(λ̄+ μ̄)
(
(1 + α2ν2n)w

′
1n − α2w′′′

1n

)
+ α2(λ̄+ 2μ̄)wIV

3n

− (
(λ̄+ 2μ̄)(1 + α2ν2n) + μ̄α2ν2n

)
w′′

3n + μ̄ν2n(1 + α2ν2n)w3n = 0, ξ3 ∈ [0, 1]. 59F6

�%�"���( ���'�(1 59E6- 59F6 ) "��1- &�&�� �,��(1 89?: �� 4�%(1�&(I

R11w1n +R12w3n = 0, R21w1n +R22w3n = 0, 59H6

 ��

R11 = −α2μ̄
d4

dξ43
+

(
μ̄
(
1 + α2ν2n

)
+ (λ̄+ 2μ̄)α2ν2n

) d2

dξ23
− ν2n

(
λ̄+ 2μ̄

) (
1 + α2ν2n

)
,

R12 = R21 = −νn
(
λ̄+ μ̄

) d

dξ3

((
1 + α2ν2n

)− α2 d2

dξ23

)
,

R22 = α2(λ̄+ 2μ̄)
d4

dξ43
− (

(λ̄+ 2μ̄)(1 + α2ν2n) + μ̄α2ν2n
) d2

dξ23
+ μ̄ν2n(1 + α2ν2n).

�"���( 1�%1 �< ��'��B�&� ��%�(�=���< φn(ξ3)- n = 0, 1, 2, . . . , '&)�<- ,'�

w1n = R12φn, w3n = −R11φn. 5;?6

�� �& ��%"�� 1%&"����� ���'�(! 5;?6 1��"��'"�%#�'�# &"'�(&'�,��)�- & "'�%�� 1%&"��	
��� 5;?6 �"���'�# ) 1%&"����2 "��/(� � ��%#�)& �'����'��/�� ""������ � ��'��B�&�&-
+&%&)'�%��'�,��)�� 1%&"����� )�'�%� � ����%3�' )�%�� "'�%�< )%&'���'�I

96 ±νn- ���'"�'�'"12=�� $&�&,� " )�&���,��)�< ���'&��")� �%� α = 0J

;6 ±
√

1
α2 + ν2n- �'"�,&2=�� $&  %&����'�!� *44�)'!7

�� �& �%���'&"�( ��'��B�&�! ��# )&3�� � ���# " "���I

φ1n = C1e
νnξ3 + C2ξ3e

νnξ3 + C3e
−νnξ3 + C4ξ3e

−νnξ3 + C5e

√
1
α2 +ν2nξ3

+ C6ξ3e

√
1
α2 +ν2nξ3 + C7e

−
√

1
α2 +ν2nξ3 +C8ξ3e

−
√

1
α2+ν2nξ3 , 5;96

φ2n = G1e
νnξ3 +G2ξ3e

νnξ3 +G3e
−νnξ3 +G4ξ3e

−νnξ3 +G5e

√
1
α2+ν2nξ3

+G6ξ3e

√
1
α2 +ν2nξ3 +G7e

−
√

1
α2 +ν2nξ3 +G8ξ3e

−
√

1
α2+ν2nξ3 . 5;;6
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1���"�< � 1���"�< ���%#3���#- $&���&��!+ ��#  &%(���) ��%�(�=���<I

w
(1)
1n (0) = w

(1)
3n (0) = w′(1)

1n (0) = w′(1)
3n (0) = 0, 5;@6

w′′(2)
1n (1)− νnw

′(2)
3n (1) = (λ̄2 + 2μ̄2)w

′′(2)
3n (1) + λ̄2νnw

′(frm−e)
1n (1) = 0, 5;D6

w
(1)
1n (h̄1) = w

(2)
1n (h̄1), w

(1)
3n (h̄1) = w

(2)
3n (h̄1), 5;C6

w′(1)
1n (h̄1) = w′(2)

1n (h̄1), w′(1)
3n (h̄1) = w′(2)

3n (h̄1), 5;>6

μ̄1(w
′′(1)
1n (h̄1)− νnw

′(1)
3n (h̄1)) = μ̄2(w

′′(2)
1n (h̄1)− νnw

′(2)
3n (h̄1)), 5;E6

(λ̄1 + 2μ̄1)w
′′(1)
3n (h̄1) + λ̄1νnw

′(1)
1n (h̄1) = (λ̄2 + 2μ̄2)w

′′(2)
3n (h̄1) + λ̄2νnw

′(2)
1n (h̄1), 5;F6

t̄
(2)
1n (1) = 0, t̄

(2)
3n (1) = gn, 5;H6

t̄
(1)
1n (h̄1) = t̄

(2)
1n (h̄1), t̄

(1)
3n (h̄1) = t̄

(2)
3n (h̄1). 5@?6


���/ $�&) K0'%�+L �.�$�&,&�' �%��$"���12 �� )��%���&'� ξ3-

t̄1n = −α2μ̄w′′′
1n +

(
μ̄
(
1 + α2ν2n

)
+ α2ν2n(λ̄+ 2μ̄)

)
w′

1n

+ α2νn(λ̄+ μ̄)w′′
3n − μ̄νn

(
1 + α2ν2n

)
w3n,

t̄3n = −α2(λ̄+ 2μ̄)w′′′
3n +

(
(λ̄+ 2μ̄)(1 + α2ν2n) + α2ν2nμ̄

)
w′
3n

− α2νn(λ̄+ μ̄)w′′
1n + λ̄νn

(
1 + α2ν2n

)
w1n.

�� �����	��� � �������!

�&��(�'%�( %�$1�/'&'! "!,������# %&��%�������< �� )��%���&'&( ξ1 � ξ3 .�$%&$	
(�%�!+ ��%�(�=���< � ����!+ �&�%#3���< �"1+���<�� � �%#(�1 ��/��)&7 � %&�,�'&+
�%��#'�I

h̄1 = 0.6, λ̄1 = 0.25, μ̄1 = 0.2, η = 2, λ̄2 = 1, μ̄2 = 0.8,

g(ξ1) =

{
1− 4ξ21

η2
, ξ1 ∈

[−η
2 ,

η
2

]
,

0, ξ1 ∈
[−η,−η

2

) ∪ (η
2 , η

]
.

�& %��1�)&+ ��3� ����0��< �����< �$�.%&3��� %�0���� $&�&,� �& ����"� )�&���	
,��)�< ���'&��")� �%� α = 0- '�,)&(� A %�0���� $&�&,� "  %&����'��< ���'&��")� �%�
α = 0.057

�& %��7 9G@ �%���'&"���! %&��%�������# .�$%&$(�%�!+ 41�)B�<I  �%�$��'&�/�� �
��%�(�=���# U1 5%��7 96- "�%'�)&�/�� � ��%�(�=���# U3 5%��7 ;6- ��%(&�/�� � �&�%#	
3���# Ω11 5%��7 @6 ��  �%�$��'&�/��< )��%���&'� ξ1 5�%� ξ3 = 0.8) � "�%'�)&�/��<
)��%���&'� ξ3 5�%� ξ1 = 1)7
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ORLJ(M(RLP RL MQK P(JK g'OKP '))RZ MQK [PK Rg MQK &KMQRJ Rg PK\'I'M(RL Rg U'I('c)KP" hQK J(P\)'OK&KLMP 'LJ
&KOQ'L(O') )R'JP ZKIK JKOR&\RPKJ (LMR aR[I(KI PKI(KP" hR tLJ MQK Q'I&RL(OP Rg J(P\)'OK&KLMP� ZK Q'UK ' PbPMK&
Rg MZR J(NKIKLM(') Ku['M(RLP Rg MQK gR[IMQ RIJKI" hQK PR)[M(RL Rg MQK PbPMK& Rg J(NKIKLM(') Ku['M(RLP (P c'PKJ
RL MQK (LMIRJ[OM(RL Rg MQK K)'PM(O \RMKLM(') Rg J(P\)'OK&KLMP" hQK [LnLRZL (LMKdI'M(RL ORLPM'LMP 'IK gR[LJ
cb P'M(Pgb(Ld MQK cR[LJ'Ib ORLJ(M(RLP 'LJ MQK ORLm[d'M(RL ORLJ(M(RLP ZI(MMKL (L MQK J(P\)'OK&KLM Q'I&RL(OP"
;'PKJ RL P\KO(tO Kv'&\)KP� MQK O')O[)'M(RLP Rg MQK QRI(iRLM') 'LJ UKIM(O') J(PMI(c[M(RL Rg J(P\)'OK&KLMP�
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