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Аннотация. Цель данной статьи — ввести нормы в пространстве обобщенных бесселевых потенци-
алов на основе весовых интегралов Дирихле. Сначала мы определяем весовой интеграл Дирихле и
показываем, что этот интеграл можно представить с помощью многомерного обобщенного сдвига.
Далее мы показываем, что такая норма не подходит для введения функционального пространства
произвольного дробного порядка гладкости. Затем мы вводим новую норму, связанную с ядром
обобщенного потенциала Бесселя. Общая теория потенциала берет свое начало из теории электро-
статического и гравитационного потенциалов и уравнений Лапласа, волнового уравнения, уравне-
ний Гельмгольца и Пуассона. Известно, что знаменитые потенциалы Рисса являются реализациями
действительных отрицательных степеней оператора Лапласа и волновых операторов. Между тем
большое внимание в теории потенциала уделяется потенциалу Бесселя, поскольку он порождает
пространства дробной гладкости. Обобщение в статье достигается путем рассмотрения оператора
Лапласа — Бесселя, построенного на основе сингулярного дифференциального оператора Бесселя.
Теория сингулярных дифференциальных уравнений, содержащих оператор Бесселя и неразрывно
связанная с ней теория соответствующих весовых функциональных пространств, относятся к тем
математическим направлениям, теоретическое и прикладное значение которых трудно переоценить.
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1. Введение

Фундаментальная роль классических бесселевых потенциалов в общей теории функ-
циональных пространств дробной гладкости и в ее приложениях к теории уравнений
с частными производными хорошо известна [1, 2]. Классические потенциалы Бесселя
строятся с использованием преобразования Фурье.

#Работа первого автора выполнена при поддержки Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации, госзадание FEGS-2020-0001.

c⃝ Джабраилов А. Л., Шишкина Э. Л.



2 Джабраилов А. Л., Шишкина Э. Л.

Целью данной статьи является развитие теории пространства обобщенных потенци-
алов Бесселя Bα

γ , построенного с использованием преобразования Ханкеля. Такое про-
странство было впервые введено Л. Н. Ляховым в [3] с использованием подхода Стейна —
Лизоркина. В [3] введенные ранее Л. Н. Ляховым в [4, 5] B-гиперсингулярные интегралы
и B-потенциалы Рисса были применены для построения нормы в Bα

γ . В этой статье мы
используем другой подход для введения нормы в Bα

γ , основанный на работах Н. Арон-
шайна и К. Т. Смита [6–8]. Этот подход заключается во введении нормы в Bα

γ на основе
весовых интегралов Дирихле.

Пространства обобщенных бесселевых потенциалов произвольного порядка α необ-
ходимы для определения классов решений краевой задачи вида

Au = f в D, Biu = 0 на ∂D,

где A — эллиптический оператор, содержащий дифференциальные операторы Бесселя
Bγi =

∂2

∂x2
i
+ γi

xi

∂
∂xi

, в частности A может представлять собой оператор Лапласа — Бесселя
∆γ =

∑n
i=1Bγi .

2. Предварительные сведения

Пусть Rn — n-мерное евклидово пространство,

Rn
+ =

{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1 > 0, . . . , xn > 0

}
,

R n
+ =

{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1 > 0, . . . , xn > 0

}
,

γ = (γ1, . . . , γn) является мультииндексом, состоящим из положительных фиксирован-
ных действительных чисел γi, i = 1, . . . , n, и |γ| = γ1 + . . .+ γn.

Пусть Ω — конечное или бесконечное открытое множество в Rn, симметричное от-
носительно каждой гиперплоскости xi = 0, i = 1, . . . , n, Ω+ = Ω ∩ Rn

+ и Ω+ = Ω ∩ Rn
+,

где Rn
+ = {x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1 > 0, . . . , xn > 0}. Мы будем работать с классом

функций Cm(Ω+), состоящим из m раз дифференцируемых на Ω+ функций. Обозна-
чим через Cm(Ω+) подмножество функций из Cm(Ω+) таких, что все производные этих
функций по xi непрерывно продолжаются до xi = 0 для всех i = 1, . . . , n. Класс Cm

ev(Ω+)

пусть состоит из всех функций из Cm(Ω+) таких, что ∂2k+1f

∂x2k+1
i

∣∣
xi=0

= 0 для всех неот-

рицательных целых чисел k 6 m−1
2 (см. [9, с. 21]). В дальнейшем будем использовать

обозначение Cm
ev для Cm

ev(Rn
+). Положим C∞

ev (Ω+) =
∩
Cm
ev(Ω+), где пересечение берется

по всем конечным m и C∞
ev (R+) = C∞

ev .
Пусть

◦
C∞

ev( Ω+) пространство всех функций f∈C∞
ev (Ω+) с конечным носителем. Будем

использовать обозначения
◦
C∞

ev(Ω+) = D+(Ω+) и
◦
C∞

ev(R+) =
◦
C∞

ev .
Пусть Lγ

p(Rn
+) = Lγ

p , 1 6 p < ∞, состоит из всех измеримых функций на Rn
+, четных

по каждой из переменных xi, i = 1, . . . , n, таких, что∫
Rn
+

|f(x)|pxγdx < ∞.

Здесь и далее xγ =
∏n

i=1 x
γi
i . Для любого p > 1 норма функции f в Lγ

p определяется

∥f∥Lγ
p(Rn

+) = ∥f∥p,γ =

( ∫
Rn
+

|f(x)|pxγdx

) 1
p

.

Известно [9], что пространство Lγ
p — банахово.
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Многомерное преобразование Ханкеля функции f∈Lγ
1(Rn

+) определяется как

Fγ [f ](ξ) = Fγ [f(x)](ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn
+

f(x) jγ(x; ξ)x
γdx,

где jγ(x; ξ) =
∏n

i=1 j γi−1

2

(xiξi). Символ jν используется для обозначения нормированной

функции Бесселя первого рода jν(x) =
2νΓ(ν+1)

xν Jν(x), где Jν — функция Бесселя первого
рода [10].

Пусть f ∈ Lγ
1(R+) функция ограниченной вариации в окрестности точки x непрерыв-

ности f . Тогда при γ > 0 формула обращения преобразования имеет вид

F−1
γ

[
f̂(ξ)

]
(x) = f(x) =

2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

jγ(x, ξ)f̂(ξ) ξ
γdξ.

Преобразование Ханкеля сводит оператор Бесселя к умножению на квадрат соответ-
ствующего аргумента со знаком «минус» (см. [9]):

Fγi

[
(Bγi)xif

]
(ξ) = −|ξi|2Fγi [f ](ξ), (1)

где (Bγi)xi =
∂2

∂x2
i
+ γi

xi

∂
∂xi

— оператор Бесселя, i = 1, . . . , n.
Из равенства Парсеваля для одномерного преобразования Ханкеля (см. [9, с. 20]) и

того, что f ∈ Lγ
2(Rn

+) получаем, что Fγf ∈ Lγ
2(Rn

+) и∫
Rn
+

∣∣Fγ [f ](ξ)
∣∣2ξγdξ = 2|γ|−n

n∏
j=1

Γ2
(γj + 1

2

) ∫
Rn
+

∣∣f(x)∣∣2xγdx. (2)

Многомерный обобщенный сдвиг определяется равенством

(γTy
xf)(x) =

γTy
xf(x) = (γ1T y1

x1
. . . γnT yn

xn
f)(x), (3)

где каждый одномерный обобщенный сдвиг γiT yi
xi , i = 1, . . . , n, действует по формуле

(γiT yi
xi
f)(x) =

Γ
(γi+1

2

)
√
π Γ
(γi
2

) π∫
0

f
(
x1, . . . , xi−1,

√
x2i +τ2i −2xiyi cosφi, xi+1, . . . , xn

)
sinγi−1 φi dφi.

Далее будем использовать обозначение C(γ) = π−n
2
∏n

i=1
Γ(

γi+1

2
)

Γ(
γi
2
)
.

Обобщенная свертка, порожденная многомерным обобщенным сдвигом γTy
x, имеет

вид

(f ∗ g)γ(x) = (f ∗ g)γ =

∫
Rn
+

f(y)(γTy
xg)(x) y

γdy. (4)

Многомерный оператор Пуассона Pγ
x действует на суммируемую функцию f по фор-

муле

Pγ
xf(x) = C(γ)

π∫
0

· · ·
π∫

0

f(x1 cosα1, . . . , xn cosαn)
n∏

i=1

sinγi−1 αi dαi. (5)
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3. Весовой интеграл Дирихле

Пусть i = (i1, . . . , im) — мультииндекс, состоящий из целых чисел от 1 до n,
|i| = i1 + . . .+ in, ξi =

∏m
k=1 ξik, ξ = (ξ1, . . . , ξn) и Bi = (Bγim )xim

. . . (Bγi1
)xi1

, где
(Bγik

)xik
= ∂2

∂x2
ik

+
γik
xik

∂
∂xik

— оператор Бесселя, k = 1, . . . ,m. Для целого числа α > 0

весовой интеграл Дирихле порядка α определим формулой

dα,γ(u) =
∑
|i|=α

∫
Rn
+

|Biu|2xγdx.

В образе преобразования Ханкеля (1) получим

dα,γ(u) =

∫
Rn
+

|ξ|4α
∣∣Fγ [u](ξ)

∣∣2 ξγdξ. (6)

Формула (6) может быть использована для определения весового интеграла Дирихле dγα
для произвольного α > 0.

Лемма 1. Для 0 < α < 1/2 и функции u ∈
◦
C∞

ev(Rn
+) справедливо равенство

dα,γ(u) =

∫
Rn
+

|ξ|4α
∣∣Fγ [u](ξ)

∣∣2 ξγdξ
=

1

C(n, γ, α)

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣u(y)− u(x)
∣∣2 (γTx

y

1

|y|n+|γ|+4α

)
xγyγdxdy,

(7)

где

C(n, γ, α) =
21−|γ|−4απ

sin(2απ) Γ(2α+ 1)Γ
(n+|γ|

2 + 2α
) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

) .
▹ Для интеграла

I =

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x)− u(x)

∣∣2
|y|n+|γ|+4α

xγyγdxdy

получим

I = C(γ)

∫
Rn
+

∫
Rn
+

π∫
0

. . .

π∫
0

∣∣u(√x21 − 2x1y1 cosβ1 + y21, . . . ,
√

x2n − 2xnyn cosβ1 + y2n
)
−u(x)

∣∣2
|y|n+|γ|+4α

×
n∏

i=1

sinγi−1 βi dβi x
γyγdxdy.

Переходя к координатам

ỹ1 = y1 cosβ1, ỹ2 = y1 sinβ1, ỹ3 = y2 cosβ2,

ỹ4 = y2 sinβ2, . . . , ỹ2n−1 = yn cosβn, ỹ2n = yn sinβn,
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будем иметь

I = C(γ)

∫
Rn
+

∫
R̃2n
+

∣∣u(√(x1 − ỹ1)2 + ỹ 2
2 , . . . ,

√
(xn − ỹ2n−1)2 + ỹ 2

2n

)
− u(x)

∣∣2
|ỹ |n+|γ|+4α

n∏
i=1

yγi−1
2i xγdỹdx

= C(γ)

∫
Rn
+

∫
R̃2n
+

∣∣∣u(√z21 + ỹ 2
2 , . . . ,

√
z22n−1 + ỹ 2

2n

)
− u(x)

∣∣∣2(
(x1 − z1)2 + ỹ 2

2 + . . .+ (xn − z2n−1)2 + ỹ 2
2n

)n+|γ|+4α
2

×
n∏

i=1

yγi−1
2i xγdz1dỹ2 . . . dz2n−1ỹ2n dx,

где {ỹ2i−1 − xi = z2i−1, i = 1, . . . , n} и R̃2n
+ = {ỹ ∈ R2n : ỹ2i > 0, i = 1, . . . , n}. Полагая

z2i−1 = yi cosβi, ỹ2i = yi sinβi, i = 1, . . . , n, запишем

I = C(γ)

∫
Rn
+

∫
Rn
+

π∫
0

· · ·
π∫

0

∣∣u(y)− u(x)
∣∣2(

x21 − 2x1y1 cosβ1 + y21 + . . .+ x2n − 2xnyn cosβ1 + y2n
)n+|γ|+4α

2

×
n∏

i=1

sinγi−1 βi dβi x
γyγdxdy =

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣u(y)− u(x)
∣∣2 (γTx

y

1

|y|n+|γ|+4α

)
xγyγdxdy.

Следовательно, справедливо равенство∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x)− u(x)

∣∣2
|y|n+|γ|+4α

xγyγdxdy =

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣u(y)− u(x)
∣∣2 (γTx

y

1

|y|n+|γ|+4α

)
xγyγdxdy. (8)

Для 0 < α < 1/2 по формуле Парсеваля для многомерного преобразования Ганкеля (2)
с использованием формулы 3.170 из [11, с. 155], получим∫

Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x)− u(x)

∣∣2
|y|n+|γ|+4α

xγyγdxdy =

∫
Rn
+

yγdy

|y|n+|γ|+4α

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x)− u(x)

∣∣2 xγdx
=

2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

yγdy

|y|n+|γ|+4α

∫
Rn
+

∣∣(Fγ)x
[
γTy

xu(x)
]
(ξ)− Fγ [u](ξ)

∣∣2 ξγdξ
=

2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

yγdy

|y|n+|γ|+4α

∫
Rn
+

∣∣jγ(y; ξ)− 1
∣∣2 ∣∣Fγ [u](ξ)

∣∣2 ξγdξ
=

2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

∣∣Fγ [u](ξ)
∣∣2 ξγdξ ∫

Rn
+

|jγ(y; ξ)− 1|2

|y|n+|γ|+4α
yγdy =

∫
Rn
+

A (ξ)
∣∣Fγ [u](ξ)

∣∣2 ξγdξ,
где

A (ξ) =
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

|jγ(y; ξ)− 1|2

|y|n+|γ|+4α
yγdy.
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Поскольку

A (ξ) =
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

|jγ(y; ξ)− 1|2

|y|n+|γ|+4α
yγdy =

{
y =

z

|ξ|

}

= |ξ|4α 2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

∣∣jγ(z; ξ
|ξ|
)
− 1
∣∣2

|z|n+|γ|+4α
zγdz = C(n, γ, α)|ξ|4α,

где

C(n, γ, α) =
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

∣∣jγ(z; ξ
|ξ|
)
− 1
∣∣2

|z|n+|γ|+4α
zγdz, (9)

то мы видим, что A (ξ) однородная порядка 4α функция, инвариантная относительно
ортогональных преобразований, и∫

Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x)− u(x)

∣∣2
|y|n+|γ|+4α

xγyγdxdy = C(n, γ, α)

∫
Rn
+

|ξ|4α
∣∣Fγ [u](ξ)

∣∣2 ξγdξ. (10)

Вычислим C(n, γ, α). Используя представление для jγ вида jγ(x, ξ) = Pγ
ξ

[
e−i⟨x,ξ⟩] (см. [11,

с. 137, формула 3.138]), где Pγ
ξ — оператор (5), получим

∫
Rn
+

∣∣jγ(z; ξ
|ξ|
)
− 1
∣∣2

|z|n+|γ|+4α
zγdz =

∫
Rn
+

∣∣∣Pγ
ξ

[
e
−i
⟨
z; ξ

|ξ|

⟩]
− 1
∣∣∣2

|z|n+|γ|+4α
zγdz.

В последнем интеграле введем новые координаты:

x̃1 = z1 cosα1, x̃2 = z1 sinα1, x̃3 = z2 cosα2,

x̃4 = z2 sinα2, . . . , x̃2n−1 = zn cosαn, x̃2n = zn sinαn.

В этих координатах запишем∫
Rn
+

∣∣jγ(z; ξ
|ξ|
)
− 1
∣∣2

|z|n+|γ|+4α
zγdz = C(γ)

∫
R̃2n
+

∣∣∣e−i
⟨
x̃, ξ̃

′
|ξ|

⟩
− 1
∣∣∣2 n∏

i=1

x̃ γi−1
2i dx̃,

где x̃ = (x̃1, . . . , x̃2n) ∈ R2n, x̃2i > 0; i = 1, n, |x̃| = |z|, ξ̃′ = (ξ1, 0, ξ2, 0, . . . , ξn, 0)∈R2n,
|ξ̃′| = |ξ|, R̃2n

+ = {x ∈ R2n : x2i > 0, i = 1, . . . , n}. Теперь под интегралом в C(n, γ, α) функ-

ция типа «плоской волны». Выбирая интегрирование по x̃1 = p, замечая, что
⟨
x̃, ξ̃′

|ξ|
⟩
= p,

и обозначая x̃ ′ = (x̃2, . . . , x̃2n), получим∫
Rn
+

∣∣jγ(z; ξ
|ξ|
)
− 1
∣∣2

|z|n+|γ|+4α
zγdz = C(γ)

∫
R̃2n
+

|e−ip − 1|2∣∣p2 + |x̃ ′|2
∣∣n+|γ|+4α

2

n∏
i=1

x̃ γi−1
2i dpdx̃ ′

=
{
x̃ ′ = pt

}
= C(γ)

∞∫
−∞

|e−ip − 1|2

|p|4α+1
dp

∫
R2n−1, t2i−1>0,

i=1,...,n

n∏
i=1

t γi−1
2i−1 dt

(1 + |t|2)
n+|γ|+4α

2

.



Обобщенные потенциалы Бесселя 7

Поскольку
∞∫

−∞

|e−ip − 1|2

|p|4α+1
dp = 23−4α

∞∫
0

sin2 p

p4α+1
dp = −4 cos(2πα)Γ(−4α),

то

∫
R2n−1, t2i−1>0,

i=1,...,n

n∏
i=1

t γi−1
2i−1 dt

(1 + |t|2)
n+|γ|+4α

2

=

∞∫
0

ρn+|γ|−2

(1 + ρ2)
n+|γ|+4α

2

dρ

∫
S̃+
1 (2n−1)

n∏
i=1

θ γi−1
2i−1 dS

×
Γ
(
2α+ 1

2

)
Γ
(n+|γ|−1

2

)
2Γ
(n+|γ|

2 + 2α
) ∣∣S̃+

1 (2n− 1)
∣∣
|γ|−1

при t = ρθ. Здесь S̃+
1 (2n − 1) — часть единичной сферы с центром в начале координат

в R2n−1 при x̃2i > 0, i = 1, . . . , n. Применяя формулу 107 из [11, с. 49], будем иметь

∫
S̃+
1 (2n−1)

n∏
i=1

θ γi−1
2i−1 dS =

Γn−1
(
1
2

) n∏
i=1

Γ
(γi
2

)
2n−1Γ

(n+|γ|−1
2

) =

π
n−1
2

n∏
i=1

Γ
(γi
2

)
2n−1Γ

(n+|γ|−1
2

) =
∣∣S̃+

1 (2n− 1)
∣∣
|γ|−1

.

Следовательно,

∫
Rn
+

∣∣jγ(z; ξ
|ξ|
)
− 1
∣∣2

|z|n+|γ|+4α
zγdz = C(γ)

∞∫
−∞

|e−ip − 1|2

|p|4α+1
dp

∫
R2n−1, t2i−1>0,

i=1,...,n

n∏
i=1

t γi−1
2i−1 dt

(1 + |t|2)
n+|γ|+4α

2

.

Наконец, используя формулу удвоения Лежандра и формулу отражения Эйлера для
гамма-функции, упростим константу C(n, γ, α):

C(n, γ, α) =
21−|γ|−4απ

sin(2απ) Γ(2α+ 1)Γ
(n+|γ|

2 + 2α
) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

) .
Принимая во внимание (8), (10) и вид постоянной C(n, γ, α), получаем утверждение лем-
мы. ◃

Константа C(n, γ, α) обладает свойствами

lim
α→0+

1

C(n, γ, α)
= 0, lim

α→ 1
2
−0

1

C(n, γ, α)
= 0.

Поэтому

dα,γ(u) =
∑
|i|=α

∫
Rn
+

|Biu|2 xγdx, если α целое;

в остальных случаях

dα,γ(u) =
1

C(n, γ, α− l)

∑
|i|=l

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣Biu(y) − Biu(x)
∣∣2 (γTx

y

1

|y|n+|γ|+4α

)
xγyγ ,

где l = [α]. Весовой интеграл Дирихле dα,γ непрерывен по α и не зависит от ортогональ-
ных координат в Rn

+.
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4. Нахождение подходящей нормы для
◦
C∞

ev(Rn
+)

С практической и теоретической точек зрения важно установить, в каком простран-
стве и с какой нормой множество

◦
C∞

ev(Rn
+) плотно.

В [3] введено и рассмотрено пространство функций, связанных с умножением на |x|−α

в образах преобразования Ханкеля. Это пространство называется пространством B-по-
тенциалов Рисса. Напомним, что в теории B-потенциала B-потенциал Рисса имеет вид [4]

(Uα
γ f)(x) = u(x) = Cn,γ

∫
Rn
+

f(y)
(
γTy

x|x|α−n−|γ|) yγdy, α > 0.

Для Uα
γ справедлив аналог теоремы Соболева (см. [4, теорема 1]). А именно, для

0 < α < n+|γ|
p , p > 1, оператор Uα

γ с плотностью f ∈ Lγ
p ограничен из Lγ

p в Lγ
q , где

1
q = 1

p − α
n+|γ| . При α > n+|γ|

p потенциал Uα
γ можно определить в смысле весовых обоб-

щенных функций. Как следствие этого факта в [3, теорема 5] было доказано, что
◦
C∞

ev(Rn
+)

плотно в пространстве B-потенциалов Рисса только для 0 < α < n+|γ|
p . Поэтому норму,

основанную на B-потенциале Рисса, неудобно использовать в дифференциальных зада-
чах, так как для этих задач нужны потенциалы сколь угодно высокого порядка.

Далее мы докажем, что, поскольку сходимость по норме не влечет поточечной сходи-
мости подпоследовательности в пространствах с нормой

√
dα,γ , то

◦
C∞

ev(Rn
+) не является

функциональным пространством при α > n+|γ|
4 .

Теорема 1. Если α > n+|γ|
4 , то пространство

◦
C∞

ev(Rn
+), нормированное

√
dα,γ , не яв-

ляется функциональным пространством относительно любого исключительного класса.

▹ Пусть u ∈
◦
C∞

ev(Rn
+) и u тождественно равно 1 в некоторой окрестности нуля, при-

надлежащей Rn
+. Пусть uρ = u(x/ρ). Будем иметь

dα,γ(uρ) =

∫
Rn
+

|ξ|4α
∣∣Fγ [u]

(
ξ/ρ
)∣∣2 ξγdξ =

{
ξ/ρ = y

}
= ρn+|γ|−4α

∫
Rn
+

|y|4α
∣∣Fγ [u](y)

∣∣2 yγdy = ρn+|γ|−4α dα,γ(u).

Следовательно, для α > n+|γ|
4 , получим

lim
ρ→∞

dα,γ(uρ) = 0, но lim
ρ→∞

uρ(x) = 1.

Это показывает, что рассматриваемое пространство не может быть функциональным
пространством (поскольку в противном случае все Rn

+ должно быть исключительным
множеством).

Теперь рассмотрим случай α = n+|γ|
4 . Выбирая ε ∈ (0, α) и v ∈

◦
C∞

ev(Rn
+) для билиней-
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ной формы, соответствующей квадратичной форме dα,γ(u), получаем

dα,γ(uρ, v) =

∫
Rn
+

|ξ|4αFγ [uρ](ξ)Fγ [v](ξ) ξ
γdξ =

∫
Rn
+

|ξ|2α+2εFγ [uρ](ξ) |ξ|2α−2εFγ [v](ξ) ξ
γdξ

6
( ∫

Rn
+

|ξ|4α+4ε
∣∣Fγ [uρ](ξ)

∣∣2 ξγdξ) 1
2
( ∫

Rn
+

|ξ|4α−4ε
∣∣Fγ [v](ξ)

∣∣2 ξγdξ) 1
2

=
√
dα+ε,γ(uρ)

√
dα−ε,γ(v).

Здесь мы использовали неравенство Коши — Буняковского. Так как limρ→∞ dα+ε,γ(uρ)=0,

то равенство limρ→∞ dα,γ(uρ, v) = 0 выполняется для каждого v ∈
◦
C∞

ev(Rn
+). Мы рассмат-

риваем гильбертово пространство, являющееся полным метрическим пространством от-
носительно функции расстояния, индуцированной скалярным произведением dα,γ(u, v).

Это пространство является абстрактным пополнением
◦
C∞

ev(Rn
+) с нормой

√
dα,γ . Таким

образом, uρ слабо сходится к 0 при ρ → ∞ в этом гильбертовом пространстве, потому что
dα,γ(uρ) ограничена. Тогда существует последовательность ρk → ∞ такая, что среднее
арифметическое последовательности {uρk} сильно сходится к 0 (см. [12]). Но из равен-
ства limρ→∞ uρ(x) = 1 следует, что последовательность средних арифметических везде

поточечно сходится к 1. Так что пространство
◦
C∞

ev(Rn
+), нормированное

√
dα,γ , не может

быть функциональным пространством. ◃
Одна из простейших норм на

◦
C∞

ev(Rn
+), эквивалентная

√
dα,γ , имеет вид

∥∥u∥∥2
α,γ

=

∫
Rn
+

(
1 + |ξ|2

)α ∣∣Fγ [u](ξ)
∣∣2 ξγdξ. (11)

Далее мы покажем, что норма (11) может быть представлена с помощью сверточных
ядер, порождающих обобщенный потенциал Бесселя.

5. Класс обобщенных потенциалов Бесселя

В этом разделе мы получим специальное представление нормы (11), наиболее удоб-
ное для классов обобщенных потенциалов Бесселя. Обобщение пространств бесселевых
потенциалов имеет богатую историю. В [13] для функций из пространства обобщен-
ных бесселевых потенциалов, построенных на основе перестановочно инвариантных про-
странств, установлено эквивалентное описание конуса убывающих перестановок. В [14]
для пространств обобщенных потенциалов Рисса и Бесселя установлены эквивалентные
характеризации конусов убывающих перестановок.

Обобщенный потенциал Бесселя задается соотношением (см. [15, 16])

u = (Gα
γφ)(x) =

∫
Rn
+

Gγ
α(y)

(
γTy

xφ(x)
)
yγdy, (12)

где
Gγ

α(x) = F−1
γ

[(
1 + |ξ|2

)−α
2

]
(x) (13)
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является обобщенным ядром Бесселя. Две формы оператора, обратного к (12), были
построены в [16].

В [3] пространство Bα
γ (L

γ
p) = {u : u=Gα

γφ,φ ∈ Lγ
p} с нормой ∥u∥Bα

γ (L
γ
p)

= ∥φ∥Lγ
p

было
введено с использованием B-гиперсингулярных интегралов.

В [15] было показано, что

Gγ
α(x) =

2
n−|γ|−α

2
+1

|x|
n+|γ|−α

2 Γ
(
α
2

) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

) Kn+|γ|−α
2

(|x|), (14)

где Kn+|γ|−α
2

— модифицированная функция Бесселя второго рода [10].

Поскольку Gγ
α интегрируема с весом xγ (см. [15, 16]), ее преобразование Ханкеля су-

ществует для каждого ξ. Ядро Gγ
α является аналитическим при α > 0 как функция от α.

Таким образом, из (13) путем аналитического продолжения получаем, что преобразова-
ние Ханкеля обобщенного ядра Бесселя для α > 0 равно

Fγ [G
γ
α](ξ) =

(
1 + |ξ|2

)−α
2 . (15)

Кроме того, для ядра Gγ
α справедливы свойства

∫
Rn
+
Gγ

α(x)xγdx = 1 и (Gγ
α ∗Gγ

β)γ = Gγ
α+β ,

α > 0, β > 0 (см. [15, 16]), где (Gγ
α ∗Gγ

β)γ — это обобщенная свертка (4).
Чтобы получить непосредственное представление (11) для 0 < α < 1/2, сначала

введем функцию

ωα,γ(|x|) =
2

n−|γ|−α
2

+1

Γ
(
α
2

) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

) |x|n+|γ|−α
2 Kn+|γ|−α

2

(|x|)

=
2n−α+2

Γ
(
α
2

) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

)
∞∫
0

t
n+|γ|−α

2
−1e−t− |x|2

4t dt.

(16)

Тогда обобщенный потенциал Бесселя в (12) может быть представлен как оператор обоб-
щенной свертки (4):

(
Gα

γφ
)
(x) =

(
ωα,γ(|x|)
|x|n+|γ|−α

∗ φ
)

γ

, α > 0.

Далее нам потребуется ω−4α,γ(|x|) для 0 < α < 1/2. Асимптотические свойства моди-
фицированной функции Бесселя Kν гарантируют, что функция ядра ω−4α,γ(|x|) экспо-
ненциально убывает на бесконечности и обращается в константу в начале координат:

lim
|x|→∞

ω−4α,γ(|x|) =
2

n−|γ|+4α
2

+1

Γ (−2α)
n∏

i=1
Γ
(γi+1

2

) lim
|x|→∞

|x|
n+|γ|+4α

2 Kn+|γ|+4α
2

(|x|)

=
2

n−|γ|+4α
2

+1

Γ (−2α)
n∏

i=1
Γ
(γi+1

2

)
√

π

2
lim

|x|→∞
|x|

n+|γ|+4α
2

− 1
2 e−|x| = 0,
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lim
|x|→0

ω−4α,γ(|x|) =
2

n−|γ|+4α
2

+1

Γ (−2α)
n∏

i=1
Γ
(γi+1

2

) lim
|x|→0

|x|
n+|γ|+4α

2 Kn+|γ|+4α
2

(|x|)

=
2

n−|γ|+4α
2

+1

Γ (−2α)
n∏

i=1
Γ
(γi+1

2

) lim
|x|→0

|x|
n+|γ|+4α

2
Γ
(n+|γ|+4α

2

)
21−

n+|γ|+4α
2

|x|−
n+|γ|+4α

2 =
2n+4α Γ

(n+|γ|+4α
2

)
Γ
(
− 2α

) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

) .
Следовательно,

lim
|x|→∞

ω−4α,γ(|x|) = 0, lim
|x|→0

ω−4α,γ(|x|) =
2n+4α Γ

(n+|γ|+4α
2

)
Γ
(
− 2α

) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

) . (17)

Теорема 2. Норма ∥u∥α,γ допускает следующее представление:

∥∥u∥∥2
α,γ

= 2|γ|−n+1
n∏

i=1

Γ2
(γi + 1

2

)
×

( ∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x) + u(y)

∣∣2
|x|n+|γ|+4α

(
ω−4α,γ(|x|)− ω−4α,γ(0)

)
xγdx yγdy

−
∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x)− u(y)

∣∣2
|x|n+|γ|+4α

(
ω−4α,γ(|x|) + ω−4α,γ(0)

)
xγdx yγdy

)
.

(18)

▹ Пусть γn+1 > 0 произвольное и

J =

∞∫
0

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣j γn+1−1

2

(z0)u(x)− u(y)
∣∣2

[
γTy

x |x|2 + z20
]n+|γ′|+1+4α

2

xγdx yγdy z
γn+1

0 dz0,

где jν(x)=
2νΓ(ν+1)

xν Jν(x), Jν — функция Бесселя первого рода. Действуя так же, как и
при доказывании (8) и применяя (2) к интегралу по y, получим

J =

∞∫
0

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣j γn+1−1

2

(z0)
γTy

xu(x)− u(y)
∣∣2

[
|x|2 + z20

]n+|γ′|+1+4α
2

xγdx yγdy z
γn+1

0 dz0

=

∞∫
0

z
γn+1

0 dz0

∫
Rn
+

xγdx[
|x|2 + z20

]n+|γ|+1+2α
2

∫
Rn
+

∣∣∣j γn+1−1

2

(z0)
γTy

xu(x)− u(y)
∣∣∣2 yγdy

=
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

)
∞∫
0

dz0

∫
Rn
+

xγdx[
|x|2 + z20

]n+|γ|+1+2α
2

∫
Rn
+

∣∣∣j γn+1−1

2

(z0) jγ(x; ξ)−1
∣∣∣2 ∣∣Fγ [u](ξ)

∣∣2 ξγdξ.
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Полагая (x, z0) = z̃, ξ̃ = (ξ, 1), γ′ = (γ, γn+1), будем иметь

J=
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

)
∞∫
0

z
γn+1

0 dz0

∫
Rn
+

xγdx[
|x|2+z20

]n+|γ′|+1+4α
2

∫
Rn
+

∣∣∣j γn+1−1

2

(z0)jγ(x; ξ)−1
∣∣∣2∣∣Fγ [u](ξ)

∣∣2ξγdξ
=

2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn
+

∣∣Fγ [u](ξ)
∣∣2 ξγdξ ∫

Rn+1
+

∣∣jγ′
(
z̃; ξ̃

)
− 1
∣∣2

|z̃ |n+|γ′|+1+4α
z̃ γ′

dz̃ =

∫
Rn
+

B(ξ)
∣∣Fγ [u](ξ)

∣∣2 ξγdξ.
Производя замену переменных z̃ = z/|ξ̃|, получим

B(ξ) =
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) ∫
Rn+1
+

|jγ′(z̃; ξ̃)− 1|2

|z̃ |n+|γ′|+1+4α
z̃ γ′

dz̃

=
2n−|γ|

n∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

) (1 + |ξ|
)4α ∫

Rn+1
+

∣∣∣jγ′

(
z; ξ̃

|ξ̃ |

)
− 1
∣∣∣2

|z|n+|γ′|+1+4α
zγ

′
dz

и
J = D(n, γ′, α)

∫
Rn
+

(
1 + |ξ|

)4α ∣∣Fγ [u](ξ)
∣∣2 ξγdξ.

Из (9) следует, что

∫
Rn+1
+

∣∣∣jγ′

(
z; ξ̃

|ξ̃|

)
− 1
∣∣∣2

|z|n+|γ′|+1+4α
zγ

′
dz =

n+1∏
j=1

Γ2
(γj+1

2

)
2n+1−|γ′| C(n+ 1, γ′, α)

и

D(n, γ′, α) =
Γ2
(γn+1+1

2

)
21−γn+1

C(n+ 1, γ′, α),

где

C(n+ 1, γ′, α) =
21−|γ′|−4απ

sin(2απ) Γ(2α+ 1)Γ
(n+|γ′|+1

2 + 2α
) n+1∏
i=1

Γ
(γi+1

2

) .
Значит, для произвольного γn+1 > 0, получим

∥∥u∥∥2
α,γ

=
1

D(n, γ′, α)

∞∫
0

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣j γn+1−1

2

(z0)u(x)− u(y)
∣∣2[

γTy
x |x|2 + z20

]n+|γ|+1+2α
2

xγdx yγdy z
γn+1

0 dz0.

Переходя к γn+1 = 0 и полагая

E(n, γ, α) = D(n, γ′, α)
∣∣
γn+1=0

=
π
√
π 2−|γ|−4α

sin(2απ) Γ(2α+ 1)Γ
(n+|γ|+4α+1

2

) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

) ,
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запишем

∥∥u∥∥2
α,γ

=
1

E(n, γ, α)

∞∫
−∞

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣eiz0u(x)− u(y)
∣∣2[

γTy
x |x|2 + z20

]n+|γ|+1+2α
2

xγdx yγdydz0

=
1

E(n, γ, α)

∞∫
−∞

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣e iz0
2 u(x)− e−

iz0
2 u(y)

∣∣2[
γTy

x |x|2 + z20
]n+|γ|+1+2α

2

xγdx yγdydz0

=
1

E(n, γ, α)

∞∫
−∞

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x)− u(y)|2 cos2 z0

2[
|x|2 + z20

]n+|γ|+1+2α
2

xγdx yγdydz0

+
1

E(n, γ, α)

∞∫
−∞

∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x) + u(y)

∣∣2 sin2 z0
2[

|x|2 + z20
]n+|γ|+1+2α

2

xγdx yγdydz0.

Используя Wolfram Mathematica и (17), мы получаем

∞∫
−∞

cos2 z0
2 dz0[

|x|2 + z20
]n+|γ|+1+2α

2

=

√
π 21−n−4α Γ(−2α)

n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

)
|x|n+|γ|+4α Γ

(n+|γ|+4α+1
2

) (
ω−4α,γ(0) + ω−4α,γ(|x|)

)
,

∞∫
−∞

sin2 z0
2 dz0[

|x|2 + z20
]n+|γ|+1+2α

2

=

√
π 21−n−4α Γ(−2α)

n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

)
|x|n+|γ|+4α Γ

(n+|γ|+4α+1
2

) (
ω−4α,γ(0)− ω−4α,γ(|x|)

)
.

Поскольку

1

E(n, γ, α)

√
π 21−n−4α Γ(−2α)

n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

)
|x|n+|γ|+4α Γ

(n+|γ|+4α+1
2

)
=

sin(2απ) Γ(2α+ 1)Γ
(n+|γ|+4α+1

2

) n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

)
π
√
π 2−|γ|−4α

√
π 21−n−4α Γ(−2α)

n∏
i=1

Γ
(γi+1

2

)
|x|n+|γ|+4α Γ

(n+|γ|+4α+1
2

)
= − 2|γ|−n+1

|x|n+|γ|+4α

n∏
i=1

Γ2
(γi + 1

2

)
,

запишем∥∥u∥∥2
α,γ

= 2|γ|−n+1
n∏

i=1

Γ2
(γi + 1

2

)
×

( ∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x) + u(y)

∣∣2
|x|n+|γ|+4α

(
ω−4α,γ(|x|)− ω−4α,γ(0)

)
xγdx yγdy

−
∫
Rn
+

∫
Rn
+

∣∣γTy
xu(x)− u(y)|2

|x|n+|γ|+4α

(
ω−4α,γ(|x|) + ω−4α,γ(0)

)
xγdx yγdy

)
,

таким образом, справедливость представления (18) была продемонстрирована. ◃



14 Джабраилов А. Л., Шишкина Э. Л.

6. Заключение

В заключении отметим, что возможны два подхода к определению класса обобщен-
ных потенциалов Бесселя Bα

γ (L
γ
p) порядка α в Rn

+. Первый состоит в том, что u ∈ Bα
γ (L

γ
p),

если u является обобщенной сверткой (Gγ
α ∗ φ)γ для некоторого φ ∈ Lγ

p(Rn
+). Этот под-

ход был представлен в [3], где использовались B-гиперсингулярные интегралы. Второй
подход заключается во введении в Bα

γ (L
γ
p) нормы

∥∥u∥∥2
α,γ

=

∫
Rn
+

(
1 + |ξ|2

)α ∣∣Fγ [u](ξ)
∣∣2 ξγdξ,

которая может быть записана с использованием ядра свертки, порождающего обобщен-
ный потенциал Бесселя. Это выражение показывает, что квадратичная интерполяция
между ∥u∥α,γ и ∥u∥β,γ дает ∥u∥δ,γ , где δ — интерполированный порядок α(l − t) + βt.
Норма ∥u∥α,γ наиболее удобна для изучения класса обобщенных потенциалов Бесселя
в Rn

+.
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Abstract. The purpose of the article is to introduce norms in the space of generalized Bessel potentials
based on the weighted Dirichlet integrals. First, we define weighted Dirichlet integral and show that this
integral can be represented using multidimensional generalised translation. Next, we demonstrate that this
norm does not allow to define function spaces of arbitrary fractional order of smoothness. The potential theory
originates from the theory of electrostatic and gravitational potentials and the Laplace, wave, Helmholtz, and
Poisson equations. The famous Riesz potentials are known to be realizations of the real negative powers of
the Laplace and wave operators. In the meantime, a lot of attention in the potential theory is given to the
Bessel potential. Generalization in the article is achieved by considering the Laplace-Bessel operator which
is constructed on the basis of the singular Bessel differential operator. The theory of singular differential
equations containing the Bessel operator and the theory of the corresponding weighted function spaces belong
to those mathematical areas, the theoretical and applied significance of which can hardly be overestimated.
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