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Àííîòàöèÿ

Íåôîðìàëüíî

PCP-òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿçûêà L ∈ NP
íàéäåòñÿ ôîðìàò ïðåäñòàâëåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà
(ïðèíàäëåæíîñòè ýòîìó ÿçûêó), êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî
(âåðèôèöèðîâàíî) âåðîÿòíîñòíûì ñïîñîáîì òàê, ÷òî ïðîöåäóðà
âåðèôèêàöèè ïîòðåáóåò ïðî÷òåíèÿ íå áîëåå ÷åì
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà áèòîâ (ñèìâîëîâ) ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Èçâåñòíî, ÷òî PCP-òåîðåìà ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíûì
îáðàçîì ïåðåôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ íåýôôåêòèâíîé
àïïðîêñèìèðóåìîñòè ïîäõîäÿùåé NP-òðóäíîé çàäà÷è
êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.

Ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà îáçîðó êîìáèíàòîðíîãî ïîäõîäà [Dinur,
2006] ê äîêàçàòåëüñòâó PCP-òåîðåìû, áàçèðóþùåãîñÿ íà
ýòîé âçàèìîñâÿçè.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

êëàññ NP

ßçûê L ∈ NP, åñëè ñóùåñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì
Ver : (x , π) 7→ {true, false}, âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî îãðàíè÷åíî
ñâåðõó poly(|x |), ïðè ýòîì:

åñëè x ∈ L, òî ∃π = π(x), Ver(x , π) = true,

åñëè x 6∈ L, òî Ver(x , π) = false äëÿ ïðîèçâîëüíîãî π.

êëàññ PCP

ßçûê L ∈ PCP[p, q], åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé
ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì Ver : (x , π) 7→ {true, false},
ïàðàìåòðèçóåìûé O(p) ñëó÷àéíûìè áèòàìè è ÷èòàþùèé O(q)
áèòîâ ¾äîêàçàòåëüñòâà¿ π òàê, ÷òî:

åñëè x ∈ L, òî íàéäåòñÿ π = π(x), Pr(Ver(x , π) = true) = 1,

â ïð. ñë., Pr(Ver(x , π) = true) ≤ 1/2 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî π.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

PCP-òåîðåìà

Theorem 1 (Arora, Safra 1998)

Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå: NP ⊆ PCP[log n, 1]

íîâûé, ðîáàñòíûé âçãëÿä íà ïîíÿòèå ¾äîêàçàòåëüñòâî¿;

èñòîðè÷åñêèé àñïåêò, PCP[r , q] ⊆ IP = PSPACE
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PCP è ïëîõàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü

Constraint satisfaction problem (CSP)

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü V = {v1, . . . , vn} � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, è Σ �
êîíå÷íûé àëôàâèò. Íàçîâåì q-àðíûì îãðàíè÷åíèåì êîðòåæ
c = (C , i1, . . . , iq), â êîòîðîì C ⊂ Σq � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
è i1, . . . , iq ∈ {1, . . . , n} = Nn.
Íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ a : V → Σ óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèþ c, åñëè (a(vi1), . . . , a(viq)) ∈ C .

CSP

Çàäàíî: ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé C = {c1, . . . , cn} íàä
ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ V è àëôàâèòîì Σ.
Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ,
óäîâëåòâîðÿþùèé êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà C?
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PCP è ïëîõàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü

Òðóäíîðåøàåìîñòü çàäà÷è CSP

Çàäà÷à CSP � NP-ïîëíà

ßâëÿÿñü îáîáùåíèåì çàäà÷ 3SAT è 3-COLOR
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Example 2 (Ñâåäåíèå çàäà÷è 3-COLOR)

Ïóñòü G = (VG ,EG ) � ãðàô, ïîäëåæàùèé ðàñêðàñêå.
Îïðåäåëèì V = VG , Σ = {1, 2, 3},
çàäàäèìñÿ ìíîæåñòâîì

C = {(i , j) ∈ Σ× Σ : i 6= j},

êàæäîìó ðåáðó EG 3 e = {vp, vt} 7→ ce = (C , p, t)
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Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî ìíîæåñòâî C = {c1, . . . , cn}.
Cîïîñòàâèì a 7→ UNSATa(C) äîëþ íåóäîâëåòâîðåííûõ
îãðàíè÷åíèé.

UNSAT (C) = min
a

UNSATa(C).
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Theorem 2 (Ñëàáàÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòü çàäà÷è max-CSP)

Ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà q > 1 è s > 1 è àëôàâèò Σ,

|Σ| = s òàêèå, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà C q-àðíûõ îãðàíè÷åíèé
íàä àëôàâèòîì Σ NP-òðóäíî ðàçëè÷èòü ñëó÷àè

UNSAT (C) = 0 è UNSAT (C) ≥ 1/2.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðåì 1 è 2

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.

(=>) Ïóñòü L ∈ NP. Ïî òåîðåìå 1, íàéäåòñÿ ñëó÷àéíûé àëãîðèòì
Ver, ïàðàìåòðèçóåìûé c log n ñëó÷àéíûìè áèòàìè, ÷èòàþùèé
óñëîâèå x è q = O(1) áèòîâ äîêàçàòåëüñòâà π è ïðèíèìàþùèé
ðåøåíèå î òîì, x ∈ L èëè íåò.
Äåðàíäîìèçàöèÿ:

{0, 1}c log n 3 r
Ver7→ i

(r)
1 , . . . , i (r)

q , C (r,x) .= {b ∈ {0, 1}q : Ver(b, x |r) = true}.

Ïóñòü x
?
∈ L � óñëîâèå èñõîäíîé çàäà÷è, n = |x |. Ïîëîæèì Σ = {0, 1}

è ñîïîñòàâèì êàæäîìó áèòó π áóëåâó ïåðåìåííóþ (á.î.î. ïîëàãàåì,
÷òî èõ íå áîëåå q2c log n). Ïîñòðîèì ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé

Cx = {cr,x = (C (r,x), i
(r)
1 , . . . , i

(r)
q ), r ∈ {0, 1}c log n}. Âèäíî, ÷òî

Pr(Ver(b, x |r) = false) = UNSAT (Cx), îòêóäà UNSAT (Cx) = 0, åñëè
x ∈ L è UNSAT (Cx) ≥ 1/2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.

(<=) Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü
ïðîèçâîëüíîãî NP-ïîëíîãî ÿçûêà ê ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé ñ óñëîâèåì
ò. 2.
Ïîñòðîèì àëãîðèòì Ver:

1 Ver äåòåðìèíèñòñêè ñîïîñòàâëÿåò óñëîâèþ èñõîäíîé çàäà÷è
ïîäîáíóþ ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé

2 Ver îæèäàåò, ÷òî π � íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â C.
3 Ver ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò îäíî èç îãðàíè÷åíèé,

ïîäñòàâëÿåò â íåãî q áèòîâ π è ïðîâåðÿåò èñòèííîñòü.
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Âñþäó íèæå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñèñòåìàìè áèíàðíûõ îãðàíè÷åíèé
âèäà (C , i , j), êîòîðûå óäîáíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ ãðàôîâ.

G = ((V ,E ),Σ, C) íàçûâàåòñÿ îêðàøåííûì ãðàôîì, åñëè

1 (V ,E ) � ìóëüòèãðàô

2 âåðøèíû v ∈ V ¾îêðàøèâàþòñÿ â öâåòà¿ èç Σ,

3 E 3 e 7→ c(e) ⊂ Σ× Σ, C = {c(e)}e∈E . Îãðàíè÷åíèå c(e)
óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïàðîé (a, b), åñëè (a, b) ∈ c(e).

Ïóñòü σ : V → Σ � ðàñêðàñêà

σ 7→ UNSATσ(G ) = Pr{(σ(u), σ(v)) 6∈ c(e) : (u, v) = e ∈ E}

UNSAT (G ) = min
σ

UNSATσ(G ), size(G ) = |V |+|E | (|Σ| = const).
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Ôîðìóëèðîâêà

Èäåÿ

Ïóñòü Σ = N3.
Çàäà÷à: ¾äëÿ çàäàííîãî îêðàøåííîãî ãðàôà G = ((V ,E ),Σ, C)
âûÿñíèòü, ñïðàâåäëèâî ëè ðàâåíñòâî UNSAT (G ) = 0¿
(3-COLOR) � NP-ïîëíà.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî ãðàôà G ,

UNSAT (G ) > 0 ⇐⇒ UNSAT (G ) ≥ 1/|E |

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà � óêàçàòü â ïðàâîé ÷àñòè âåëè÷èíó, íå
çàâèñÿùóþ îò G .
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Ôîðìóëèðîâêà

Ôîðìóëèðîâêà

Theorem 3 (Main)

Ñóùåñòâóåò àëôàâèò Σ0, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëôàâèòà Σ íàéäóòñÿ C > 0 è

0 < α < 1, òàêèå ÷òî ïðîèçâîëüíîìó îêðàøåííîìó ãðàôó

G = ((V ,E ),Σ, C) çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæåò áûòü

ñîïîñòàâëåí ãðàô G ′ = ((V ′,E ′),Σ0, C′), äëÿ êîòîðîãî

1 size(G ′) ≤ C × size(G ),

2 åñëè UNSAT (G ) = 0, òî UNSAT (G ′) = 0 (ïîëíîòà),

3 UNSAT (G ′) ≥ min(2× UNSAT (G ), α)
(íåïðîòèâîðå÷èâîñòü).
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Îñíîâíûå ëåììû

Äîêàçàòåëüñòâî ò. 3 ñîñòîèò èç òðåõ îñíîâíûõ ôàç:

ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà îáåñïå÷èâàåò ïðèâåäåíèå ãðàôà ê
ñïåöèàëüíîìó âèäó (ëåììà 4)

âîçâåäåíèå â ñòåïåíü óñèëèâàåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü (ëåììà 5)

êîìïîçèöèÿ îáåñïå÷èâàåò ñîêðàùåíèå àëôàâèòà ïóòåì
íåçíà÷èòåëüíîãî ñíèæåíèÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
(ëåììà 6).
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà (ãðàôà)

Lemma 4

Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < λ < d è β1 > 0 òàêèå, ÷òî

ïðîèçâîëüíîìó îêðàøåííîìó ãðàôó G ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí

ãðàô G ′ = prep(G ) :

1 G ′ � d-ðåãóëÿðíûé, ñ ïåòëÿìè ïðè êàæäîé âåðøèíå, è

λ(G ′) ≤ λ < d .

2 G ′ èìååò òîò æå àëôàâèò, ÷òî è G è size(G ′) = O(size(G )).

3 β1UNSAT (G ) ≤ UNSAT (G ′) ≤ UNSAT (G ).
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà (ãðàôà)

Lemma 4

Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < λ < d è β1 > 0 òàêèå, ÷òî

ïðîèçâîëüíîìó îêðàøåííîìó ãðàôó G ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí

ãðàô G ′ = prep(G ) :

1 G ′ � d-ðåãóëÿðíûé, ñ ïåòëÿìè ïðè êàæäîé âåðøèíå, è

λ(G ′) ≤ λ < d .

2 G ′ èìååò òîò æå àëôàâèò, ÷òî è G è size(G ′) = O(size(G )).

3 β1UNSAT (G ) ≤ UNSAT (G ′) ≤ UNSAT (G ).

Ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîãî ãðàôà ïðîèçâîäèì â 2 ýòàïà

G 7→ prep1(G ) 7→ prep2(prep1(G )) (= prep(G )).
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

Ãðàôû-ðàñøèðèòåëè

Ïóñòü G = (V ,E ) � d-ðåãóëÿðíûé ãðàô, ñîïîñòàâèì

V ⊇ S 7→ E (S) = |(S × (V \ S)) ∩ E |

âåëè÷èíó ðàçðåçà, ïîðîæäàåìîãî S . Ðåáåðíûì ðàñøèðåíèåì

(edge expansion) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

h(G ) = min
S⊆V ,|S |≤|V |/2

E (S)

|S |
.

Ñåìåéñòâî d-ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ {Xn} ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ
ñåìåéñòâîì ðàñøèðèòåëåé ñ ïàðàìåòðîì h, åñëè h(Xn) ≥ h.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

prep1(G )

Ïîñòðîåíèå

Ïóñòü G = ((V ,E),Σ, C) � îêðàøåííûé ãðàô. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû d0

è h0 è îïðåäåëèì ãðàô G ′ = ((V ′,E ′),Σ, C′) = prep1(G) ïî ïðàâèëàì:

1 âåðøèíû: V 3 v 7→ [v ] = {(v , e)| e ∈ E , v ∈ e}, V ′ =
⋃

v∈V [v ].

2 ðåáðà: êàæäîìó v ∈ V ñîïîñòàâèì d0-ðåãóëÿðíûé ãðàô Xv ñ
âåðøèíàìè [v ] è h(Xv ) ≥ h0. Ïîëîæèì E ′ = E1 ∪ E2, ãäå

E1 =
⋃
v∈V

E(Xv ) è E2 = {{(v , e), (v ′e)}| e = {v , v ′} ∈ E}.

3 îãðàíè÷åíèÿ: C′ = {c(e′)}e′∈E ′ , ãäå

c(e′) =

{
{(a, a)| a ∈ Σ}, åñëè e′ ∈ E1,
c(e), åñëè e′ = {(v , e), (v ′, e)} ∈ E2.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

prep1(G )

Ïîñòðîåíèå

Ïóñòü G = ((V ,E),Σ, C) � îêðàøåííûé ãðàô. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû d0

è h0 è îïðåäåëèì ãðàô G ′ = ((V ′,E ′),Σ, C′) = prep1(G) ïî ïðàâèëàì:

1 âåðøèíû: V 3 v 7→ [v ] = {(v , e)| e ∈ E , v ∈ e}, V ′ =
⋃

v∈V [v ].

2 ðåáðà: êàæäîìó v ∈ V ñîïîñòàâèì d0-ðåãóëÿðíûé ãðàô Xv ñ
âåðøèíàìè [v ] è h(Xv ) ≥ h0. Ïîëîæèì E ′ = E1 ∪ E2, ãäå

E1 =
⋃
v∈V

E(Xv ) è E2 = {{(v , e), (v ′e)}| e = {v , v ′} ∈ E}.

3 îãðàíè÷åíèÿ: C′ = {c(e′)}e′∈E ′ , ãäå

c(e′) =

{
{(a, a)| a ∈ Σ}, åñëè e′ ∈ E1,
c(e), åñëè e′ = {(v , e), (v ′, e)} ∈ E2.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

prep1(G )

Ïîñòðîåíèå

Ïóñòü G = ((V ,E),Σ, C) � îêðàøåííûé ãðàô. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû d0

è h0 è îïðåäåëèì ãðàô G ′ = ((V ′,E ′),Σ, C′) = prep1(G) ïî ïðàâèëàì:

1 âåðøèíû: V 3 v 7→ [v ] = {(v , e)| e ∈ E , v ∈ e}, V ′ =
⋃

v∈V [v ].

2 ðåáðà: êàæäîìó v ∈ V ñîïîñòàâèì d0-ðåãóëÿðíûé ãðàô Xv ñ
âåðøèíàìè [v ] è h(Xv ) ≥ h0. Ïîëîæèì E ′ = E1 ∪ E2, ãäå

E1 =
⋃
v∈V

E(Xv ) è E2 = {{(v , e), (v ′e)}| e = {v , v ′} ∈ E}.

3 îãðàíè÷åíèÿ: C′ = {c(e′)}e′∈E ′ , ãäå

c(e′) =

{
{(a, a)| a ∈ Σ}, åñëè e′ ∈ E1,
c(e), åñëè e′ = {(v , e), (v ′, e)} ∈ E2.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

prep1(G )

Ïîñòðîåíèå

Ïóñòü G = ((V ,E),Σ, C) � îêðàøåííûé ãðàô. Çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû d0

è h0 è îïðåäåëèì ãðàô G ′ = ((V ′,E ′),Σ, C′) = prep1(G) ïî ïðàâèëàì:

1 âåðøèíû: V 3 v 7→ [v ] = {(v , e)| e ∈ E , v ∈ e}, V ′ =
⋃

v∈V [v ].

2 ðåáðà: êàæäîìó v ∈ V ñîïîñòàâèì d0-ðåãóëÿðíûé ãðàô Xv ñ
âåðøèíàìè [v ] è h(Xv ) ≥ h0. Ïîëîæèì E ′ = E1 ∪ E2, ãäå

E1 =
⋃
v∈V

E(Xv ) è E2 = {{(v , e), (v ′e)}| e = {v , v ′} ∈ E}.

3 îãðàíè÷åíèÿ: C′ = {c(e′)}e′∈E ′ , ãäå

c(e′) =

{
{(a, a)| a ∈ Σ}, åñëè e′ ∈ E1,
c(e), åñëè e′ = {(v , e), (v ′, e)} ∈ E2.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

Îáîñíîâàíèå prep1(G )

Ïðåäëîæåíèå

G ′ = prep1(G) � (d0 + 1)-ðåãóëÿðíûé îêðàøåííûé ãðàô, |V ′| ≤ 2|E | è äëÿ
íåêîòîðîãî c = c(d0, h0) > 0,

c × UNSAT (G) ≤ UNSAT (G ′) ≤ UNSAT (G).

Áîëåå òîãî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàñêðàñêè σ′ : V ′ → Σ,
ðàñêðàñêà σ : V → Σ, îïðåäåëåííàÿ ïðàâèëîì

σ(v) = arg max
a∈Σ
{Pr(σ′(v , e) = a) | (v , e) ∈ [v ]},

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ c × UNSATσ(G) ≤ UNSATσ′(G ′).
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðåãóëÿðíîñòü (ïðè d = d0 + 1) è îöåíêà äëÿ ÷èñëà âåðøèí �
î÷åâèäíû.
Äëÿ îáîñíîâàíèÿ UNSAT (G ′) ≤ UNSAT (G):

(σ : V → Σ) 7→ (σ′ : V ′ → Σ) : σ′(v , e) = σ(v),

ïîýòîìó,

UNSATσ′(G ′) =
UNSATσ(G)|E2|
|E1|+ |E2|

≤ UNSATσ(G).

Çàìåòèì, ÷òî |E ′| ≤ d |E |. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâ. îêðàñêó σ′ : V ′ → Σ
è îïðåäåëèì σ ïî ïðàâèëó èç óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ.

Ïóñòü F ⊆ E è F ′ ⊆ E2 � ïîäìíîæåñòâà ðåáåð, íàðóøàþùèõ îêðàñêó
σ è σ′, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäàäèì

V ′ ⊃ S =
⋃
v∈V

{
(v , e) ∈ [v ] | σ′(v , e) 6= σ(v)

}
.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü e = {v , v ′} ∈ F . Òîãäà äëÿ e′ = {(v , e), (v ′e)} ëèáî e′ ∈ F ′, ëèáî
e ∩ S 6= Ø. Ïîýòîìó, åñëè UNSATσ(G) = |F |/|E | = α, òî
|F ′|+ |S | ≥ |F | = α|E |. Âîçìîæíû 2 âàðèàíòà:

1 |F ′| ≥ α
2
|E |. Òîãäà |F ′| ≥ α

2d
|E ′| è UNSATσ′(G ′) ≥ UNSATσ(G)/2d .

2 |F ′| < α
2
|E |, òîãäà |S | ≥ α

2
|E |. Ïóñòü Sv = [v ] ∩ S .

Sv =
·
∪a∈Σ Sv,a, Sv,a =

{
(v , e) ∈ Sv | σ′(v , e) = a

}
,

ïðè ýòîì |Sv,a| ≤ |[v ]|/2 (ïî âûáîðó σ.) Ò.ê. Xv � ðàñøèðèòåëü,
E(Sv,a) ≥ h0|Sv,a|. Âñå ðåáðà, ïîêèäàþùèå Sv,a, íàðóøàþò
îãðàíè÷åíèå ðàâåíñòâà îêðàñêè, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ìèí.

h0

2
Σv |S ∩ [v ]| =

h0

2
|S | ≥ αh0

4
|E | ≥ αh0

4d
|E ′|

ðåáåð íàðóøàþò σ′, ò.å. UNSATσ′(G ′) ≥ h0
4d
UNSATσG .
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü e = {v , v ′} ∈ F . Òîãäà äëÿ e′ = {(v , e), (v ′e)} ëèáî e′ ∈ F ′, ëèáî
e ∩ S 6= Ø. Ïîýòîìó, åñëè UNSATσ(G) = |F |/|E | = α, òî
|F ′|+ |S | ≥ |F | = α|E |. Âîçìîæíû 2 âàðèàíòà:

1 |F ′| ≥ α
2
|E |. Òîãäà |F ′| ≥ α

2d
|E ′| è UNSATσ′(G ′) ≥ UNSATσ(G)/2d .

2 |F ′| < α
2
|E |, òîãäà |S | ≥ α

2
|E |. Ïóñòü Sv = [v ] ∩ S .

Sv =
·
∪a∈Σ Sv,a, Sv,a =

{
(v , e) ∈ Sv | σ′(v , e) = a

}
,

ïðè ýòîì |Sv,a| ≤ |[v ]|/2 (ïî âûáîðó σ.) Ò.ê. Xv � ðàñøèðèòåëü,
E(Sv,a) ≥ h0|Sv,a|. Âñå ðåáðà, ïîêèäàþùèå Sv,a, íàðóøàþò
îãðàíè÷åíèå ðàâåíñòâà îêðàñêè, ñëåäîâàòåëüíî, êàê ìèí.

h0

2
Σv |S ∩ [v ]| =

h0

2
|S | ≥ αh0

4
|E | ≥ αh0

4d
|E ′|

ðåáåð íàðóøàþò σ′, ò.å. UNSATσ′(G ′) ≥ h0
4d
UNSATσG .



Ââåäåíèå PCP-òåîðåìà Îñíîâíàÿ òåîðåìà Ëåììû Äîê-âî

Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

prep2(G ) I

Ïîñòðîåíèå

Ïóñòü G = ((V ,E ),Σ, C) � îêðàøåííûé ãðàô. Ñîïîñòàâèì åìó
ãðàô G ′ = prep2(G ) = ((V ,E ′),Σ, C′) ïî ïðàâèëó:

1 âåðøèíû: îñòàþòñÿ ïðåæíèìè

2 ðåáðà: ïóñòü X = (V ,E1) � d ′0-ðåãóëÿðíûé ðàñøèðèòåëü ñ
óñëîâèåì λ(X ) < λ0 < d ′0 è E2 = {{v , v} | v ∈ V }. Òîãäà
E ′ = E ∪ E1 ∪ E2 (äîï. êðàòíûå ðåáðà).

3 îãðàíè÷åíèÿ: íà ðåáðàõ E íàñëåäóþòñÿ èç G , íà âñåõ
îñòàëüíûõ � îòñóòñòâóþò.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðû ãðàôà

prep2(G ) II

Ïðåäëîæåíèå

Ñóùåñòâóþò ãëîáàëüíûå êîíñòàíòû d ′0 > λ0 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî d-ðåãóëÿðíîãî G ãðàô G ′ = prep2(G ) îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè:

1 G ′ � (d + d ′0 + 1)-ðåãóëÿðíûé, ñ ïåòëåé ïðè êàæäîé
âåðøèíå, λ(G ′) ≤ d + λ0 + 1 < deg(G ′);

2 size(G ′) = O(size(G )).

3 äëÿ ïðîèçâîëüíîé σ : V → Σ,

d

d + d ′0 + 1
UNSATσ(G ) ≤ UNSATσ(G ′) ≤ UNSATσ(G ).
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Óñèëåíèå çíà÷åíèÿ UNSAT

Ñòåïåíü ãðàôà

Ïóñòü G = ((V ,E ),Σ, C) � îêðàøåííûé ãðàô è t ∈ N.
Îïðåäåëèì G t :

ìíîæåñòâî âåðøèí îñòàåòñÿ ïðåæíèì

âåðøèíû u è v ñîåäèíåíû k êðàòíûìè äóãàìè, åñëè â ãðàôå G èõ
ñîåäèíÿåò ðîâíî k ìàðøðóòîâ (u = u0), u1, . . . , ut−1, (ut = v) äëèíû t.

àëôàâèò: Σddt/2e
. Ïóñòü

Γ(u) = {u′ ∈ V : (u = u0, u1, . . . , udt/2e = u′)− (ïîëó)ìàðøðóò â G},

ßñíî, ÷òî |Γ(u)| ≤ ddt/2e. Çíà÷åíèå a ∈ Σddt/2e
ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòîáðàæåíèå a : Γ(u)→ Σ (ìíåíèå u îá îêðàñêå
ñîñåäåé).

Îãðàíè÷åíèå, àññîö. ñ äóãîé 〈u, v〉 óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïàðîé (a, b),

a, b ∈ Σddt/2e
, åñëè ∃σ : Γ(u) ∪ Γ(v)→ Σ, óäîâëåòâîðÿþùåå êàæäîå

îãðàíè÷åíèå c(e), e ∈ E ∩ (Γ(u)× Γ(v)) è

∀u′ ∈ Γ(u), v ′ ∈ Γ(v), σ(u′) = au′ , σ(v ′) = bv′ .
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Óñèëåíèå çíà÷åíèÿ UNSAT

Ñòåïåíü ãðàôà

Ïóñòü G = ((V ,E ),Σ, C) � îêðàøåííûé ãðàô è t ∈ N.
Îïðåäåëèì G t :

ìíîæåñòâî âåðøèí îñòàåòñÿ ïðåæíèì
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àëôàâèò: Σddt/2e
. Ïóñòü

Γ(u) = {u′ ∈ V : (u = u0, u1, . . . , udt/2e = u′)− (ïîëó)ìàðøðóò â G},

ßñíî, ÷òî |Γ(u)| ≤ ddt/2e. Çíà÷åíèå a ∈ Σddt/2e
ìîæåò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòîáðàæåíèå a : Γ(u)→ Σ (ìíåíèå u îá îêðàñêå
ñîñåäåé).
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, åñëè ∃σ : Γ(u) ∪ Γ(v)→ Σ, óäîâëåòâîðÿþùåå êàæäîå

îãðàíè÷åíèå c(e), e ∈ E ∩ (Γ(u)× Γ(v)) è

∀u′ ∈ Γ(u), v ′ ∈ Γ(v), σ(u′) = au′ , σ(v ′) = bv′ .
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Ñòåïåíü ãðàôà (ïðîä.)

Lemma 5 (Îá óñèëåíèè)

Ïóñòü ôèêñèðîâàíû ÷èñëà 0 < λ < d è |Σ|. Íàéäåòñÿ ÷èñëî

β2 = β2(λ, d , |Σ|) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ N è äëÿ

êàæäîãî d-ðåãóëÿðíîãî îêðàøåííîãî ãðàôà G = ((V ,E ),Σ, C) ñ

ïåòëÿìè ïðè êàæäîé âåðøèíå è λ(G ) ≤ λ,

UNSAT (G t) ≥ β2

√
t min

(
UNSAT (G ),

1

t

)
.
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Êîìïîçèöèÿ

Òåñòåð íàáîðà èñòèííîñòè

Îïðåäåëåíèå

Òåñòåðîì íàáîðà èñòèííîñòè ñ àëôàâèòîì Σ0 è âåðîÿòíîñòüþ
îòêàçà ε > 0 íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì P, ïðèíèìàþùèé íà âõîä
áóëåâó ôîðìóëó Φ íàä ìíîæåñòâîì áóëåâûõ ïåðåìåííûõ X è
ãåíåðèðóþùèé îêðàøåííûé ãðàô G = ((V ,E ),Σ0, C) òàê, ÷òî
X ⊂ V è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Ïóñòü V ′ = V \ X è
a : X → {0, 1} ⊂ Σ0.

åñëè a ∈ SAT (Φ), íàéäåòñÿ ïðîäîëæåíèå b : V ′ → Σ0,
òàêîå, ÷òî UNSATa∪b(G ) = 0;

åñëè a 6∈ SAT (Φ), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî b : V ′ → Σ0,
UNSATa∪b(G ) ≥ εrdist(a, SAT (Φ)).
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Êîìïîçèöèÿ

Ñóïåðïîçèöèÿ (ïðîä.)

Lemma 6

Äîïóñòèì ñóùåñòâîâàíèå òåñòåðà P íàáîðà èñòèííîñòè ñ

àëôàâèòîì Σ0 = O(1) è âåðîÿòíîñòüþ îòêàçà ε > 0. Òîãäà
íàéäåòñÿ ÷èñëî β3 = β3(P) òàêîå, ÷òî ïðîèçâîëüíîìó

îêðàøåííîìó ãðàôó G = ((V ,E ),Σ, C) çà ëèíåéíîå âðåìÿ

ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí ãðàô G ′ : size(G ′) = c(P, |Σ|)size(G )
íàä Σ0 òàêîé, ÷òî

β3UNSAT (G ) ≤ UNSAT (G ′) ≤ UNSAT (G ).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

Êàê ïîêàçàíî âûøå, äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G NP-òðóäíî
ðàçëè÷èòü ñëó÷àè UNSAT (G ) = 0 è UNSAT (G ) ≥ 1/|E |
(äàæå ïðè |Σ| = 3).

Ïîëîæèì G0 = G è Gi � ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ëåìì 5 è 6
ê Gi−1. Òîãäà Σi = Σ0, size(Gi ) ≤ C i size(G0) = poly(n).

Ïîëíîòà � î÷åâèäíà, UNSAT (G0) = 0⇒ UNSAT (Gi ) = 0.

Ïóñòü òåïåðü UNSAT (G0) ≥ 1/|E0|, è ïóñòü k ≥ log(|E0|).
Åñëè ∃i < k , UNSAT (Gi ) ≥ α/2, òî äëÿ âñåõ j > i ,
UNSAT (Gj) ≥ α.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

UNSAT (Gi ) ≥ min(2iUNSAT (G0), α) = 2iUNSAT (G0),

ñëåäîâàòåëüíî, UNSAT (Gk) ≥ 2kUNSAT (G0) ≥ 1 > α, ïî
âûáîðó k .
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