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We consider the competitive facility location problem that is bilevel integer programming problem. The way
of constraction a lower and an upper bounds for the optimal value of the objective function and local search
algorithm for finding an approximate solution are proposed.
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Для задачи конкурентного размещения предприятий, являющейся задачей двухуровневого целочисленного
программирования предлагается способ вычисления нижней и верхней границ значений целевой функции
и алгоритм вычисления приближенного решения, представляющий собой процедуру локального поиска по
обобщенной окрестности.

Рассматривается задача, являющаяся обобще-
нием хорошо известной задачи размещения пред-
приятий (средств обслуживания) на максимум [1].
В этой модели, в отличие от классической задачи
размещения предприятии, имеется две сопернича-
ющие стороны (Лидер и Последователь), которые
открывают свои предприятия, преследуя цель мак-
симизации своей прибыли. При этом каждый по-
требитель, исходя из собственных предпочтений,
среди открытых предприятий выбирает наилучшее
и приносит тем самым доход одной из сторон. По
аналогии с игрой Штакельберга [8] процесс приня-
тия решений в данной модели представляется со-
стоящим из трех этапов. На первом этапе Лидер
открывает свои предприятия. На втором этапе По-
следователь, зная размещения предприятий Лиде-
ра, открывает свои предприятия. Наконец, на тре-
тьем этапе каждый потребитель, имея информа-
цию обо всех открытых предприятиях, выбирает
наилучшее.

Литературу, в которой обсуждаются различные
математические постановки, формализующие ука-
занный трехэтапный процесс, и различные концеп-
ции оптимальности в настоящее время можно счи-
тать обширной [3, 5-7]. В тоже время предложения
по построению работоспособных алгоритмов реше-
ния задач конкурентного размещения практически
отсутствуют. В [2] дана формулировка задачи кон-
курентного размещения предприятий в виде за-
дачи двухуровневого целочисленного программи-
рования [4] и предложен метод построения верх-
ней оценки целевой функции для ”линейного” слу-
чая задачи. В настоящей работе метод построения
верхней оценки распространяется на более общий
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случай и предлагается алгоритм улучшения при-
ближенного решения, получаемого одновременно с
вычислением верхней границы.

Формулировка задачи
Обозначим через I = {1, . . . , m} множество

предприятий (возможных мест размещения пред-
приятий), а через J = {1, . . . , n} — множество по-
требителей. Считаем, что для всякого i ∈ I заданы
величины fi и gi равные фиксированным затратам
на открытие предприятия i соответственно Лиде-
ром и Последователем. Для i ∈ I и j ∈ J через pij

обозначим величину дохода, получаемого предпри-
ятием i при обслуживании потребителя j. Считаем,
что для всякого j ∈ J на множестве I задано от-
ношение порядка Âj , показывающее предпочтения
потребителя j при выборе им предприятия. Отно-
шение i Âj k для i, k ∈ I означает, что из двух
открытых предприятий i и k потребитель j выбе-
рет предприятие i. Считаем также, что отношение
i <j k для i, k ∈ I означает, что либо i Âj k, либо
i = k.

Для формальной записи задачи используем сле-
дующие переменные:

xi — переменная, показывающая открывает или
нет Лидер предприятие i ∈ I; xi = 1, если откры-
вает и xi = 0, если нет;

xij — переменная, показывающая является ли
предприятие i ∈ I наилучшим для потребителя j ∈
J среди всех предприятий, открытых Лидером.

zi — переменная, показывающая открывает или
нет Последователь предприятие i ∈ I; zi = 1, если
открывает и zi = 0, если нет;

zij — переменная, показывающая является ли
предприятие i ∈ I, открытое Последователем, наи-
лучшим для потребителя j ∈ J среди всех пред-
приятий, открытых Лидером и Последователем.
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С использованием указанных переменных и вве-
денных обозначений задача конкурентного разме-
щения предприятий записывается как следующая
задача двухуровневого целочисленного программи-
рования:

max
(xi),(xij)

{−
∑

i∈I

fixi+
∑

j∈J

(
∑

i∈I

pijxij)(1−
∑

i∈I

z̃ij)}; (1)

xi +
∑

k|iÂjk

xkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J ; (2)

xi > xij , i ∈ I, j ∈ J ; (3)

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J ; (4)

((z̃i), (z̃ij)) — оптимальное решение задачи: (5)

max
(zi),(zij)

{−
∑

i∈I

gizi +
∑

i∈I

∑

j∈J

pijzij}; (6)

xi + zi +
∑

k|iÂjk

zkj 6 1, i ∈ I, j ∈ J ; (7)

zi > zij , i ∈ I, j ∈ J ; (8)

zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J ; (9)

Эта задача, как и всякая задача двухуровневого
программирования, включает задачу первого уров-
ня (1)–(4), которую будем обозначать через L, и
задачу второго уровня (6)–(9), которую будем обо-
значать через F . Для задачи (1)–(9) будем исполь-
зовать обозначение (L,F ).

Обозначим через X = ((xi), (xij)) допустимое
решение задачи L, а через Z̃ = ((z̃i), (z̃ij)) опти-
мальное решение задачи F при фиксированном до-
пустимом решении X. Пару (X, Z̃) будем называть
допустимым решением задачи (L,F ). Обозначим
через L(X, Z̃) значение целевой функции (1) на до-
пустимом решении (X, Z̃).

Далее будем считать, что Последователь при
выборе своего наилучшего решения руководству-
ется правилом так называемого некооперативного
поведения, когда из всех оптимальных решений за-
дачи F выбирается такое, при котором значение це-
левой функции задачи (L,F ) наименьшее.

При фиксированном допустимом решении X
задачи L оптимальное решение Z задачи F бу-
дем называть оптимальным некооперативным ре-
шением, если для всякого оптимального решения
Z̃ задачи F выполняется неравенство L(X, Z) 6
L(X, Z̃). Допустимое решение (X, Z) задачи (L,F )

назовем допустимым некооперативным решени-
ем, если Z — оптимальное некооперативное реше-
ние задачи F . Допустимое некооперативное реше-
ние (X∗, Z

∗
) задачи (L,F ) назовем оптимальным

некооперативным решением, если для любого до-
пустимого некооперативного решения (X, Z) зада-
чи (L,F ) выполняется неравенство L(X∗, Z

∗
) >

L(X, Z). При этом величину L(X∗, Z
∗
) будем на-

зывать оптимальным значением целевой функции
задачи (L,F ).

Допустимое некооперативное решение (X, Z)
задачи (F,L) будем называть также приближен-
ным решением задачи (L,F ). Понятно, что при-
ближенное решение (X, Z) задачи (L,F ) можно по-
строить по допустимому решению X задачи L. Со-
ответствующее оптимальное некооперативное ре-
шение Z задачи F определяется с помощью ал-
горитма, состоящего из двух этапов. На этапе 1
при фиксированном решении X решается задача
F и вычисляется оптимальное значение ее целевой
функции, а на этапе 2 с использованием этой вели-
чины определяется оптимальное некооперативное
решение задачи F .

Верхняя граница для оптимального
значения целевой функции задачи
(L, F )
При построении верхней границы будем допол-

нительно предполагать, что для всякого j ∈ J ве-
личины pij , i ∈ I, обладают свойством невозрас-
тания относительно порядка Âj , т.е. для любых
i, k ∈ I таких, что i Âj k выполняется неравенство
pij > pkj .

Для всякого j ∈ J определим множества Ij ⊂ I,
с использованием которых будет построена иско-
мая верхняя граница. Для этого при фиксирован-
ном j0 ∈ J сформулируем условия, позволяющие
для всякого i ∈ I выяснить i ∈ Ij0 или i /∈ Ij0 . Для
i ∈ I рассмотрим множества

N(i) = {k ∈ I | k Âj0 i},
J(i) = {j ∈ J | i <j k для всякого k /∈ N(i)}.

Заметим, что J(i) 6= Ø поскольку j0 ∈ J(i).
Если N(i) = Ø, то считаем по определению, что

i ∈ Ij0 . Пусть N(i) 6= Ø. Для всякого k ∈ N(i)
построим множество

J(k, i) = {j ∈ J | k Âj i}.
Считаем, что i ∈ Ij0 , если для каждого k ∈ N(i)
выполняется неравенство

gk >
∑

j∈J(k,i)

pkj ,

и i /∈ Ij0 , если найдется k ∈ N(i), для которого
указанное неравенство нарушается.



Алгоритм локального поиска для задачи конкурентного размещения предприятий (ИОИ-8) 3

Содержательный смысл множества Ij поясня-
ет следующая лемма, устанавливающая, что если
Лидер планирует получить доход от потребителя
j ∈ J и при этом не открывает ни одного пред-
приятия из множества Ij , то потребитель j будет
”захвачен” Последователем.

Лемма 1. При любом допустимом некоопера-
тивном решении (X, Z), X = ((xi), (xij)), Z =
= ((zi), (zij)), для всякого j0 ∈ J , такого что
pi0j0xi0j0 > 0 для некоторого i0 /∈ Ij0 , выполняется
неравенство

∑
i∈I

zij0 = 1.

Отсюда получаем
Лемма 2. При любом допустимом некоопера-

тивном решении (X, Z), X = ((xi), (xij)), Z =
= ((zi), (zij)), для всякого j ∈ J выполняется нера-
венство

(
∑

i∈I

pijxij)(1−
∑

i∈I

zij) 6 max
i∈Ij

pijxi.

Определим матрицу (hij), i ∈ I, j ∈ J , положив

hij =

{
1, если i ∈ Ij ,

0, иначе.

Теорема 1. Величина

max
(xi)

{−
∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

max
i|xi=1

pijhij}

является верхней границей для оптимального зна-
чения целевой функции задачи (L,F ).

Из сказанного следует, что вычисление верхней
границы сводится к решению классической задачи
размещения предприятий на максимум вида

max
(xi),(xij)

{−
∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

∑

i∈I

pijhijxij};

∑

i∈I

xij 6 1, j ∈ J ;

xi > xij , i ∈ I, j ∈ J ;

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Если X∗ = ((x∗i ), (x
∗
ij)) — оптимальное решение

этой задачи, то в силу свойства невозрастания ве-
личин pij , i ∈ I, при фиксированном j ∈ J это ре-
шение можно считать допустимым решением зада-
чи L, которое порождает допустимое некооператив-
ное решение задачи (L,F ), определяющее нижнюю
границу для оптимального значения целевой функ-
ции задачи (L,F ).

Алгоритм построения приближенно-
го решения задачи (L, F )

Выше отмечено, что в качестве приближенного
решения задачи (L, F ) можно рассматривать лю-
бое допустимое решение X задачи L. Значение це-
левой функции задачи (L,F ) на соответствующем
допустимом некооперативном решении (X, Z) опре-
деляется по решению X однозначно. Кроме того,
само допустимое решение X = ((xi), (xij)) задачи
L полностью определяется (0,1)-вектором x = (xi).
В силу этого задачу (L,F ) можно рассматривать
как задачу максимизации псевдобулевой функции
f(x), x ∈ Bm, значение которой на (0,1)-векторе x
есть значение целевой функции задачи (L,F ) на
соответствующем допустимом некооперативном ре-
шении.

Общепринятым подходом к отысканию прибли-
женного решения задачи максимизации псевдобу-
левой функции f(x) является использование проце-
дуры локального поиска [1] по некоторой заданной
окрестности N(x) ⊂ Bm. Результатом работы этой
процедуры является локально-оптимальное реше-
ние x0, т.е. такое решение, что f(x0) > f(x) для
всякого x ∈ N(x0). При этом в качестве окрестно-
сти N(x) используются следующие множества:

N1(x) = {y ∈ Bm | d(x, y) = 1},

N2(x) = {y ∈ Bm | d(x, y) = 2, d(0, x) = d(0, y},
N3(x) = N1(x) ∪N2(x),

где d(x, y) — расстояние Хэмминга.
В нашем случае локальный поиск по ”широ-

кой” окрестности, например окрестности N3(x) мо-
жет оказаться трудоемким, поскольку вычисле-
ние значения функции f(x) является трудоемкой
процедурой. Поэтому для построения локально-
оптимального решения используется окрестность
N0(x) ⊂ N3(x) специального вида, включающая в
себя m ”перспективных” вариантов изменения те-
кущего решения x.

Таким образом, для построения приближенно-
го решения может быть использована стандартная
процедура локального поиска по окрестности N0(x)
с начальным решением x∗, получаемым одновре-
менно с вычислением верхней границы. Однако та-
кое приближенное решение x0 является наилучшим
в сравнении только с относительно небольшим чис-
лом решений — элементами множества N0(x).

В предлагаемой модификации стандартной про-
цедуры локального поиска используется обоб-
щенная окрестность Ñ0(x0), определяемая для
локально-оптимальных решений x0 и включающая
локально-оптимальные решения ”окружающие” ре-
шение x0.

Пусть задана окрестность N0(x) и пусть x0

— локально-оптимальное решение относительно
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окрестности N0(x). Обобщенная окрестность Ñ0(x)
содержит не более m элементов и включает в се-
бя локально-оптимальные решения x̃k

0 , k ∈ I, кото-
рые определяются по решению x0 следующим об-
разом. При фиксированном k ∈ I рассмотрим на-
ряду с окрестностью N0(x) окрестность Nk

0 (x) =
= {y ∈ N0(x) | yk = xk} и (0,1)-вектор yk =
= (yk

1 , . . . , yk
m), отличающийся от решения x0 =

= (x01, . . . , x0m) только тем, что yk
k = 1 − x0k. Ис-

пользуя вектор yk в качестве начальной точки, по-
средством процедуры локального поиска по окрест-
ности Nk

0 (x) определяется решение yk
0 . Далее по

этому решению посредством процедуры локально-
го поиска по окрестности N0(x) строится локально-
оптимальное решение x̃k

0 . В целом получаем

Ñ0(x0) = {y ∈ Bm | y = x̃k
0 , для некоторого k ∈ I}.

Отметим, что для различных k ∈ I получае-
мые локально-оптимальные решения x̃k

0 могут сов-
падать друг с другом и с исходным локально-
оптимальным решением x0. Поэтому число элемен-
тов в множестве Ñ0(x0) может быть меньше чем m.

Алгоритм локального поиска по обобщенной
окрестности Ñ0(x0) состоит из предварительного
шага и некоторого числа однотипных основных ша-
гов.

На предварительном шаге посредством стан-
дартной процедуры локального поиска по окрест-
ности N0(x), начиная с решения x∗, определяется
локально-оптимальное решение x0.

На каждом основном шаге имеется текущее
локально-оптимальное решение x0. Шаг состоит
в последовательном построении для всякого k ∈
I локально-оптимального относительно окрестно-
сти N0(x) решения x̃k

0 и отыскании среди элемен-
тов множества Ñ0(x0) локально-оптимального ре-
шения лучше чем x0. Если найти такое решение
не удается, то алгоритм заканчивает работу. В
противном случае начинается следующий основной
шаг.

Проведенные вычислительные эксперименты на
некоторых классах задач конкурентного размеще-
ния предприятий размерности m = 20 ÷ 40, n =
= 20 ÷ 40 со случайным образом сформированны-
ми исходными данными показали, что локально-
оптимальное относительно окрестности N0(x) ре-
шение x0 существенно улучшает начальное прибли-
женное решение x∗, получаемое в результате вы-
числения верхней границы, а использование обоб-
щенной окрестности Ñ0(x0) в подавляющем боль-
шинстве примеров позволяет получить оптималь-
ное решение.

Выводы
Построены алгоритмы, позволяющие за прием-

лемое время получать верхнюю оценку значения

целевой функции задачи конкурентного размеще-
ния предприятий и ”хорошее” приближенное ре-
шение задачи. Предложенный способ вычисления
верхней границы может быть модифицирован на
случай, когда значения части переменных решения
(xi), i ∈ I, фиксированы. Это дает возможность ис-
пользовать данный подход для построения алго-
ритмов неявного перебора для нахождения опти-
мального решения задачи.
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