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Àííîòàöèÿ. Äëÿ çàäà÷è âûáîðà îïòèìàëüíîé ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ 0-1 ìàòðèöû ïðåäëîæåíû
òðè ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èñïîëüçóÿ
ýòè ôîðìóëèðîâêè, ïîëó÷åíû àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê îïòèìóìà.
Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâÿçíàÿ ìàòðèöà, æàäíûå àëãîðèòìû, ñæàòèå èíôîðìàöèè.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðèêëàäíóþ çàäà÷ó. Êèíîêîìïàíèÿ ïëàíèðóåò ñíÿòü ôèëüì. Îí ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýïèçîäîâ. Â êàæäûé äåíü ìîæåò ñíèìàòüñÿ òîëüêî îäèí ýïèçîä, è äëÿ êàæ-
äîãî ýïèçîäà äîñòàòî÷íî îäíîãî äíÿ. Â ýïèçîäàõ èãðàþò àêòåðû. Àêòåð ïðèåçæàåò â ñòóäèþ â
ñâîé ïåðâûé ñúåìî÷íûé äåíü è âûíóæäåí îñòàâàòüñÿ òàì äî ñâîåãî ïîñëåäíåãî ñúåìî÷íîãî äíÿ.
Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ïîðÿäîê ñúåìêè ýïèçîäîâ, ÷òîáû ñóììàðíîå ðàáî÷åå âðåìÿ àêòåðîâ áûëî
ìèíèìàëüíûì.

Ïóñòü 0-1 ìàòðèöà (aij) çàäàåò íåîáõîäèìûé ñîñòàâ àêòåðîâ äëÿ êàæäîãî ýïèçîäà, ò.å aij = 1,
åñëè àêòåð i èãðàåò â ýïèçîäå j è aij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ ìàòðèöû
çàäàåò ïîðÿäîê ñúåìêè ýïèçîäîâ è ñóììàðíîå ðàáî÷åå âðåìÿ êàæäîãî àêòåðà. Åñëè ñóùåñòâó-
åò ïåðåñòàíîâêà ñòîëáöîâ, ïðè êîòîðîé â êàæäîé ñòðîêå åäèíèöû èäóò ïîäðÿä, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ìàòðèöà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè [7]. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ ñâÿçíîñòè ìàòðèöû ðåøàåò-
ñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [1, 2, 6]. Åñëè æå ìàòðèöà íå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, òî çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ñâÿçíîé ïîäìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé [1].

Çàäà÷à î ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ ìàòðèöû òåñíî ñâÿçàíà ñ ñæàòèåì è õðàíåíèåì èíôîðìàöèè.
Åñëè ìàòðèöà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè, òî íóæíî õðàíèòü íóëè, êîòîðûå íàðóøàþò
ýòó ñâÿçíîñòü, ò.å. îêíà â ðàñïèñàíèè àêòåðîâ. Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ïåðåñòàíîâêè
ñòîëáöîâ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì îêîí. Ýòà çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Â [3] ïðåäëîæåí
ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ âçâåøåííîé âåðñèè ýòîé çàäà÷è. Â [9] äëÿ íåå ðàçðàáîòàí
ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì. Ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû èññëåäîâàëèñü â [11], îäíàêî ìíîãèå èç íèõ
ïðèâîäÿò ê ðåøåíèÿì ñ áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ òðè ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíè ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü êîììåð÷åñêîå ïðîãðàììíîå îáåñ-
ïå÷åíèå äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ýòè ôîðìóëèðîâêè ïðèâîäÿò ê áîëüøîìó ðàçðûâó
öåëî÷èñëåííîñòè è, êàê ñëåäñòâèå, ïîçâîëÿþò ðåøàòü çàäà÷è òîëüêî ìàëîé ðàçìåðíîñòè.
Ïðèìåðû ñ 15 ýïèçîäàìè è 15 àêòåðàìè äàæå çà 24 ÷àñà ìàøèííîãî âðåìåíè íå ïîääàþòñÿ
òî÷íîìó ðåøåíèþ ïàêåòîì CPLEX 11.0 íà PC ñ ïðîöåññîðîì 2.8 ÃÃö. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå
ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê, èñïîëüçóþùèõ CPLEX äëÿ
âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
I = {1, . . . , I} � ìíîæåñòâî àêòåðîâ,
J = {1, . . . ,J} � ìíîæåñòâî ýïèçîäîâ,
T = {1, . . . ,T} � ìíîæåñòâî äíåé äëÿ ñúåìêè ôèëüìà, T = J.

Ïåðåìåííûå çàäà÷è:

xjt =

{
1, åñëè ýïèçîä j ñíèìàåòñÿ â äåíü t,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

si ≥ 0, öåëûå � ïåðâûé ðàáî÷èé äåíü àêòåðà i,
fi ≥ 0, öåëûå � ïîñëåäíèé ðàáî÷èé äåíü àêòåðà i.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è â òåðìè-
íàõ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
∑

i∈I

(fi − si + 1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: ∑

j∈J

xjt = 1, t ∈ T,

∑

t∈T

xjt = 1, j ∈ J,

fi ≥
∑

t∈T

taijxjt, i ∈ I, j ∈ J,

si ≤
∑

t∈T

taijxjt, i ∈ I, j ∈ J,

fi − si ≥
∑

j∈J

aij − 1, i ∈ I,

xjt ∈ {0, 1}, fi ≥ 1, si ≥ 1, öåëûå, j ∈ J, t ∈ T, i ∈ I.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿåò ñóììàðíîå ðàáî÷åå âðåìÿ àêòåðîâ. Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå òðå-
áóåò íàçíà÷èòü íà êàæäûé äåíü ðîâíî îäèí ýïèçîä. Âòîðîå îãðàíè÷åíèå òðåáóåò äëÿ êàæäîãî
ýïèçîäà îäèí ðàáî÷èé äåíü. Òðåòüå è ÷åòâåðòîå îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëÿþò ïåðâûé è ïîñëåäíèé
ðàáî÷èé äåíü êàæäîãî àêòåðà. Ïÿòîå îãðàíè÷åíèå çàäàåò ìèíèìàëüíûå çàòðàòû íà êàæäîãî èç
àêòåðîâ. Ýòî îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì è óëó÷øàåò íèæíþþ îöåíêó ïðè ðåëàêñà-
öèè öåëî÷èñëåííûõ îãðàíè÷åíèé.

Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à èìååò 2I+JT ïåðåìåííûõ è J+I+T+2IJ îãðàíè÷åíèé. Íàëè÷èå áîëüøèõ
êîýôôèöèåíòîâ â òðåòüåì è ÷åòâåðòîì îãðàíè÷åíèÿõ âûçûâàåò æåëàíèå ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå
ïåðåìåííûå è ïðåäñòàâèòü çàäà÷ó ñ êîýôôèöèåíòàìè 0 èëè 1.

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå:

yit =

{
1, åñëè àêòåð i íàõîäèòñÿ â ñòóäèè â äåíü t,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

zit =

{
1, åñëè àêòåð i èãðàåò õîòÿ áû â îäíîì ýïèçîäå ïîñëå äíÿ t,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min
∑

i∈I

∑

t∈T

yit



ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
yit ≥

∑

j∈J

aijxjt, i ∈ I, t ∈ T,

zit ≥
∑

j∈J

aijxjt′ , i ∈ I, t′, t ∈ T, t′ > t,

yit ≥ yit′ + zit − 1, i ∈ I, t′, t ∈ T, t′ < t,
∑

j∈J

xjt = 1, t ∈ T,

∑

t∈T

xjt = 1, j ∈ J,

xjt ∈ {0, 1}, yit ∈ {0, 1} zit ∈ {0, 1}, j ∈ J, t ∈ T, i ∈ I.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è ðàíüøå. Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå òðåáóåò
íàëè÷èÿ àêòåðà â ñòóäèè, åñëè â ýòîò äåíü ñíèìàåòñÿ ýïèçîä ñ åãî ó÷àñòèåì. Âòîðîå îãðàíè÷åíèå
ïîêàçûâàåò ïîòðåáíîñòü â àêòåðå äëÿ îñòàâøèõñÿ ýïèçîäîâ. Âìåñòå ñ òðåòüèì îãðàíè÷åíèåì îíî
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, íóæíî ëè àêòåðó îñòàâàòüñÿ â ñòóäèè äëÿ ñúåìîê â ïîñëåäóþùèå äíè
èëè ýïèçîäû ñ åãî ó÷àñòèåì óæå çàêîí÷èëèñü. Îñòàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ âçÿòû èç ïðåäûäóùåé
ìîäåëè è ñîõðàíÿþò ñâîé ïðåæíèé ñìûñë. Íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà èìååò óæå 2IT+JT ïåðåìåííûõ
è J + T + IT + IT2 îãðàíè÷åíèé. Åå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0 èëè 1. Çíà÷èò äëÿ åå ðåøåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå îòñå÷åíèÿ çàäà÷è óïàêîâêè ìíîæåñòâà [10, 4, 5]. Ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëèðîâêà òàêæå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì è èñïîëüçóåò ïåðåìåííûå yit, zit, íî òåïåðü
îíè èìåþò äðóãîé ñìûñë:

yit =

{
1, åñëè àêòåð i äîëæåí ñíèìàòüñÿ â äåíü t èëè äî íåãî,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

zit =

{
1, åñëè àêòåð i äîëæåí ñíèìàòüñÿ â äåíü t èëè ïîñëå íåãî,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àêòåð i äîëæåí íàõîäèòüñÿ â ñòóäèè â äåíü t, åñëè è òîëüêî åñëè yit = zit = 1. Ïîëó÷àåì
ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è:

min
∑

i∈I

∑

t∈T

(yit + zit − 1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:
yit ≥

∑

j∈J

xjtaij , i ∈ I, t ∈ T,

zit ≥
∑

j∈J

xjtaij , i ∈ I, t ∈ T,

yit ≥ yit′ , t′, t ∈ T, t′ < t, i ∈ I,

zit ≤ zit′ , t′, t ∈ T, t′ < t, i ∈ I,

zit + yit ≥ 1 +
∑

j∈J

xjtaij , i ∈ I, t ∈ T,

∑

j∈J

xjt = 1, t ∈ T,

∑

t∈T

xjt = 1, j ∈ J,

xjt ∈ {0, 1}, yit ∈ {0, 1} zit ∈ {0, 1}, j ∈ J, t ∈ T, i ∈ I.



Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íå èçìåíèëà ñâîåãî ñìûñëà è ïî�ïðåæíåìó çàäàåò ñóììàðíîå ðàáî÷åå âðåìÿ
àêòåðîâ. Ïåðâîå è âòîðîå îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è òðåáóþò ïðèñóòñòâèÿ àêòåðîâ â äåíü ñúåìîê ýïè-
çîäîâ ñ èõ ó÷àñòèåì. Òðåòüå (÷åòâåðòîå) îãðàíè÷åíèå ãàðàíòèðóåò íåóáûâàíèå (íåâîçðàñòàíèå)
ïåðåìåííûõ yit (zit) ïî âðåìåíè. Ïÿòîå îãðàíè÷åíèå ãàðàíòèðóåò, ÷òî àêòåð ïîëó÷èò çàðïëàòó
â òîò äåíü, êîãäà îí ñíèìàåòñÿ. Ýòî îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì. Ïîñëåäíèå äâà
îãðàíè÷åíèÿ ïåðåøëè èç ïðåäøåñòâóþùèõ ïîñòàíîâîê. ×èñëî ïåðåìåííûõ çàäà÷è íå èçìåíè-
ëîñü, èõ ïî�ïðåæíåìó 2IT+JT. ×èñëî îãðàíè÷åíèé íåìíîãî âîçðîñëî, èõ ñòàëî J + T+3IT+IT2.

3. Íèæíèå îöåíêè

Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, èñïîëüçîâàíèå êîììåð÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ
ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è íàòàëêèâàåòñÿ íà ïðîáëåìó áîëüøîãî ðàçðûâà öåëî÷èñ-
ëåííîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü â ðàçðàáîòêå ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ è
îöåíêå êà÷åñòâà èõ ðàáîòû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê îïòèìóìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü,
íàïðèìåð, îöåíêè ëèíåéíûõ ðåëàêñàöèé ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëèðîâîê çàäà÷è. Îäíà-
êî îíè îêàçûâàþòñÿ íå ëó÷øå òðèâèàëüíîé íèæíåé îöåíêè ∑

i∈I

∑
j∈J aij . Äëÿ ïîâûøåíèÿ

íèæíåé îöåíêè ìîæíî ïîòðåáîâàòü öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ xjt, íî íå äëÿ âñåõ t, ÷òî
ñîîòâåòñòâîâàëî áû îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è, à òîëüêî äëÿ ìàëîé èõ ÷àñòè,
âûáðàííîé ñïåöèàëüíûì îáðàçîì. Â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ èññëåäîâàëèñü äâå ñòðàòåãèè:

Ñòðàòåãèÿ 1. Âûáðàòü t, äëÿ êîòîðîãî â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè x∗jt ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè
âåëè÷èíà maxj∈J x∗jt áûëà ìèíèìàëüíîé.

Ñòðàòåãèÿ 2. Âûáðàòü t, äëÿ êîòîðîãî â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè x∗jt ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà {j ∈ J | x∗jt > 0} áûëà ìàêñèìàëüíîé.

Îáå ñòðàòåãèè ñòàðàþòñÿ íàéòè ñòîëáåö, ãäå óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè íàðóøàåòñÿ â íàèáîëü-
øåé ñòåïåíè. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1. Êàæäàÿ ñòðî-
êà òàáëèöû ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ïðèìåðó ðàçìåðíîñòè I = J = 15. Êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû
(aij) ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3 íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ýëåìåíòîâ ïîëàãàëñÿ ðàâíûì 1. Ïåðâàÿ ÷àñòü òàá-
ëèöû (1 ñòîëáåö) ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè óñëîâèè öåëî÷èñëåííîñòè îäíîãî ñòîëáöà
ïî 1-é (MinMax) è 2-é (Max6= 0) ñòðàòåãèÿõ, à òàêæå íàèëó÷øóþ íèæíþþ îöåíêó (Max), ïîëó÷à-
åìóþ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïåðåáîðîì âñåõ ñòîëáöîâ. Íàðÿäó ñ íèæíåé îöåíêîé óêàçûâàåòñÿ âðåìÿ
ñ÷åòà äëÿ åå ïîëó÷åíèÿ. Ñòîëáåö Lp ïîêàçûâàåò òðèâèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó. Ïðåäñòàâëåííûå
ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî âûáîð îäíîãî ñòîëáöà ïî ëþáîìó ïðàâèëó ìàëî âëèÿåò íà âåëè÷èíó
íèæíåé îöåíêè. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü òàáëèöû ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû ïðè ôèêñàöèè äâóõ ñòîëáöîâ.
Íèæíÿÿ îöåíêà âîçðàñòàåò. Ïåðâàÿ ñòðàòåãèÿ ïîêàçûâàåò íàèõóäøèå ðåçóëüòàòû. Âòîðàÿ ñòðàòå-
ãèÿ ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì, ìàëî îòëè÷àþùèìñÿ îò ñòðàòåãèé áðàòü ïåðâûå äâà ñòîëáöà (1 è 2)
èëè ïåðâûé è ïîñëåäíèé (1 è 15). Ïî-âèäèìîìó, íà äàííîì êëàññå ñëåäóåò áðàòü íåñêîëüêî ðàçíûõ
ïàð è âûáèðàòü ëó÷øóþ èç íàéäåííûõ îöåíîê, ëèáî ôèêñèðîâàòü òðè ñòîëáöà èëè áîëüøå.

Òàáëèöà 1: Íèæíèå îöåíêè îïòèìóìà
1 ñòîëáåö 2 ñòîëáöà

� Lp MinMax Max 6= 0 Max MinMax Max6= 0 1 è 15 1 è 2
1 65 66 0:0 66 0:0 66 67 0:10 70 0:10 70 0:22 71 0:54
2 64 64 0:0 67 0:0 67 69 0:18 72 0:23 75 0:40 72 1:04
3 68 68 0:05 68 0:02 68 70 1:06 70 0:53 70 1:34 70 1:05



4. Âåðõíèå îöåíêè

Òàê êàê çàäà÷à ñ òðåáîâàíèåì öåëî÷èñëåííîñòè îäíîãî ñòîëáöà ìàòðèöû (xjt) ðåøàåòñÿ ëåã-
êî, òî ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé ïðîñòîé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Àëãîðèòì

1. Íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (x∗jt) ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè.
2. Âûáðàòü ñòîëáåö â ìàòðèöå (x∗jt) ñ äðîáíûìè çíà÷åíèÿìè.
3. Ðåøèòü çàäà÷ó ñ óñëîâèåì öåëî÷èñëåííîñòè äëÿ äàííîãî ñòîëáöà.
4. Çàôèêñèðîâàòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîãî ñòîëáöà, ñîêðàòèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è è
âåðíóòüñÿ íà øàã 2, åñëè îñòàâøååñÿ ÷èñëî ñòîëáöîâ íå ìåíüøå çàäàííîãî ïîðîãà T′.
5. Ðåøèòü òî÷íî çàäà÷ó ïðè T = T′.

Âûáîð ïàðàìåòðà T′ çàâèñèò îò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðà è ñëîæíîñòè ïðèìåðà. Â
Òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ T′. Â êà÷åñòâå ñòðàòåãèè âûáîðà
ñòîëáöà íà øàãå 2 èññëåäîâàëèñü ñëåäóþùèå äâà ïðàâèëà.

Ñòðàòåãèÿ 1. Âûáðàòü t, äëÿ êîòîðîãî â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè x∗jt ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè
âåëè÷èíà maxj∈J x∗jt áûëà ìàêñèìàëüíîé.

Ñòðàòåãèÿ 2. Âûáðàòü t, äëÿ êîòîðîãî â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè x∗jt ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà {j ∈ J | x∗jt > 0} áûëà ìèíèìàëüíîé.

Ñîãëàñíî ýòèì ñòðàòåãèÿì âûáèðàþòñÿ ñòîëáöû â êîòîðûõ ðåøåíèå íàèáîëåå áëèçêî ê öåëî-
÷èñëåííîìó. Ñòðîêè Òàáëèöû 2 ñîîòâåòñòâóþò òåì æå ïðèìåðàì, ÷òî è â Òàáëèöå 1. Ñòîëáöû
MaxMax ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîé ñòðàòåãèè. Ñòîëáöû Min6= 0 ñîîòâåòñòâóþò âòîðîé ñòðàòåãèè. Ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò ÷òî ïðè íåáîëüøèõ T′ ëó÷øå èñïîëüçîâàòü 1-þ ñòðàòåãèþ, à
ïðè áîëüøèõ T′ ïðèìåíÿòü 2-þ ñòðàòåãèþ.

Òàáëèöà 2: Âåðõíèå îöåíêè îïòèìóìà

T′ = 12 T′ = 10 T′ = 7 T′ = 5
� OPT MaxMax Min6= 0 MaxMax Min 6= 0 MaxMax Min 6= 0 MaxMax Min 6= 0
1 112 117 3:04 117 3:04 130 0:24 122 0:10 134 0:05 132 0:04 136 0:0 137 0:0
2 101 112 1:14 109 1:14 120 0:30 128 0:15 146 0:04 153 0:05 153 0:0 158 0:0
3 104 124 4:10 123 4:10 132 0:16 135 0:14 139 0:06 149 0:04 144 0:0 155 0:0

Çàìåòèì, ÷òî âðåìÿ ñ÷åòà ðåçêî ïàäàåò ïðè ôèêñàöèè äàæå íåáîëüøîãî ÷èñëà ñòîëáöîâ.
Âûáîð ñòîëáöîâ èãðàåò âàæíóþ ðîëü, òàê êàê âëèÿåò íà ðàçìåðíîñòü ïîëó÷àåìîé ïîäçàäà÷è.
Ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ, íåñìîòðÿ íà ñêðîìíûå ïîêàçàòåëè ïðè âû÷èñëåíèè íèæíèõ îöåíîê,
îêàçàëàñü óäèâèòåëüíî ïðîäóêòèâíîé.

Ñòðàòåãèÿ 3. Âûáðàòü ñíà÷àëà ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå t, à çàòåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.

Â Òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ýòîé ñòðàòåãèè. Ìàëàÿ ïîãðåøíîñòü (<5%)
äàæå ïðè T′ = 7 ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðîäóêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.



Òàáëèöà 3: Âåðõíèå îöåíêè îïòèìóìà

� OPT T′ = 13 T′ = 11 T′ = 9 T′ = 7
1 112 112 40:19 112 1:23 114 0:11 118 0:10
2 101 101 11:22 105 0:36 105 0:30 105 0:30
3 104 104 3:13 104 0:19 106 0:09 107 0:09

Àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü Àíòîíó Âàëåíòèíîâè÷ó Åðåìååâó çà ïðåäî-
ñòàâëåííóþ âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ â àëãåáðàè÷åñêîé
ìîäåëèðóþùåé ñèñòåìå GAMS.
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