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ЛОКАЛЬНЫЙ ПОИСК 
С ЧЕРЕДУЮЩИМИСЯ ОКРЕСТНОСТЯМИ 

Ю. Кочетов, Н. Младенович, П. Хансен 

Приводится обзор современных методов локального поиска, осно
ванных на идее чередующихся окрестностей. Показаны пути гибриди
зации этих методов с другими метаэвристиками. Приводятся примеры 
удачного применения данных методов при поиске дискретных струк
тур, существование которых казалось проблематичным. 

Введение 

Для решения задач дискретной оптимизации методы локального по
иска являются, по-видимому, наиболее естественными и наглядными. 
Впервые такие методы стали применяться в конце 50-х — начале 60-х 
годов прошлого века [12, 29, 90] и связаны в основном с задачей комми
вояжера. Позднее эти идеи использовались и для решения задач раз
мещения, построения сетей, расписаний и др. [83, 86, 65, 5]. Однако 
довольно быстро выяснилось, что простой локальный спуск не позво
ляет находить глобальный оптимум задачи, и отсутствие концептуаль
ного прогресса ослабило интерес к данному направлению. В последние 
15-20 лет наблюдается возрождение этого подхода. Оно связано как 
с новыми алгоритмическими схемами, построенными на аналогиях с жи
вой и неживой природой, так и с новыми теоретическими результатами 
в области локального поиска. Изменился общий взгляд на построение 
локальных алгоритмов. Требование монотонного улучшения по целевой 
функции больше не является доминирующим. При отказе от монотон
ности часто удается получать решения с меньшей погрешностью. Мно
гие алгоритмы могут рассматриваться как способ порождения конечных 
неразложимых цепей Маркова на подходящем множестве состояний. 

В настоящей статье приводится краткий обзор методов локального 
поиска, основанных на идее чередующихся окрестностей [78]. В разд. 1 
вводятся основные определения и дается краткое введение в теорию 
сложности задач поиска локальных оптимумов. Схемы локального по
иска с чередующимися окрестностями и гибридные схемы с другими 
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метазвристиками приводятся в разд. 2. В разд. 3 на примере задачи ком
мивояжера демонстрируются разные способы построения окрестностей 
и их свойства. Наконец, в разд. 4 на задачах из теории графов иллю
стрируются возможности данного подхода по обнаружению дискретных 
структур, существование которых представлялось проблематичным. 

1. Основные определения 

Пусть пара (J^, / ) задает индивидуальную задачу дискретной опти
мизации с конечным множеством допустимых решений J^ и целевой 
функцией / •.,-?—* R. Для определенности будем считать, что требуется 
найти минимум функции / на множестве J^ и само решение ж* £ J^, на 
котором этот минимум достигается. Решение ж* будем называть гло
бальным минимумом и множество глобальных минимумов будем обозна
чать через J^*. Для каждого х £ J^ определим функцию окрестности 
N : ,-? —> 2*^, которая для каждого допустимого решения задает мно
жество соседних решений, в некотором смысле близких к данному. Мно
жество N(x) будем называть окрестностью решения х в множестве <#. 
Функции окрестности могут быть достаточно разнообразными, а отно
шение соседства не всегда симметрично (см., например, [69, 100]). 

Решение х £ J^ называется локальным минимумом по отношению к 
функции N, если 

/ (ж) ^ f(y) для всех у £ N(x). 

Множество локальных минимумов обозначим через <#. Это мно
жество, очевидно, зависит от выбора функции N. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1. Функцию окрестности будем называть точной, 
если / С / * . 

Стандартный алгоритм локального спуска начинает работу с не
которого начального решения ж0, выбранного случайно или с помощью 
какого-либо вспомогательного алгоритма. На каждом шаге локального 
спуска происходит переход от текущего решения к соседнему решению 
с меньшим значением целевой функции до тех пор, пока не будет достиг
нут локальный оптимум. 

Алгоритмы локального поиска широко применяются для решения 
NP-трудных задач дискретной оптимизации. Вместе с тем многие по
линомиально разрешимые задачи могут быть решены точно методом ло
кального спуска. При подходящем выборе полиномиальной окрестности 
справедливо утверждение: допустимое решение не является глобальным 
оптимумом, если и только если в его окрестности существует лучшее 
решение. Ниже приводится несколько примеров таких задач, подробное 
описание которых можно найти в [4]. Данные примеры указывают на 
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важность локального поиска при построении оптимизационных алгорит
мов и достаточно общий характер этого подхода. 

1. Л И Н Е Й Н О Е П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Е . Алгебраически, если предпо
лагать невырожденность задачи, базисное допустимое решение не явля
ется оптимальным, если и только если оно может быть улучшено ло
кальным изменением базиса, т. е. заменой одной базисной переменной 
на небазисную. Такой подход позволяет рассматривать задачу линей
ного программирования как комбинаторную. Геометрически алгоритм 
симплекс метода можно интерпретировать как движение по вершинам 
многогранника допустимой области. Вершина не является оптимальной, 
если и только если существует смежная с ней вершина с меньшим зна
чением целевой функции. Получающаяся окрестность является точной 
и имеет полиномиальную мощность. 

2. М И Н И М А Л Ь Н О Е О С Т О В Н О Е Д Е Р Е В О . Остовное дерево не явля
ется оптимальным, если и только если локальной перестройкой, добав
ляя одно ребро и удаляя из образовавшегося цикла другое ребро, можно 
получить новое остовное дерево с меньшим суммарным весом. Опера
ция локальной перестройки задает отношение соседства на множестве 
остовных деревьев. Окрестность любого дерева имеет полиномиальную 
мощность, а функция окрестности является точной. 

3. М А К С И М А Л Ь Н О Е П А Р О С О Ч Е Т А Н И Е . Паросочетание не является 
максимальным, если и только если существует увеличивающий путь. 
Два паросочетания называются соседними, если их симметрическая раз
ность образует путь. Определенная таким образом окрестность является 
точной и имеет полиномиальную мощность. 

Аналогичные утверждения справедливы для взвешенных паросоче-
таний, совершенных паросочетаний минимального веса, задач о макси
мальном потоке и потоке минимальной стоимости. 

На каждом шаге локального спуска функция окрестности N задает 
множество возможных направлений движения. Очень часто это мно
жество состоит из нескольких элементов и имеется определенная сво
бода в выборе следующего решения. Правило выбора может оказать 
существенное влияние на временную сложность алгоритма и резуль
тат его работы. Например, в задаче о максимальном потоке алгоритм 
Форда — Фалкерсона (который тоже можно рассматривать как вариант 
локального спуска) имеет полиномиальную временную сложность при 
выборе кратчайшего пути для увеличения потока и экспоненциальную 
временную сложность без гарантии получить глобальный оптимум при 
произвольном выборе пути [6]. Таким образом, при разработке алго
ритмов важно не только правильно определить окрестность, но и верно 
задать правило выбора направления спуска. Интуитивно кажется, что 
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в окрестности надо брать элемент с наименьшим значением целевой 
функции. Однако, как увидим ниже, разумным оказывается не только 
такой выбор, но и движение в «абсурдном» направлении, когда несколь
ко шагов с ухудшением впоследствии могут привести (и часто приводят) 
к лучшему локальному оптимуму. 

При выборе окрестности хочется иметь множество N(x) как можно 
меньшей мощности, чтобы сократить трудоемкость одного шага. С дру
гой стороны, более широкая окрестность может привести к лучшему ло
кальному оптимуму. Приходится искать оптимальный баланс между 
этими противоречивыми факторами. Один из путей разрешения этого 
противоречия состоит в разработке сложных окрестностей, размер ко
торых можно варьировать в ходе локального поиска. Приведем один из 
удачных примеров такой окрестности для задачи о разбиении графа на 
две равные части. 

Задан граф G = (V, Е) с четным числом вершин \V\ = 2га и неотри
цательными весами на ребрах we ^ 0, е £ Е. Требуется найти разбиение 
множества V на две равные части V = V\ U V2, |Vi| = \V2\, с минимальной 
суммой весов ребер, соединяющих Vi nV2. Для a £ Vi и b £ V2 обозначим 
через g(a, b) изменение целевой функции при замене а на Ь: 

g(a,b)= ^2 w(a,v)- ^ w(a,u) 
(a,v)£E, v£V2\{b} (a,u')£E, ugVi 

+ ^2 w(b,u)- ^ w(b,v). 
(b,u)£E, u e V i \ { a } (b,v')£E, v£V2 

Окрестность «1-замена» включает в себя га2 разбиений по всем парным 
заменам. Более широкая окрестность «/г-замена» определяется анало
гично для всех /г-парных замен. Понятно, что поиск в окрестности 
«/г-замена» для больших к хотя и полиномиален, но вряд ли оправдан 
с вычислительной точки зрения. Окрестность Лина — Кернигхана со
держит к разбиений, к ^ га. Она определяется следующей последова
тельностью шагов. 

Ш а г 1. Найти пару (a,b),a £ Vi,b £ V2 с максимальным значением 
g(a,b). 

Ш а г 2. Поменять местами а и Ь. 
Ш а г 3 . Повторить к раз шаги 1, 2, не рассматривая вершины, уже 

использованные на предыдущих шагах. 
Полученная последовательность {(aT,bT)}T^k определяет к соседних 

решений для разбиения (У15 V2). Изменение целевой функции для соседа 
т определяется равенством 

GT = ^9(aT,bT) 
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При т = п множество Vi перейдет BV2 ж Gn = 0. 
Окрестность Лина — Кернигхана включает в себя окрестность 

«1-замена» и является частью окрестности «/г-замена». Ее основная идея 
состоит в том, чтобы не просматривать всю окрестность «/г-замена», 
а с помощью жадной процедуры постараться найти в ней наилучшую 
последовательность парных замен. Указанная идея может быть легко 
адаптирована для многих комбинаторных задач, включая задачи разме
щения, коммивояжера и др. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 2. Графом окрестностей Сдг = (~^\-Е0 будем назы
вать взвешенный ориентированный граф, вершины которого соответ
ствуют допустимым решениям задачи, а дуги — упорядоченным парам 
(х,у), если у £ N(x). Веса в этом графе приписаны вершинам и равны 
соответствующим значениям целевой функции. 

Ераф окрестностей Сдг иногда называют ландшафтом целевой функ
ции, или просто ландшафтом (landscape, fitness landscape [75, 97]). При 
определении функции окрестности N важно следить за тем, чтобы полу
чающийся граф бгдг был строго связен, т. е. для каждой пары вершин 
х ж у существовал путь из х в у. Это свойство является важным при 
анализе асимптотического поведения алгоритмов. Если же это свойство 
не выполняется, то стараются получить хотя бы свойство вполне связ
ности, когда из любой вершины существует путь в некоторую вершину 
х* £ •-?"* [19, 69]. Если же и этого свойства нет, то приходится либо 
ограничиться локальными оптимумами, либо переопределить функцию 
окрестности. 

Анализ методов локального поиска в последние годы интенсивно ве
дется в двух направлениях: эмпирическом и теоретическом. Как ни 
странно, но эти направления дают существенно разные оценки возмож
ностям локального поиска. 

Э М П И Р И Ч Е С К И Е Р Е З У Л Ь Т А Т Ы . Д Л Я МНОГИХ NP-трудных задач ло
кальный поиск позволяет находить приближенные решения, близкие по 
целевой функции к глобальному оптимуму. Трудоемкость алгоритмов 
часто оказывается полиномиальной, причем степень полинома доста
точно мала. Так, для задачи о разбиении множества вершин графа на 
две равные части разработаны алгоритмы локального поиска со сред
ней временной сложностью O(ralogra), n — число вершин, которые дают 
всего несколько процентов относительной погрешности [62]. 

Для задачи коммивояжера алгоритмы локального поиска являются 
наилучшими с практической точки зрения. Один из таких алгоритмов 
с окрестностью Лина — Кернигхана в среднем имеет погрешность око
ло 2%, и максимальная размерность решаемых задач достигает 106 

городов [61, 36]. На случайно сгенерированных задачах такой большой 
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размерности итерационная процедура Джонсона позволяет находить ре
шения с отклонением около 0,5% за несколько минут на современных 
компьютерах. Аналогичные результаты для реальных задач размерно
стью до 105 получены в [102]. 

Для задач теории расписаний, размещения, покрытия, раскраски 
и многих других алгоритмы локального поиска позволяют получать пре
восходные результаты. Более того, их гибкость при изменении матема
тической модели, простота реализации и наглядность превращают ло
кальный поиск в мощное средство для решения практических задач. 

Т Е О Р Е Т И Ч Е С К И Е Р Е З У Л Ь Т А Т Ы . Исследования локального поиска 
с точки зрения гарантированных оценок качества решения показывают 
границы его возможностей. Построены трудные для локального поиска 
примеры, из которых следует, что 

1) минимальная точная окрестность может иметь экспоненциальную 
мощность [103]; 

2) число шагов для достижения локального оптимума может ока
заться экспоненциальным [99]; 

3) значение локального оптимума может сколь угодно сильно отли
чаться от глобального оптимума [4]. 

Полученные теоретические результаты дают весьма пессимистичес
кую картину, что объясняется, по-видимому, самим подходом — оцен
кой худшего случая. Эти результаты подталкивают к более детальному 
изучению задачи нахождения произвольного локального оптимума, ее 
трудоемкости в худшем и среднем случаях. 

Абстрактная (массовая) задача локального поиска L задается мно
жеством ее индивидуальных примеров, каждый из которых однозначно 
определяет целевую функцию, функцию окрестности и множество допус
тимых решений. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 3 [105]. Задача L принадлежит к классу PLS (poly
nomial-time local search), если за полиномиальное время от длины записи 
исходных данных можно выполнить следующие три операции: 

1) для произвольного примера / проверить принадлежность I к L, 
и если / G L, то найти допустимое решение х0 задачи /; 

2) для любого решения х проверить его допустимость и вычислить 
на этом решении значение целевой функции; 

3) узнать, является ли данное допустимое решение х локальным 
оптимумом для /, и если нет, то найти в его окрестности решение с луч
шим значением целевой функции. 

В классе PLS содержатся полиномиально разрешимые задачи, 
т. е. задачи, в которых за полиномиальное время можно найти локаль
ный оптимум. Многие комбинаторные задачи без весовых функций 
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относятся к таковым: задачи о клике, о покрытии, о независимом мно
жестве с любой полиномиальной по мощности окрестности и др. Од
нако в общем случае вопрос о вычислительной сложности нахождения 
локального оптимума остается открытым. Надежду на его положитель
ное решение дает следующее утверждение. 

Т е о р е м а 1 [105]. Если задача L поиска локального оптимума при
надлежит классу PLS и является NP-трудной, то NP = co-NP. 

Для задач локального поиска определяется понятие PLS-сведения. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 4. Пусть L\ и L2 — две задачи локального поиска. 
PLS-сведение задачи L\ к задаче L2 состоит в построении двух полино
миально вычислимых функций h и g таких, что 

1) h переводит любую индивидуальную задачу / £ L\ в индивиду
альную задачу h(l) £ L2; 

2) g переводит пару (решение задачи /&(/),/) в решение задачи /; 
3) если / £ L\ и х — локальный оптимум для h(l) £ L2, то g(x, I) — 

локальный оптимум для задачи /. 
Если такие функции h и g удается построить, то говорят, что за

дача L\ PLS-сводится к задаче L2. Понятие PLS-сводимости обладает 
свойством транзитивности, и если L2 полиномиально разрешима, a L\ 
PLS-сводится к L2, то L\ полиномиально разрешима. Говорят, что за
дача L £ PLS является PLS-полной, если любая задача в PLS может 
быть PLS-сведена к ней. Проще говоря, PLS-полные задачи являются 
наиболее трудными в этом классе и если хотя бы одна из них может 
быть решена за полиномиальное время, то все остальные задачи могут 
быть решены за полиномиальное время. PLS-полнота установлена для 
следующих задач. 

• Задача о максимальном разрезе [94]. Задан неориентирован
ный граф G = (V, Е) с неотрицательными весами на ребрах 
we ^ 0, е £ Е. Допустимым решением является любое разбиение 
множества вершин на две части. Целевая функция — суммар
ный вес ребер, соединяющих две части разбиения. Окрестность 
Flip определяется как множество всех решений, полученных из 
данного переносом любой вершины из одной части разбиения 
в другую. 

• Задача о выполнимости на максимум с окрестностью Flip в двух 
постановках. 
1. Задана булева функция в конъюнктивной нормальной форме. 
Каждая конъюнкция имеет неотрицательный вес и содержит 
не более двух булевых переменных или их отрицаний. Требу
ется найти значения переменных, при которых суммарный вес 
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конъюнкций, принимающих значение «истина», является мак
симальным [68]. 
2. Заданы наборы, состоящие не более чем из трех литералов. 
Литерал есть булева переменная без отрицания или константа 
О, 1. Набор принимает значение «истина», если не все значения 
его литералов совпадают. Каждому набору приписан неотрица
тельный вес. Требуется найти значение переменных, при кото
рых суммарный вес наборов, принимающих значение «истина», 
является максимальным [94]. 

• Задача о разбиении графа на две равные части с окрестностями 
Лина — Кернигхана [64], «1-замена» и их модификациями [94]. 

Для указанных задач установлено, что в худшем случае стандарт
ный алгоритм локального спуска требует зкспоненциального числа ша
гов при любом выборе направления спуска. Однако для задачи линей
ного программирования симплекс метод в худшем случае тоже имеет 
зкспоненциальную оценку числа шагов. Тем не менее локальный (гло
бальный) оптимум можно найти за полиномиальное время методом эл
липсоидов. Таким образом, есть надежда, что и для перечисленных 
выше задач тоже будут найдены полиномиальные алгоритмы получе
ния локального оптимума. 

Приведем еще два результата о точной окрестности [105]. Пусть 
оптимизационная задача ОР и функция окрестности N таковы, что соот
ветствующая задача поиска локального минимума лежит в классе PLS. 
Обозначим через DP задачу распознавания, в которой для произволь
ного числа v требуется определить, существует ли в задаче ОР решение 
со значением целевой функции не более v. 

Т е о р е м а 2. Если задача DP является NP-яолной, то функция ок
рестности N не может быть точной, если NP ф co-NP. 

Т е о р е м а 3 . Если задача ОР является ~N~P-трудной и целевая функ
ция полиномиально ограничена, то функция окрестности N не может 
быть точной, если Р ф NP. 

2. Поиск с ч е р е д у ю щ и м и с я окрестностями 

Методы локального поиска получили свое дальнейшее развитие в так 
называемых метазвристиках [85]. Ниже пойдет речь об одной из них, 
получившей название поиск с чередующимися окрестностями (variable 
neighborhoods search) [78, 53, 55]. Её основная идея состоит в системати
ческом изменении функции окрестности и соответствующем изменении 
ландшафта в ходе локального поиска. Существует много вариантов ее 
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реализации, особенно для задач большой размерности. Легкость адапта
ции этой идеи к различным моделям, гибкость и высокая эффективность 
объясняют ее конкурентоспособность при решении NP-трудных задач, 
в частности задач о р-медиане [27, 93, 51, 73], задачи Вебера [17], задач 
кластеризации и размещения [18, 54, 56, 79], коммивояжера [78, 84, 52, 
22, 37, 38, 93], построения маршрутов для транспортных средств [10, 14, 
60, 96, 28, 39, 58, 77] и расписаний [11, 21, 23, 30, 31, 66, 50], построения 
сетей [15, 26], поиска линейных порядков [44], деревьев Штейнера [76, 
92, 101], максимальных разрезов [35], клик максимальной мощности [57], 
деревьев с заданным числом ребер [81] и многих других. 

2.1 . Основные схемы 

Обозначим через Nk, k = 1 , . . . , / г т а х , конечное множество функций 
окрестностей, предварительно выбранных для локального поиска. Пред
лагаемый метод с чередующимися окрестностями опирается на следую
щие три тезиса. 

• Локальный минимум относительно одной окрестности не обяза
тельно является локальным минимумом относительно другой окрест
ности. 

• Глобальный минимум является локальным относительно любой 
окрестности. 

• Для NP- трудных задач в среднем локальные минимумы значи
тельно ближе к глобальному, чем случайно выбранная точка. Рас
пределение локальных минимумов не является равномерным. Они рас
положены достаточно близко друг к другу, занимая малую часть до
пустимой области. 

Последнее утверждение известно в литературе как гипотеза о боль
шой долине [13]. Она позволяет сузить область поиска глобального опти
мума, используя информацию об уже обнаруженных локальных оптиму-
мах. Именно эта гипотеза лежит в основе алгоритмов связывающих пу
тей (Path Relinking) [42], различных операторов скрещивания (crossover) 
для генетических алгоритмов [43] и многих других подходов. 

Метод чередующихся окрестностей может быть реализован одним 
из трех способов: детерминированным, вероятностным или смешанным, 
сочетающим в себе два предыдущих. 

(i) Детерминированный локальный спуск с чередующимися окрест
ностями (VND) предполагает фиксированным порядок смены окрестнос
тей и поиск локального минимума относительно каждой из них. Ниже 
приведена общая схема этого алгоритма. 
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А л г о р и т м V N D 
Шаг 1. Выбрать окрестности Nk, к = 1 , . . . , / г т а х , и начальную 

точку ж. 
Шаг 2. Повторять, пока не выполнен критерий остановки. 
2 . 1 . к <- 1. 
2.2. Повторять до тех пор, пока к ^ кшах: 
(a) найти ж' £ Nk(x) такое, что f(x') = mm{f(y) \ у £ Nk(x)}; 
(b) если f(x') < / (ж) , то положить ж <— ж', /г <— 1, иначе /г <— /г + 1. 
Наряду с указанным выше последовательным порядком смены ок

рестностей можно предложить и групповую стратегию. Например, для 
трех окрестностей данный алгоритм с кшах = 2 будем применять для 
каждого элемента третьей окрестности [16, 81]. 

(И) Вероятностный локальный спуск с чередующимися окрестнос
тями (RVNS) получается из предыдущего метода при случайном выборе 
точек из окрестности Nk(x). Этап поиска наилучшей точки в окрестнос
ти опускается. 

А л г о р и т м R V N S 
Шаг 1. Выбрать окрестности Nk,k = l , . . . ,A ; m a x , и начальную 

точку ж. 
Шаг 2. Повторять пока не выполнен критерий остановки. 
2 . 1 . к <- 1. 
2.2. Повторять пока к ^ ктах: 
(a) случайно выбрать точку ж' £ Nk(x); 
(b) если f(x') < / (ж) , то положить ж <— ж', к <— 1, иначе /г <— /г + 1. 
Алгоритм RVNS наиболее продуктивен при решении задач большой 

размерности, когда применение детерминированного варианта требует 
слишком много машинного времени для выполнения одной итерации. 
Отметим, что в этом случае наилучшее значение параметра ктах часто 
оказывается равным 2, а число итераций без смены лучшего найденного 
решения (шаг 2.2.(Ь)), как правило, используется в качестве критерия 
остановки. По сравнению с методами Монте-Карло данный алгоритм 
отличается большей систематичностью и эффективностью [80]. Для за
дачи о р-медиане алгоритм RVNS дает решение того же качества, что и 
алгоритм VND, но в 20-40 раз быстрее [56]. 

(ш) Основная схема локального поиска с чередующимися окрестнос
тями (VNS) является комбинацией двух предыдущих вариантов [78]. 

А л г о р и т м V N S 
Шаг 1. Выбрать окрестности Nk,k = l , . . . ,A ; m a x , и начальную 

точку ж. 
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Шаг 2. Повторять, пока не выполнен критерий остановки. 
2 . 1 . к <- 1. 
2.2. Повторять, пока к ^ ктах: 
(a) случайно выбрать точку ж' £ Nk(x); 
(b) применить локальный спуск с начальной точки ж', не меняя коор

динат, по которым ж и ж ' совпадают. Полученный локальный оптимум 
обозначается ж"; 

(c) если / (ж") < / (ж) , то полагается ж <— ж", /г <— 1, иначе /г <— /г + 1. 

В качестве критерия остановки может использоваться максималь
ное время счета или максимальное число итераций без смены лучшего 
найденного решения. Как уже указывалось выше, наряду с последова
тельным порядком смены окрестностей могут использоваться различные 
групповые стратегии. Случайный выбор точки ж' на шаге 2.2.(а) при
меняется для избежания зацикливания, которое может иметь место при 
детерминированном варианте. На шаге 2.2.(Ь) локальный спуск может 
снова использовать различные схемы с чередующимися окрестностями. 

2.2. Модификации основной схемы 

Существует много вариантов предложенной выше основной схемы. 
Например, на шаге 2.2.(с) переход в следующую точку осуществляется 
только при уменьшении значения целевой функции. Это условие можно 
заменить по аналогии с алгоритмом имитации отжига [7, 8] и разре
шать движение в точку с большим значением целевой функции с неко
торой вероятностью, зависящей от этого ухудшения. Идею наискорей
шего спуска можно осуществить в рамках основной схемы внесением 
следующих изменений. Вместо шага 2.2, на котором выполняется пере
ход согласно к-ж окрестности, следует выбрать наилучший переход по 
всем рассматриваемым окрестностям. Другой способ состоит в модифи
кации шага 2.2.(а) и выборе не случайной точки ж', а наилучшей в к-ж 
окрестности. Порядок смены окрестностей тоже может варьироваться. 

В случае задач большой размерности сложность выполнения одной 
итерации становится весьма большой и требуются новые подходы для 
разработки эффективных методов локального поиска. Ниже предлага
ются три таких подхода. 

(iv) Алгоритмы VNS с декомпозицией на стадии локального поиска 
(VNDS) подразумевают модификацию шага 2.2.(Ь) основной схемы. 
Пусть Т4(ж) обозначает часть окрестности Nk(x), которая получается 
фиксацией части компонент вектора ж. Тогда возникает два уровня 
оптимизации: первый уровень связан с выбором окрестности Т4(ж), 
а второй — с локальным поиском относительно выбранной окрестности. 
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Алгоритм VNDS можно рассматривать как один из способов встраива
ния в основную схему VNS классических приближенных методов, кото
рые используются в комбинаторной оптимизации с 60-х годов прошлого 
столетия. Примеры успешного применения такого подхода можно найти 
в [96, 98]. 

(v) Алгоритм VNS с ориентацией на исследование удаленных частей 
допустимой области (SVNS). Эта модификация основной схемы особенно 
полезна в тех случаях, когда наилучшее решение уже найдено в некото
рой достаточно большой окрестности текущего решения. В такой ситу
ации для успешного продолжения поиска необходимо найти новые пер
спективные части допустимой области. Обычно для этих целей исполь
зуют простую процедуру старта с новой, например, случайной точки. 
В алгоритме SVNS предлагается более эффективная схема, когда на 
шаге 2.2.(с) кроме целевой функции во внимание принимается и рассто
яние р(х, ж") от х до ж". При заданном параметре a ^ 0 переход в новую 
точку х" осуществляется в том случае, если / (ж") — ap(x,x") < / (ж) . 
Другими словами, предпочтение отдается тем точкам, которые имеют 
малые значения целевой функции на значительном удалении от теку
щего решения. Значение параметра а не должно быть слишком боль
шим, чтобы переход в новую точку был действительно «разумным» и не 
слишком малым для реального влияния на поиск оптимального решения. 
По сути данный параметр является своего рода нормировкой, выравни
вающей значения целевой функции и расстояния. Подбор значений a 
производится экспериментально или с помощью адаптации в ходе ло
кального поиска. 

(vi) Параллельный VNS (PVNS) — третий способ повышения эффек
тивности основной схемы. Существует несколько способов распаралле
ливания [105, 32]: 

1) параллельный локальный поиск; 
2) наращивание числа решений, выбираемых в текущей окрестнос

ти, и параллельное выполнение локального поиска для каждого из них; 
3) аналогично 2, но с обменом информации о наилучшем найденном 

решении. 
Вторая версия распараллеливания давала лучшие результаты. В [28] 

рассматривалась ее модификация, согласно которой разным процессо
рам назначались разные типы окрестностей. Работа процессоров пре
рывалась, как только одному из них удавалось улучшить текущее зна
чение целевой функции. Такой подход хорошо показал себя на задаче 
о р-медиане. В частности, с его помощью удалось получить наилучшие 
значения для нескольких тестов большой размерности из электронной 
библиотеки TSP-LIB [91]. 
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2.3. Г и б р и д н ы е схемы 

Наряду с уже представленными схемами многие авторы используют 
гибридные конструкции VNS с другими метазвристиками: вероятност
ными жадными алгоритмами, поиском с запретами, генетическими ал
горитмами и др. 

(i) VNS и поиск с запретами (Tabu Search или TS). Алгоритмы по
иска с запретами [40, 41] имеют большое число приложений [42]. В ходе 
локального поиска они используют различные виды памяти: короткую 
память (short-term), где хранится информация о нескольких последних 
шагах алгоритма; длинную память (long-term) для управления корот
кой памятью и процедурами интенсификации и диверсификации поиска; 
память о частоте изменения компонент решения (frequency based memo
ry) и др. Известно как минимум два способа гибридизации TS и VNS: 
применение TS в общей схеме VNS и последовательное применение раз
ных окрестностей в схеме TS. К настоящему времени опробованы одна 
схема первого типа и две схемы второго типа. Для решения задачи 
о р-медиане с обходами клиентов [93] алгоритм TS используется в схеме 
VNS на шаге 2.2.(Ь) вместо локального поиска, а в [20] для задачи о со
ставлении расписания дежурств TS используется наряду с локальным 
поиском. В [14] для задачи составления маршрутов с заданными вре
менными окнами разработана гибридная схема VND и TS. Рассмотрены 
четыре варианта локального спуска. Каждый из них собирает информа
цию о ребрах, не входящих в решение, и эта информация используется 
на последующих итерациях для сокращения размера окрестностей. 

Групповой вариант алгоритма VND может быть легко встроен в схе
му TS. В этом случае контролировать поиск с помощью запретов доста
точно только по одной окрестности. В [16] для решения задачи Вебера 
предлагается несколько эвристик, основанных на групповом варианте 
VND. Относительно одной из окрестностей часть элементов может рас
сматриваться как запрещенная, в то время как другие окрестности ис
пользуются последовательно без запретов. В [37] применяется один и тот 
же список запретов для нескольких различных окрестностей, используе
мых последовательно друг за другом, что дает возможность построения 
разных гибридных схем TS и VNS. 

(И) VNS и вероятностные жадные алгоритмы с адаптацией 
(Greedy Randomized Adaptive Search Procedure или GRASP). Основная 
идея алгоритмов типа GRASP [34] состоит в рандомизации жадных алго
ритмов с последующим улучшением полученного решения алгоритмами 
локального поиска. Наиболее естественный путь для гибридизации VNS 
и GRASP состоит в замене последней стадии локального спуска на более 
гибкую схему VNS. Такой подход хорошо показал себя при нахождении 
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деревьев Штейнера [76, 92], в задаче о покупателе, которому нужно при
обрести заданный перечень товаров на известных рынках [84], в задаче 
о максимальном разрезе [35] и др. Проведенные исследования показы
вают, что сочетание GRASP и VNS приводит к лучшим результатам, 
чем отдельно GRASP или VNS. 

(Hi) VNS и алгоритмы для задач со сложной логической структу
рой ограничений (Constraint Programming или СР) . В последнее время 
идеология СР привлекает к себе все большее внимание исследователей 
в связи с ее высоким потенциалом при решении трудных практических 
задач. Под ограничением здесь понимается логическая связь между пе
ременными задачи, которая используется при задании допустимой обла
сти. Такие ограничения часто задаются описательно, выражая труд-
ноформализуемые требования к допустимой области. В таких условиях 
методы локального поиска оказываются эффективными [87, 88, 96]. Для 
задач составления маршрутов с временными окнами предложены два 
оператора перестройки решения, которые использовались для локаль
ного спуска (VND) и локального поиска по большим окрестностям (Large 
Neighborhood Search или LNS) в сочетании с методами СР. Алгоритм 
LNS состоит из двух стадий: сначала из текущего решения удаляется 
фиксированное число компонент, а затем полученное частичное реше
ние достраивается до допустимого решением вспомогательной задачи 
небольшой размерности. В [10] эта идея воплощается более системати
чески: сначала удаляются две компоненты, затем три и т. д. до тех 
пор, пока процедура восстановления решения приводит к уменьшению 
целевой функции. Другой пример гибридизации VNS и СР можно найти 
в [74]. 

2.4. А с и м п т о т и ч е с к а я с х о д и м о с т ь 

Свойство асимптотической сходимости исследовалось для различ
ных метазвристик. Алгоритм имитации отжига был, по-видимому, пер
вым из них, для которого это свойство было установлено [8]. Централь
ным понятием при изучении асимптотического поведения алгоритмов 
является цепь Маркова [3], которая описывает поведение алгоритма на 
некотором множестве состояний. Для алгоритма имитации отжига этим 
множеством состояний является множество допустимых решений задачи 
J^. Для алгоритма поиска с запретами это множество имеет более слож
ную структуру и состоит из пар (х,(р), где х £ J^, а (р — список запре
тов [1]. Для генетических алгоритмов под состоянием понимается по
пуляция решений. Для VNS этим множеством состояний является мно
жество локальных минимумов. Таким образом, разные по своей струк
туре метазвристики несут в себе общую математическую конструкцию 
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конечных цепей Маркова, что и позволяет исследовать их асимптоти
ческие свойства. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 5 [16]. Систему окрестностей Nk,k = l,...kmax, бу
хтах 

дем называть остовной, если |J Nk(x) = J^ для любого х £ <#. 
k = l 

Если система окрестностей является остовной, то на шаге 2.2.(а) 
алгоритма VNS при генерации случайной точки имеется положительная 
вероятность перейти в любую точку множества <#. Это очевидное, но 
важное свойство гарантирует асимптотическую сходимость наилучшего 
найденного решения к глобальному оптимуму. 

Свойство V N S [16]. Если система окрестностей является остовной, 
то с ростом числа итераций алгоритма VNS вероятность нахождения 
точного решения стремится к единице. 

Оценить скорость сходимости алгоритма или получить практиче
ски важные оценки на число итераций для получения точного решения 
или приближенного решения с заданной погрешностью пока не удается. 
Если исходная задача дискретной оптимизации сформулирована в общем 
виде и не делается никаких предположений о свойствах целевой функции, 
то возникают принципиальные трудности. Наиболее точно они пред
ставлены в теореме 4 (No Free Lunch Theorem [104]) (см. также [32, 95]). 
Предположим, что некоторый алгоритм А превосходит по точности дру
гой алгоритм В, т. е. алгоритм А позволяет находить значение целевой 
функции с меньшей погрешностью, чем алгоритм В. Например, алго
ритм локального подъема превосходит алгоритм локального спуска для 
задач на максимум. Теорема 4 утверждает, что мощность множества 
целевых функций, для которых это верно, равна мощности множества 
функций, для которых верно обратное. Другими словами, в среднем все 
алгоритмы одинаковы и равноценны, например, алгоритму случайного 
блуждания или выбору случайной точки в <#. Понятно, что для та
ких алгоритмов время поиска оптимального решения экспоненциально 
велико и оценки скорости сходимости не представляют практического 
интереса. 

Приведем точную формулировку теоремы. Пусть множества J^, Jf 
конечны и целевая функция / задает отображение J^ в Jf. Под алго
ритмом будем понимать некоторый итерационный процесс, в ходе кото
рого по уже известным парам (хТ, f(xT)), т = 1,... ,t, выбирается новая 
точка xt+1 £ J^, xt+1 ф хт, т = 1,... ,t. Рассматриваемые алгоритмы не 
используют никакой дополнительной информации о задаче: линейности, 
выпуклости, существования производных и т. п., кроме значений целе
вой функции в уже пройденных точках (Black Box Optimization). Они 
отличаются друг от друга способом выбора новой точки и выполняют 



26 Ю. Кочетов, Н. Младенович, П. Хансен 

ровно Г итераций. Предположим, что конкретный алгоритм А для це
левой функции / получит m значений / ( ж 1 ) , . . . ,f(xm). По ним можно 
построить некоторую диаграмму с* = { c l 7 . . . , с\^\\- Величина сг- равна 
числу точек в последовательности {жг ]>= 1 с заданным значением целевой 
функции из JP. Если для алгоритма А известна диаграмма с, то легко 
найти минимальное значение целевой функции, полученное алгоритмом, 
если решалась задача на минимум, или максимальное значение для за
дачи на максимум. Через Р(с | / , Г, А) обозначим условную вероятность 
получения диаграммы с* для функции / за Г шагов алгоритма А. 

Если алгоритм А является детерминированным, то Р(с\ f,T,A) = 1 
для некоторой диаграммы с* и Р(с \ f,T,A) = 0 для остальных диа
грамм. Для вероятностного алгоритма А распределение вероятностей 
будет более сложным. 

Т е о р е м а 4 [104]. Для любой пары алгоритмов А, В справедливо 
равенство 

^P(c\f,T,A) = ^P(c\f,T,B). 
f f 

Из теоремы 4 непосредственно следует, что для любой функции Ф(с) 
в среднем по всем / величина Р(Ф(с) \ f,T,A) не зависит от А. Таким 
образом, для получения оценки сходимости итерационных алгоритмов 
необходимо делать какие-то дополнительные предположения о характере 
целевой функции либо выделять специальные классы исходных данных. 

3. О к р е с т н о с т и 

Выбор окрестности, как отмечалось выше, играет важную роль при 
построении алгоритмов локального поиска. От него существенно зави
сят сложность выполнения одного шага алгоритма, общее число шагов 
и в конечном счете погрешность получаемых алгоритмом решений. Для 
каждой задачи можно предложить несколько функций окрестности с раз
ными по мощности множествами N(x) и, как следствие, разными мно
жествами локальных оптимумов. Ниже будут приведены три примера 
выбора окрестностей для задачи коммивояжера, которые иллюстрируют 
их свойства и возможные пути построения окрестностей. 

3 .1 . О к р е с т н о с т и на перестановках 

Напомним, что задача коммивояжера состоит в нахождении ми
нимального по длине гамильтонова цикла в полном взвешенном ориен
тированном (или неориентированном) графе с п вершинами. Для 
удобства ниже будут рассматриваться только неориентированные графы 
с симметричной целочисленной неотрицательной матрицей расстояний 
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Wij = Wji, 1 ^ i, j ^ га. Каждое допустимое решение задачи коммивоя
жера, или тур, будем представлять в виде перестановки 7Г = { г 1 5 . . . , in}. 
Для f G / определим значение функции окрестности JV(7r) как мно
жество всех перестановок, отличающихся от 7Г только в двух позициях 
(city-swap). Множество JV(7r) содержит ровно га(га—1)/2 элементов, и вы
числительная сложность одного шага локального поиска с учетом вычис
ления целевой функции не превосходит 0(га2) операций. 

Обозначим через W(ir) длину гамильтонова цикла и определим раз
ностный оператор V2 для W(ir) следующим образом: 

V2W(n)=WU)\ ^ W(*')-W(*),*eS. 

Оператор V2W(ir) задает среднее отклонение целевой функции W(ir) 
в окрестности данной перестановки 7Г. Для локального оптимума 7Г £ J^ 
справедливо неравенство V2W(ir) ^ 0. Пусть Wav — средняя длина тура 
на множестве всех допустимых решений. Тогда справедливы следующие 
утверждения. 

Т е о р е м а 5 [45]. Функция W = W — Wav удовлетворяет уравнению 

V2W = --W. 
га 

С л е д с т в и е 1. Любой локальный минимум 7Г £ J^ имеет длину 

С л е д с т в и е 2. Начиная с произвольной перестановки, алгоритм ло
кального поиска находит локальный оптимум за 0{nW) шагов, если 
длина максимального тура превосходит среднее значение Wav не более 
чем в 2W раз. 

Аналогичные утверждения справедливы и для следующих задач: 
(i) о разбиении множества вершин 2га-вершинного графа на два 

га-элементных подмножества с минимальным суммарным весом ребер, 
соединяющих вершины этих подмножеств; 

(И) о правильной раскраске вершин графа в га цветов (т. е. такой 
раскраске, при которой смежные вершины имеют разные цвета); 

(ш) о разбиении га-элементного множества на два подмножества оди
накового веса; 

(iv) о 3-выполнимости булевых формул в следующей постановке: для 
га булевых переменных задан набор троек; каждая переменная может вхо
дить в набор с отрицанием или без него; набор считается выполненным, 
если он содержит разные значения, т. е. хотя бы одно истинное и хотя 
бы одно ложное] требуется узнать, существуют ли значения перемен
ных, при которых все наборы будут выполнены. 
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3.2 . О к р е с т н о с т и Л и н а — К е р н и г х а н а 

Рассмотрим гамильтонов цикл как последовательность ребер. Ок
рестностью гамильтонова цикла С будем называть множество всех га-
мильтоновых циклов, получающихся из цикла С заменой двух несмеж
ных ребер на два других, инцидентных этим же вершинам. Такую 
окрестность будем называть 2-замена (2-opt). Она содержит п(п — 3) /2 
элементов, что несколько меньше, чем в предыдущей окрестности на пе
рестановках. Различие между ними изображено на рис. 1. Для окрест
ности 2-замена удаление ребер (а, Ъ) и (е, / ) приводит к появлению двух 
новых ребер (а, е) и (6, / ) и обратному обходу дуг от d до с. Если в пе
рестановке поменять местами Ь и е, то появятся четыре новых ребра 
(а, е), (е, с), (d, Ъ) и (6, / ) , но обход дуг от с до d останется прежним. 

, / ' ь <•• / ь <•• 

Замена вершин Замена ребер 

Рис. 1. Различия между окрестностями 

В случае, когда вершины расположены на плоскости, а веса Wij явля
ются евклидовыми расстояниями, пересечение ребер (а, Ъ) и ( е , / ) свиде
тельствует о возможности улучшения данного тура в силу неравенства 
треугольника. Однако это условие не является необходимым и улучше
ние возможно даже без пересечения ребер. 

Окрестность 2-замена может быть естественным образом расширена 
до 3-замена и в общем случае до окрестности к-замена, где разрешается 
заменять не более к ребер данного тура на к новых ребер [71]. 

Т е о р е м а 6 [67]. ПОИСК локального оптимума в задаче коммивоя
жера с окрестностью k-замена является PLS-лолжж задачей для некото
рого к. 

Минимальное значение константы к, при котором утверждение оста
ется верным, пока неизвестно. Из работы [67] следует, что утверждение 
справедливо при к = 8 и, возможно, это значение может быть умень
шено до к = 6. На практике широко применяются окрестности с к = 2, 
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но теоретических результатов о сложности таких алгоритмов пока не 
получено. 

На основе окрестности 2-замена Лином и Кернигханом предложена 
эффективная эвристика [72]. Она позволяет заменять произвольное чис
ло ребер и переходить от одного тура к другому, используя принципы 
жадных алгоритмов. Основная идея эвристики заключается в следую
щем. Из гамильтонового цикла удаляется произвольное ребро, скажем, 
(а, Ъ). В полученном пути один конец (вершина а) считается фиксирован
ным, а другой конец меняется за счет перестройки гамильтонова пути. 
При добавлении ребра из вершины 6, например (6, с), образовавшийся 
единственный цикл разрывается так, чтобы снова получить гамильто-
нов путь. Для этого придется удалить ребро, инцидентное вершине с. 
Обозначим его через (c,d). 

Рис. 2. Процедура ротации 

Новый гамильтонов путь имеет концевые вершины а и d (рис. 2). 
Эту процедуру будем называть ротацией. Для получения нового га
мильтонова цикла достаточно добавить ребро (a,d). Согласно алго
ритму Лина — Кернигхана переход от одного тура к другому заключа
ется в удалении некоторого ребра, выполнении серии последовательных 
ротаций и, наконец, замыкании концевых вершин полученного гамиль
тонова пути. Существуют различные варианты этой основной схемы, 
которые отличаются правилами выбора ротаций и ограничениями на 
множества удаляемых и добавляемых ребер [63]. В алгоритме Лина — 
Кернигхана ротации выбираются так, чтобы минимизировать разность 
wbc — wcd. При этом множества удаляемых и добавляемых ребер в серии 
ротаций не должны пересекаться. Последнее ограничение гарантирует, 
что число ротаций не превысит га2 и сложность одного шага (перехода от 
одного тура к другому) останется полиномиальной. Общее число шагов 
алгоритма, по-видимому, не может быть ограничено сверху полиномом, 
и известен вариант окрестности Лина — Кернигхана, для которого за
дача коммивояжера является PLS-полной [105]. 

3.3 . Экспоненциальные окрестности 

Одним из новых перспективных направлений в области локального 
поиска является исследование свойств окрестностей экспоненциальной 
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мощности. Если лучшее решение в такой окрестности можно найти за 
полиномиальное время, то алгоритм локального поиска с такой окрест
ностью получает определенное преимущество перед остальными. Для 
задачи коммивояжера первые примеры таких окрестностей были пред
ложены в работе [20]. Не будем останавливаться на всех результатах 
в данной области. Их обзор можно найти в [9]. В качестве иллюстрации 
изложим идею одного из таких подходов. Этот пример наглядно показы
вает тесную связь между экспоненциальными окрестностями и полино
миально разрешимыми случаями задачи коммивояжера. Наличие такой 
связи, по-видимому, будет стимулировать поиск новых полиномиально 
разрешимых случаев для трудных комбинаторных задач, что, в свою 
очередь, может привести к дальнейшему прогрессу в области локаль
ного поиска. 

Основная идея алгоритмов из [89] может быть представлена следу
ющим образом. Предположим, что множество из п городов разбито на 
две части {г>17..., vm} и { и 1 7 . . . , ик} так, что к-\-т = пжт<^к. Для 
удобства изложения в первую группу добавим к — т фиктивных городов 
vm+i,..., vk и рассмотрим окрестность N(ui,..., uk, Vi,..., vm), состоя
щую из всех туров вида 

u1vTlu2vT2,...,ukvTku1, 

где (TI , . . . , тк) — произвольная перестановка элементов { 1 , . . . , к}. Со
держательно каждый такой тур получается вставкой городов г>17.. .,vk 

между городами и 1 7 . . . , ик. Множество N(ui,..., uk, Vi,..., vm) состоит 
из f 1 ^ ] ! туров при 2m ^ п ^ 2то + 1. Оптимальный тур в этом мно
жестве может быть найден с помощью решения задачи о назначениях 
следующим образом. При j = 1 , . . . , к положим 

, _ { w{ujVi) + w(viUj+1) при г = 1 , . . . , то, 
%3 \ w(ujUj+i) при i = то + 1 , . . . , /г, 

введем переменные 

Г 1, если Vi располагается между Uj,Uj+i, 
%3 [ О в противном случае 

и рассмотрим задачу: найти минимум линейной формы 

к к 
/ j / j ""ij zij 

i = l j = l 
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при условии, что 
к 

/ _, Zij = 17 J = 1 , • • • , Л , 
= 1 

Е Z^ — 1 , % — 1 , . . . , К, 

=1 

гц е {0,1}, i,j = 1,...,к. 
Оптимальное решение задачи дает наилучшее размещение городов г>г-, 
г = 1 , . . . , то , между городами Uj,j = 1,...,к, т. е. оптимальный тур 
в множестве N(ui,..., uk, Vi,..., vm). Решение этой задачи может быть 
найдено с временной сложностью О (к3), например, алгоритмом Форда — 
Фалкерсона для поиска максимального потока минимальной стоимости 
[4, 6] или построением совершенного паросочетания минимального веса 
в двудольном графе с долями V = {f l 7 . . . , vk} и U = { и 1 7 . . . , ик}. 

Заметим, что максимальная мощность окрестности N(ui,..., uk, 
Vi,.. .,vm) достигается при m < га/2. Точнее, пусть m = га/2 — р, р ^ 0, 
целое, га ^ 5. Для действительного числа г и нечетного q обозначим 
через \_r\i — максимальное число вида q/2, не превосходящее г. Тогда 
максимальная мощность iVmax(ra) окрестности превосходит \_(n + l ) / 2 j ! 
и равна [46] 

iVmax(ra) = (ra/2 + p0)!/2po!, 

где ро 1»+1 + 1 при четных га и р0 1»+1 + 1 при нечет-
1 

ных га. Применение этой формулы позволяет получить асимптотическое 

выражение для мощности окрестности. 

Т е о р е м а 7 [46]. 

' Q(eV^[(n+l)/2\ln-1'4) 
Nmax(n) --

{ 0 ( eV« / 2 [ ( r a+ l ) / 2 j ! r a - 5 / 4 ) 
если га четное, 

если га нечетное. 
Перейдем к наиболее интригующему свойству данной окрестности, 

связанному с расстоянием между турами в графе окрестностей. Ока
зывается, что с помощью множества N(ui,..., uk, Vi,..., vm) можно так 
определить новую окрестность, что расстояние между любыми двумя ту
рами не будет превосходить 4. Сам факт, что максимальное расстояние 
между турами не зависит от размерности задачи, представляется уди
вительным. Более того, эта константа очень мала; достаточно сделать 
всего четыре шага, чтобы добраться из заданного решения до любого 
другого и, в частности, до оптимального. К сожалению, неизвестно, 
в какую именно сторону нужно сделать эти четыре шага, иначе задача 

file:///_r/i
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оказалась бы полиномиально разрешимой. Кроме того, мы не знаем, 
как много локальных оптимумов содержится в такой экспоненциальной 
окрестности. Тем не менее сам факт ограниченности диаметра свиде
тельствует о больших потенциальных возможностях такой окрестности. 

Пусть Г — произвольный гамильтонов цикл в полном взвешенном 
неориентированном га-вершинном графе G. Обозначим через ,^пт семей
ство всех подмножеств мощности то, состоящих из несмежных вершин 
тура Т. Каждый элемент семейства (г>17..., vm) £ ,^nm однозначно опре
деляет множество туров N(ui,..., un_m, г>17..., vm). Объединение таких 
множеств обозначим через Nm(T). Можно показать, что при фиксиро
ванном то 

/га — то\ /га — то — 1\ 
\^пт\ — I I т I -I I ' 

\ то / \ то — 1 / 
т. е. мощность семейства ,^пт выражается полиномом от га и, следова
тельно, оптимальный тур в множестве Nm(T) можно найти за полино
миальное время. Будем говорить, что тур R является соседним к туру 
Г , если в туре Г найдутся то несмежных вершин г>17.. .,vm таких, что 
Re N( 

Т е о р е м а 8 [47]. При то = \_(п — l ) / 2 j для любых туров Т\ и Т5 из 
G существуют такие туры Т2, Г3 и Г4 в G, что Ti является соседним 
к Гг-_1, г = 2 , 3 , 4 , 5 . 

В общем случае при произвольном то длина пути между двумя 
произвольными турами в графе окрестностей Сдг н е превосходит 
4[L(n-l) /2j /ml. 

4. Поиск д и с к р е т н ы х с т р у к т у р 

Приведем два примера удачного применения методов локального по
иска в теории графов. Оба примера используют один и тот же прием 
сведения задачи поиска объекта с заданными свойствами к задаче дис
кретной оптимизации. На содержательном уровне этот прием состоит 
в задании желаемых свойств в виде некоторых ограничений. Целевая 
функция задачи дискретной оптимизации состоит в поиске решения с ми
нимальным значением суммарной невязки. Если для такой задачи уда
лось найти решение с нулевой невязкой, то нужный объект найден. Та
ким образом, для алгоритмов локального поиска имеется простой крите
рий остановки. Если объект не существует, то алгоритм может работать 
бесконечно долго. Вероятностные алгоритмы, дающие точное решение, 
но время работы которых является случайной величиной, называются 
алгоритмами типа Лас-Вегас [82]. Приведем примеры применения алго
ритмов этого типа. 
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4 .1 . П а л и н д р о м н ы е деревья 

Пусть G — связный граф и D — его диаметр. Обозначим через 
d(G, k) число неупорядоченных пар вершин (г>, и) в G, для которых рас
стояние между и л и равно к. По определению d(G, 0) есть число вершин 
в G. Полином вида 

H(G) = H(G, A) = Y, d(G, k)xk 

к = 0 

называют полиномом Хосойа [59]. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 6 [24]. Граф G с диаметром D называется Л^-палин-
дромным, если равенство d(G, к) = d(G, D — к) выполняется при всех 
fc = 0 , l , . . . , | Z > / 2 j . 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 7 [24]. Граф G с диаметром D называется _£Р-палин-
дромным, если равенство d(G, к) = d(G, D — к + 1) выполняется при всех 

Рис. 3. _ff-палиндромные деревья 

В 1993 г. И. Гутман сделал предположение, что Л-палиндромные 
деревья не существуют [48]. Позднее было найдено три примера _ff*-na-
линдромных деревьев с га ^ 12 вершинами [49] и семейство Л-палин-
дромных графов, не являющихся деревьями [2]. Эти находки стимули
ровали дальнейший поиск Л-палиндромных деревьев, которые и были 
обнаружены при га ^ 21. Для меньшей размерности таких объектов не 
существует. На рис. 3 изображены деревья, найденные методами ло
кального поиска [52, 53]. Диаметры деревьев равны 6 или 8, а полиномы 
Хосойа имеют следующий вид: 

Н(ТХ) = 21 + 20А + 34А2 + 25А3 + 31А4 + 25А5 + 34А6 + 20А7 + 21А8; 
П(Т2) = П(Т3) = 22 + 21А + 52А2 + 63А3 + 52А4 + 21А5 + 22А6; 
Я(Г 4 ) = 24 + 23А + 37А2 + 41А3 + 50А4 + 41А5 + 37А6 + 23А7 + 24А8; 
Н(Т5) = 24 + 23А + 39А2 + 41А3 + 46А4 + 41А5 + 39А6 + 23А7 + 24А8. 
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Число деревьев, Н- и Н*-палиндромных деревьев 

п 

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 

Деревья 

2 
3 
6 
11 
23 
47 
106 
235 
551 
1301 
3159 
7741 
19320 
48629 
123867 
317955 
823065 

2144505 
5623756 
14828074 
39299897 
104636890 
279793450 

iJ-палиндромные 
деревья 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
2 
0 
2 
0 
0 

iJ'-палиндромные 
деревья 

1 
0 
0 
1 
0 
1 
0 
0 
0 
3 
0 
0 
5 
6 
0 
0 
0 
39 
11 
2 
0 

410 
69 

В данном случае целевая функция f(G) оптимизационной задачи 
определяется выражением 

[D/2] 

f(G) = Y, \d(G,k)-d(G,D-k)\ 
к = 0 

и может интерпретироваться как расстояние до Л^-палиндромного гра
фа, если он существует. В качестве ограничений задачи выступает тре
бование, чтобы граф был деревом. В таблице приведены результаты 
поиска Н- и Л"*-палиндромных деревьев с га ^ 26 вершинами. Полным 
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перебором было проверено, что других Н- и Л"*-палиндромных деревьев 
с га ^ 26 вершинами нет. 

Все найденные Л^-палиндромные деревья имеют четный диаметр. 
Поэтому было бы интересно найти такое дерево с нечетным диаметром. 
Интенсивные поиски таких деревьев для га = 32 и га = 36 не дали поло
жительных результатов, но было замечено, что при любом га, 5 ^ га ^ 30, 
и нечетном диаметре 

m i n / ( G ) = [га/2]. 

Это наблюдение послужило поводом для нового предположения [24]. 
Г и п о т е з а 1. Не существуют Л-палиндромные деревья с нечетным 

диаметром. 

4.2 . Индекс Р а н д и к а и средние расстояния 

На основе методов локального поиска и в первую очередь методов 
с чередующимися окрестностями разработана компьютерная система 
AutoGraphiX [25], ориентированная на экспериментальные исследования 
в теории графов. Эта система предназначена для достижения следую
щих целей: 

а) поиска графов, обладающих заданными свойствами; 
б) поиска оптимальных или близких к ним значений инвариантов; 
в) опровержения гипотез; 
г) выдвижения новых гипотез или уточнение старых; 
д) доказательства утверждений. 

В частности, с помощью системы AutoGraphiX было опровергнуто три 
гипотезы, одна гипотеза доказана и несколько гипотез усилено [25]. 

Обозначим через L = (lpq) матрицу, в которой lpq есть расстояние 
между вершинами р и q некоторого графа G = (V,E). Среднее расстоя
ние 1(G) определяется равенством 

<-. п — 1 п 

4 ' p = l q=p-\-l 

Зададим вес wpq ребра (vp,vq) через степени вершин dG(vp) и dG(vq) [37]: 

1 

y/dG(vp) -dG(vq) 

Тогда индекс Рандика Ra(G) определяется как сумма весов ребер, т. е. 

Ra(G) = ^2 WPI-
(vp,vq)eE 

Г и п о т е з а 2 [37]. Для всех связных графов 1(G) ^ Ra(G). 
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Система AutoGraphiX использовалась для минимизации разности 
Ra(G) — 1(G) по всем связным графам при п = 2, 3 , . . . , 20. При малых 
значениях п система выдавала звезды Sn. При больших значениях по
лучались более сложные конструкции, так называемые двойные кометы, 
которые являются локальными оптимумами. Однако на звездах той же 
размерности значение разности всегда оказывалось меньше. Кроме того, 
указанная разность быстро росла с ростом п. Для звезд можно прове
рить, что 

Ra(Sn) = V^l, l(Sn) = 1-\-

Таким образом, приходим к новому более сильному предположению. 

Г и п о т е з а 2'. Для всех связных графов 

Ra(G) - 1(G) ;> у/п- 1 + - - 2, 

и эта граница достижима для всех п ^ 1. 
Другие примеры применения системы AutoGraphiX можно найти 

в [25]. 
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