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1 Ââåäåíèå
Çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ñîñòàâëÿþò øèðîêèé ïëàñò ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, èíòåðåñíûé êàê ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê
è ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè. Ñâîèìè êîðíÿìè
ýòî íàïðàâëåíèå óõîäèò ê Ï. Ôåðìà (1601-1665) è Å. Òîððè÷åëëè (1608-
1647) [6], íî êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå íàïðàâëåíèå îíî ñôîðìèðîâàëîñü â 70-
80 ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü èìååòñÿ ðÿä ìîíîãðà-
ôèé â ýòîé îáëàñòè [1, 2, 5, 7, 10]. Åæåãîäíî ïðîâîäÿòñÿ ñïåöèàëèçèðî-
âàííûå êîíôåðåíöèè, îðãàíèçóåìûå åâðîïåéñêîé ðàáî÷åé ãðóïïîé EWGLA
(http://www.vub.ac.be/EWGLA/) è àìåðèêàíñêîé ðàáî÷åé ãðóïïîé SOLA
(http://www.ent.ohiou.edu/∼thale/sola/sola.html).

Â ÑÑÑÐ ïèîíåðàìè ýòîãî íàïðàâëåíèÿ áûëè Â. ×åðåíèí, Â. Õà÷àòó-
ðîâ, Â. Òðóáèí, Ñ. Ëåáåäåâ, à â Ñèáèðñêîì îòäåëåíèè Àêàäåìèè íàóê Â.
Áåðåñíåâ, Ý. Ãèìàäè, Â. Äåìåíòüåâ. Ñòîëü áîëüøîé èíòåðåñ ê äàííîé ïðî-
áëåìàòèêå ñâÿçàí â ïåðâóþ î÷åðåäü ñ ïðèëîæåíèÿìè, êîòîðûå âîçíèêàþò íå
òîëüêî ïðè ðàçìåùåíèè ïðåäïðèÿòèé, ñêëàäîâ è ìàãàçèíîâ, íî è ïðè ïëàíè-
ðîâàíèè ìåòðî, ðàçìåùåíèè óçëîâ ñåòåé ñâÿçè, ñòàíöèé îáñëóæèâàíèÿ è äð.
Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷
óíèôèêàöèè è ñòàíäàðòèçàöèè, êîãäà âûáèðàåòñÿ ñîñòàâ ñèñòåìû òåõíè÷å-
ñêèõ ñðåäñòâ, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàííîãî ñïèñêà ðàáîò [1].
Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ëèáî âåëè÷èíà ñóììàðíûõ çà-
òðàò íà ñîçäàíèå è ôóíêöèîíèðîâàíèå ñèñòåìû òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ, ëèáî
ñóììàðíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåìû (îáúåì âûïîëíÿåìûõ ðàáîò).

2 Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ
Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé àâòîðû èñõîäÿò èç
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî èìååòñÿ îäíî ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå (ËÏÐ), íà-
ïðèìåð, ðóêîâîäèòåëü ôèðìû, ðàçìåùàþùèé ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ. Äëÿ çà-
äàííîãî ìíîæåñòâà êëèåíòîâ J = {1, . . . , n} îí çíàåò ïðîèçâîäñòâåííî�
òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû cij ≥ 0, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì è äîñòàâêîé
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ïðîäóêöèè j-ìó êëèåíòó èç i-ãî ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà, åñëè îíî áóäåò òàì
îòêðûòî. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà I = {1, . . . , m} ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì, è äëÿ êàæäîãî ïóíêòà i ∈ I èçâåñòíà ñòîèìîñòü fi ≥ 0
îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ â ýòîì ïóíêòå. Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå ïîäìíîæå-
ñòâà S ⊆ I ïóíêòîâ ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îáñëó-
æèòü âñåõ êëèåíòîâ ñ ìèíèìàëüíûìè ñóììàðíûìè çàòðàòàìè, ò.å. íàéòè

min
S⊆I

{ ∑
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i∈S
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}
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â öåëåâîé ôóíêöèè çàäàåò çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðè-
ÿòèé, âòîðîå ñëàãàåìîå îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäñòâåííî�òðàíñïîðòíûå ðàñõî-
äû. Ñíàáæåíèå êëèåíòîâ ïðîèçâîäèòñÿ èç ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå îáåñïå÷è-
âàþò ìèíèìàëüíûå ïðîèçâîäñòâåííî�òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê ïðîñòåéøàÿ çàäà-
÷à ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà. Îíà ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå
äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà (cij) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
[9]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ýòà çàäà÷à òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíîé. Òàê êàê çàäà÷à î ïîêðûòèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòåé-
øåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ [1], òî ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåí-
íîãî àëãîðèòìà ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå íåêîòîðîé êîíñòàí-
òû âëå÷åò (ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøîé êîíñòàíòå) ñîâïàäåíèå êëàññîâ P è
NP. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà (cij) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà, ëó÷øèé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì èìååò îöåíêó îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè 0.52, íî è â ýòîì
ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ïðèáëèæåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ñ îöåí-
êîé ìåíüøå 0.463 âëå÷åò P=NP. Åñëè æå ïðåäïðèÿòèÿ è êëèåíòû çàäàþòñÿ
òî÷êàìè â k-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, à ìàòðèöà cij îïðåäåëÿåò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïðèáëèæåííûé
àëãîðèòì ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå ε è òðóäîåìêîñòüþ, ïî-
ëèíîìèàëüíî çàâèñÿùåé îò n è m è ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿùåé îò k è 1/ε.
Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðîñòåéøåé çàäà÷åé ðàçìåùå-
íèÿ è çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè ïñåâäî-áóëåâûõ ôóíêöèé [1]. Òàêèì îáðàçîì,
ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îáúåêòîì
è ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ áåçóñëîâíî ïðåäñòàâëÿåò êàê òåîðåòè÷å-
ñêèé òàê è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ â äàííîé îáëàñòè ìîæ-
íî íàéòè, íàïðèìåð, â [1, 2, 9, 10].

3 Çàäà÷è ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè êëèåíòîâ
Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðåäïî-
ëàãàëîñü, ÷òî èìååòñÿ îäíî ëèöî ïðèíèìàþùåå ðåøåíèÿ. Òàêîå ïðåäïîëîæå-
íèå åñòåñòâåííî ïðè öåíòðàëèçîâàííîì ïëàíèðîâàíèè. Â ðûíî÷íûõ óñëîâè-
ÿõ êëèåíò èìååò âîçìîæíîñòü ñàì âûáèðàòü ïîñòàâùèêà ïðîäóêöèè, èñõîäÿ
èç ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê èãðà äâóõ ëèö: ËÏÐ1 � ðóêîâîäèòåëü ôèðìû,
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ËÏÐ2 � ëèöî, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñû êëèåíòîâ. Â ýòîé èãðå ñíà÷àëà
ËÏÐ1 âûáèðàåò ïîäìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé, çàòåì ËÏÐ2 âûáèðàåò ïîñòàâ-
ùèêîâ äëÿ êàæäîãî êëèåíòà. Èãðîêè íåðàâíîïðàâíû. Ñíà÷àëà äåëàåò õîä
ËÏÐ1. Çàòåì, çíàÿ ýòî ðåøåíèå, äåëàåò õîä ËÏÐ2. Òàêèå èãðû èçâåñòíû
ïîä íàçâàíèåì èãð Øòàêåëüáåðãà [4].

Ïóñòü ìàòðèöà (dij) çàäàåò ïðåäïî÷òåíèÿ êëèåíòîâ íà ìíîæåñòâå ïðåä-
ïðèÿòèé. Åñëè di1j < di2j , i1 6= i2, òî j-é êëèåíò ïðåäïî÷èòàåò ïðåäïðèÿòèå
i1. Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â êàæäîì ñòîëáöå ìàò-
ðèöû dij âñå ýëåìåíòû ðàçëè÷íûå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ ðàññìàò-
ðèâàòü îïòèìèñòè÷åñêèå è ïåññèìèñòè÷åñêèå ñòðàòåãèè è ââîäèòü ïîíÿòèÿ
êîîïåðàòèâíîé è íåêîîïåðàòèâíîé èãðû [3]. Èòàê, öåëü ËÏÐ1 ïî ïðåæíå-
ìó ñîñòîèò â âûáîðå ïîäìíîæåñòâà S ⊆ I, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îáñëóæèòü
âñåõ êëèåíòîâ ñ ìèíèìàëüíûìè ñóììàðíûìè çàòðàòàìè, íî òåïåðü ËÏÐ1
âûíóæäåí ó÷èòûâàòü ðåøåíèå ËÏÐ2 ïî âûáîðó ïîñòàâùèêîâ. Ââåäåì äâå
ãðóïïû ïåðåìåííûõ:

ËÏÐ1:

xi =
{

1, åñëè â ïóíêòå i îòêðûâàåòñÿ ïðåäïðèÿòèå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ËÏÐ2:

xij =
{

1, åñëè êëèåíò j ñíàáæàåòñÿ èç ïðåäïðèÿòèÿ i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåïåðü ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñëåäóþùåé
çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1, 3, 8]. Íàéòè

min
xi

{ ∑

i∈I

fixi +
∑

j∈J

∑

i∈I

cijx
∗
ij(xi)

}

ïðè óñëîâèÿõ
xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

ãäå x∗ij(xi) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ËÏÐ2:

min
xij

∑

j∈J

∑

i∈I

dijxij

ïðè óñëîâèÿõ ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J ;

xij ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J ;

xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Â ýòîé çàäà÷å öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïî ïðåæíåìó çàäàåò ñóììàðíûå çàòðàòû
ËÏÐ1 íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è îáñëóæèâàíèå êëèåíòîâ. Îòëè÷èå ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî òåïåðü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäàåòñÿ êàê òðåáî-
âàíèåì öåëî÷èñëåííîñòè ïåðåìåííûõ xi, i ∈ I (÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ
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S ⊆ I), òàê è âñïîìîãàòåëüíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷åé (çàäà÷à ËÏÐ2).
Ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è âåêòîð xi ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ñâåäåíèÿ äàííîé äâóõóðîâíåâîé çàäà-
÷è ê çàäà÷å öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [3, 8]. Èçâåñòíî,
÷òî ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ïñåâäî-áóëåâîé
ôóíêöèè îáùåãî âèäà èëè âûáîðó îïòèìàëüíîãî íàáîðà ñòðîê ïàðû ìàòðèö
[3]. Â îòëè÷èå îò ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ, äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à
îñòàåòñÿ NP�òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå ïðè fi = 0, i ∈ I. Èçâåñòíû åå
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè [3], à ïðè óñëîâèè cij = dij , i ∈ I, j ∈ J
äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ ïðîñòåéøåé çàäà÷åé ðàçìåùåíèÿ.

4 Àíòàãîíèñòè÷åñêèå ðàçìåùåíèÿ
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèòóàöèþ, êîãäà äâå ôèðìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìà-
þò ðåøåíèÿ î ðàçìåùåíèè ïðåäïðèÿòèé. Ñíà÷àëà íà ðûíîê âûõîäèò ïåð-
âàÿ ôèðìà è îòêðûâàåò ñâîå ïîäìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé S1 ⊆ I. Çàòåì,
çíàÿ ýòî ðåøåíèå, âòîðàÿ ôèðìà îòêðûâàåò ñîáñòâåííûå ïðåäïðèÿòèÿ, ïîä-
ìíîæåñòâî S2 ⊂ I, S1 ∩ S2 6= Ø. Êàæäûé êëèåíò âûáèðàåò èç ìíîæåñòâà
îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé S1 ∪ S2 îäíî ïðåäïðèÿòèå, ñîãëàñíî ñîáñòâåííûì
ïðåäïî÷òåíèÿì. Åñëè îáñëóæèâàíèå j-ãî êëèåíòà ïðèíîñèò äîõîä gj > 0,
ïåðâàÿ ôèðìà îòêðûâàåò p1 ïðåäïðèÿòèé, à âòîðàÿ � p2 ïðåäïðèÿòèé, òî
â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåùåíèÿ ýòèõ ïðåäïðèÿòèé ðûíîê (ìíîæåñòâî êëèåí-
òîâ) áóäåò êàê-òî ðàçäåëåí ìåæäó äâóìÿ ôèðìàìè. Êàæäàÿ ôèðìà áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ äîëþ ðûíêà. Ïîëó÷àåì èãðó äâóõ ëèö
ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èíòåðåñàìè. Ñíîâà èãðîêè íåðàâíîïðàâíû. Ñíà÷àëà
äåëàåò õîä ïåðâûé èãðîê. Îí ìîæåò ðàçìåùàòü ïðåäïðèÿòèÿ â ëþáîì ìåñòå
è ýòî äàåò åìó ïðåèìóùåñòâî. Çàòåì äåëàåò õîä âòîðîé èãðîê, óæå çíàÿ õîä
ïåðâîãî èãðîêà. Îïÿòü ïîëó÷àåì èãðó Øòàêåëüáåðãà, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ
ìàêñèìèçèðîâàòü äîëþ ðûíêà (ñóììàðíûé äîõîä) ïåðâîãî èãðîêà. Ââåäåì
ïåðåìåííûå çàäà÷è:

ËÏÐ1:

xi =
{

1, åñëè ËÏÐ1 â ïóíêòå i îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ËÏÐ2:

zi =
{

1, åñëè ËÏÐ2 â ïóíêòå i îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèå,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

yj =
{

1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èç ïðåäïðèÿòèÿ ËÏÐ1,
0, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ èç ïðåäïðèÿòèÿ ËÏÐ2.

Ïðè çàäàííîì âåêòîðå xi ∈ {0, 1}, i ∈ I îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ij(x) = {i ∈ I| dij < min
k∈I

(dkj |xk = 1)}, j ∈ J.
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Ýòî ìíîæåñòâî çàäàåò ïóíêòû ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé, ïîçâîëÿþùèå ËÏÐ2
çàõâàòèòü j-ãî êëèåíòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ ïåðåìåííûõ ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ çàäà÷à äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Íàéòè

max
xi

∑

j∈J

gjy
∗
j (xi)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ∑

i∈I

xi = p1;

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

ãäå y∗j (xi) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ËÏÐ2:

max
yj ,zi

∑

j∈J

gj(1− yj)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
1− yj ≤ zi, i ∈ Ij(x), j ∈ J ;

∑

i∈I

zi = p2;

zi + xi ≤ 1, i ∈ I;

zi, yj ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è çàäàåò ñóììàðíûé äîõîä ËÏÐ1. Ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ ðåøåíèé îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé îïòèìèçàöè-
îííîé çàäà÷è. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ËÏÐ2, âåêòîð xi, i ∈ I è ìíîæåñòâà
Ij(x), j ∈ J ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýôôåêòèâíûå ìå-
òîäû ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íåèçâåñòíû. Ïåðâûå øàãè â ýòîì íàïðàâëåíèè
ñäåëàíû â [12], ãäå ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà íåÿâíîãî ïåðåáîðà. Â [11] èññëåäóåòñÿ
÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è, êîãäà ËÏÐ2 ðàçìåùàåò òîëüêî îäíî ïðåäïðèÿòèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà îáà ËÏÐ íàðÿäó ñ äîõîäà-
ìè (gj) ó÷èòûâàþò è ðàñõîäû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé (fi), ïðîèçâîäñòâî
ïðîäóêöèè è äîñòàâêó åå ïîòðåáèòåëÿì (cij). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùóþ ìîäåëü äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íàéòè

max
xi,xij

{ ∑

j∈J

∑

i∈I

(gj − c1
ij)xij −

∑

i∈I

f1
i xi

}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ∑

i∈I

xi = p1;

xij ≤ xi, i ∈ I, j ∈ J ;
∑

i∈I

xij = y∗j (xi), j ∈ J ;

xi, xij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J,

5



ãäå y∗j (xi) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ËÏÐ2:

max
yj ,zi,zij

{ ∑

j∈J

∑

i∈I

(gj − c2
ij)zij −

∑

i∈I

f2
i zi

}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
1− yj ≤ zi, i ∈ Ij(xi), j ∈ J ;

∑

i∈I

zi = p2;

zij ≤ zi, i ∈ I, j ∈ J ;
∑

i∈I

zij = 1− yj , j ∈ J ;

zi + xi ≤ 1, i ∈ I;

yj , zi, zij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Â ýòîé ìîäåëè ïåðåìåííûå xij è zij çàäàþò ðàñïðåäåëåíèå êëèåíòîâ ïî ïðåä-
ïðèÿòèÿì ËÏÐ1 è ËÏÐ2 ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî êëèåíòû âûáèðàþò
ïðåäïðèÿòèÿ, ñîãëàñíî ñîáñòâåííûì ïðåäïî÷òåíèÿì, íî ËÏÐ, ïîëó÷èâ çà-
êàç, ìîæåò ïîñòàâëÿòü ïðîäóêöèþ êëèåíòó èç ëþáîãî îòêðûòîãî èì ïðåä-
ïðèÿòèÿ. Åñëè æå ËÏÐ ëèøåí òàêîé âîçìîæíîñòè, òî ñëåäóåò ðàññìàòðè-
âàòü òðåõóðîâíåâûå ìîäåëè, êîòîðûå óæå âûõîäÿò çà ðàìêè íàøåé òåìû.
Èçó÷åíèå äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì è
ïåðñïåêòèâíûì.
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