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ЛЕКЦИЯ № 5

Симплекс-метод и теория двойственности ЛП

1. Симплекс-таблица (с.-т.)

2. Элементарное преобразование б.д.р., ба-
зиса и с.-т.

3. Cимплекс-метод

4. Теоремы двойственности ЛП
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Симплекс-таблица (с.-т.)

x – допустимое решение задачи (5–7) со значением
целевой функции (c, x) = w ⇔ пара (w, x) –
решение системы уравнений (5

′
), (6

′
), (7) или

системы

−w + (cN − cBB−1N)xN = −cBB−1b,

(5
′
)

ExB + B−1NxN = B−1b, (6
′
)

x ≥ 0
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Симплекс-таблица (с.-т.)

−w +
∑
j∈S′

z0jxj = z00, (5
′′
)

xσ(i) +
∑
j∈S′

zijxj = zi0, i = 1, m, (6
′′
)

где
z00 = −cBB−1b = −w(x),

z0j = cj − cBB−1Aj, j = 1, . . . , n,

(z10, . . . , zm0)
> = B−1b,

(z1j, . . . , zmj)
> = B−1Aj, j = 1, . . . , n.
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Симплекс-таблица (с.-т.)

x1 . . . xj . . . xn

−w z00 z01 . . . z0j . . . z0n

xσ(1) z10 z11 . . . z1j . . . z1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xσ(i) zi0 zi1 . . . zij . . . zin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xσ(m) zm0 zm1 . . . zmj . . . zmn
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Симплекс-таблица (с.-т.)

x1 . . . xi . . . xm xm+1 . . . xn

−w z00 0 . . . 0 . . . 0 z0m+1 . . . z0n

x1 z10 1 . . . 0 . . . 0 z1m+1 . . . z1n

: : : : : : :
xi zi0 0 . . . 1 . . . 0 zim+1 . . . zin

: : : : : : :
xm zm0 0 . . . 0 . . . 1 zmm+1 . . . zmn
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Симплекс-таблица (с.-т.)

Определение 6. Симплекс–таблица прямо допусти-
ма, если zi0 ≥ 0, i = 1, . . . , m.

Базис B, соответствующий ей, также называется
прямо допустимым.
Определение 7. Симплекс–таблица двойственно
допустима, если z0j ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Базис B, соответствующий этой таблице, также
называется двойственно допустимым.
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Элементарное преобразование б.д.р.

x(t), t ≥ 0 :

xσ(i)(t) = xσ(i) − zist,

xs(t) = t, (10)

xj(t) = 0, j ∈ S′\s

t =
xσ(r)

zrs
=

zr0

zrs
= min

zis>0, i≥1

zi0

zis
.
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Симплекс-таблица (с.-т.)

α′
i = (z′

i0, z′
i1, . . . , z′

in) (i = 0, m) строки
новой симплекс– таблицы:

α′
i = αi −

zis

zrs
αr, i 6= r,

α′
r =

1

zrs
αr.

(11)

r-я строка, s-й столбец и элемент zrs называются
ведущими.
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Симплекс-таблица (с.-т.)

Соотношения (11) эквивалентны следующим
z′
ij = zij −

ziszrj

zrs
, i 6= r,

z′
rj =

zrj

zrs
.

Замечание 3. Элементарные преобразования
сохраняют прямо допустимость с.-т.
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Симплекс-метод

0) Построить симплекс–таблицу, соответствующую
заданному базисному допустимому решению (таблица,
естественно, будет прямо допустимой, т.е. zi0 ≥
0, i = 1, m).
1) Если симплекс–таблица двойственно допустима,
т.е. z0j ≥ 0, j = 1, n, то КОНЕЦ (получено
оптимальное решение)
2) Иначе, выбрать ведущий столбец s : zos <
0, s ≥ 1.
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Симплекс-метод

3) Если {i | zis > 0, i ≥ 1} 6= ∅, то выбрать
ведущую строку r по правилу:

zr0

zrs
= min{

zi0

zis
| zis > 0, i ≥ 1},

иначе КОНЕЦ (задача неразрешима из-за неограниченности
целевой функции).
4) Преобразовать симплекс–таблицу, положить
σ(r) := s и перейти на шаг 1.
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Лексикографический с. - м.

Пусть α′, α′′ ∈ Rn+1.
Вектор α′ лексикографически больше вектора α′′

(α′ � α′′) ⇔ α′ − α′′ � 0.
Симплекс-таблица нормальна, если каждая ее строка
αi, i = 1, . . . , m лексикографически больше
нуля.
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Лексикографический с. - м.

0) Начать с нормальной симплекс–таблицы.

3) Если {i | zis < 0, i ≥ 1} 6= ∅, то выбрать
ведущую строку r по правилу:
1

zrs
αr = lex min{

1

zis
αi | zis > 0, i ≥ 1},

иначе КОНЕЦ (задача неразрешима).
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Сохранение нормальности с.-т. на шаге 4:
1. αr � 0, zrs > 0 ⇒ 1

zrs
αr � 0

2. zis ≤ 0 ⇒ αi − zis
zrs

αi � αi � 0

3. zrs > 0 ⇒ zis[
1

zis
αi − 1

zrs
αr] � 0.

Лекскографическое возрастанение 0-й строки:
z0s < 0, zrs > 0 и αr � 0, то

α0 −
z0s

zrs
αr � α0.

Итак базисы не могут повторятся, следовательно,
метод конечен.
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Первая теорема двойственности

Теорема 5 (Первая теорема двойственности).
Прямая и двойственная к ней задачи либо
одновременно разрешимы, либо одновремен-
но неразрешимы.

При этом в первом случае оптимальные
значения целевых функций этих задач совпа-
дают, а во втором случае по крайней мере
одна из задач неразрешима в силу несовмес-
тности ее ограничений.
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Вторая теорема двойственности

Теорема 6 (Вторая теорема двойственности
или теорема о дополняющей нежесткости).
Допустимые решения x и y соответственно
прямой и двойственной задачи оптимальны
тогда и только тогда, когда выполняются
условия:

yi(aix − bi) = 0 (i ∈ I),

(cj − yAj)xj = 0 (j ∈ J).

-16-


