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ËÅÊÖÈß � 1

Ëåêòîð: Ïëÿñóíîâ Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷
http://www.math.nsc.ru/LBRT/k5/mo.html

1. Ââåäåíèå

2. Ïîíÿòèå ýêñòðåìàëüíîé (îïòèìèçàöèîííîé) çàäà÷è

3. Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷

4. Òåîðåìà Ôàðêàøà

-1-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Ââåäåíèå

Ìåòîäû îïòèìèçàöèè ≡ Òåîðèÿ îïòèìèçàöèè ≡ Òåîðèÿ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷≡Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå
Àêòóàëüíîñòü ýòîé äèñöèïëèíû ñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì ÝÂÌ.
Âû çíàêîìû ñ òåîðèåé NP -ïîëíûõ çàäà÷. Îíà âîçíèêëà â ñâÿçè ñ ôåíîìåíîì
ïåðåáîðíûõ çàäà÷. Ýòè çàäà÷è ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïåðåáîðà âñåõ âîç-
ìîæíûõ âàðèàíòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî â çàâèñèìîñòè îò
ðàçìåðîâ çàäà÷è.

Äëÿ áîëüøèíñòâà òàêèõ çàäà÷ íåèçâåñòíî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ.
Îíè âàì èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì NP -ïîëíûõ è NP -òðóäíûõ çàäà÷.

Âèçèòíîé êàðòî÷êîé áîëüøåé ÷àñòè èíòåðåñíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, âîçíèêà-
þùèõ â ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, ÿâëÿåòñÿ èõ ïðèíàäëåæíîñòü ýòèì êëàñ-
ñàì.
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Ââåäåíèå

Ïðèëîæåíèÿ:

� â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé: îïòèìèçàöèÿ òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, òðàíñ-
ïîðòíûå çàäà÷è, óïðàâëåíèå è ò.ä.

� â ÷èñëåííîì àíàëèçå: àïïðîêñèìàöèÿ, ðåøåíèå ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ çàäà÷
è ò.ï.

� â àâòîìàòèêå: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìàìè, óïðàâëåíèå ïðèçâîäñòâîì,
ðîáîòû è ò.ä.

� â òåõíèêå: óïðàâëåíèå ðàçìåðàìè è îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóð, îïòèìàëüíîå ïëà-
íèðîâàíèå ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, íàïðèìåð, èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, ñåòåé
òðóáîïðîâîäîâ, êîìïüþòåðîâ è ò.ï.
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Ââåäåíèå

Ïðèëîæåíèÿ (â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå):

� òåîðèÿ èãð: íåâîçìîæíà áåç ïîíÿòèÿ ñåäëîâîé òî÷êè, ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷;

� â ÷èñëåííîì àíàëèçå: ðàñïðîñòðàíåíèå îñíîâíûõ êîíå÷íîìåðíûõ àëãîðèòìîâ íà
ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà äàåò èíñòðóìåíò äëÿ èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ èëè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ;

� â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ìíîãèå áàçîâûå àëãîðèòìû: â çàäà÷àõ î ïîòîêàõ,
íà ãðàôàõ, íà ìàòðîèäàõ, öåëî÷èñëåííîãî è áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìíîãèõ
äðóãèõ, èñïîëüçóþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, ïîíÿòèÿ äâîéñòâåííîñòè, äî-
ïîëíèòåëüíîñòè è ò.ä., ïîëó÷åííûå â ìàòåìàòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè.
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Ââåäåíèå

Öåëè ëåêöèîííîãî êóðñà:

� Èçó÷åíèå ðÿäà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

� Ïîëó÷åíèå (ïðèîáðåòåíèå) òåîðåòè÷åñêèõ è êîíöåïòóàëüíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ, îöåíêè ýòèõ àëãîðèòìîâ è, åñ-

ëè íåîáõîäèìî, ñîçäàíèÿ íîâûõ.
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Ýêñòðåìàëüíàÿ (îïòèìèçàöèîííàÿ) çàäà÷à (P)

Íàéòè:
min f(x) (1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî
ϕi(x) ≤ 0, i = 1, m, (2)

x ∈ S ⊆ Rn èëè Zn èëè Bn. (3)

x = (x1, . . . , xn)� âåêòîð ïåðåìåííûõ;

f � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è;

óñëîâèÿ ϕi(x) ≤ 0, i = 1, m, x ∈ S � íàçûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè çàäà÷è.
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Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ:
ëþáîé âåêòîð x óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèÿì (2),(3), íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì
ðåøåíèåì çàäà÷è P .

Q(P ) = {x ∈ Rn|ϕi(x) ≤ 0, i = 1, m, x ∈ S} � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé çàäà÷è P .

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (ãëîáàëüíûé ìèíèìóì):
ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì öåëåâîé ôóíê-
öèè f íà ìíîæåñòâå Q(P ).

Çàìå÷àíèå:
1. Îãðàíè÷åíèå�ðàâåíñòâî g(x) = 0 ýêâèâàëåíòíî äâóì íåðàâåíñòâàì g(x) ≤

0, −g(x) ≤ 0.
2. Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè g íà ìíîæåñòâå Q ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìèíèìè-

çàöèè ôóíêöèè f = −g íà ýòîì æå ìíîæåñòâå.
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Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷

Â çàâèñèìîñòè îò ïðèðîäû ìíîæåñòâà S çàäà÷è îïòèìèçàöèè êëàññèôèöèðóþòñÿ
êàê:

� äèñêðåòíûå (êîìáèíàòîðíûå) � S êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî,

� öåëî÷èñëåííûå � x ∈ S ⊆ Zn,

� áóëåâû � x ∈ S ⊆ Bn,

� âåùåñòâåííûå (íåïðåðûâíûå) � x ∈ S ⊆ Rn,

� áåñêîíå÷íîìåðíûå � S ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.
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Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷

Åñëè ìíîæåñòâî S ñîâïàäàåò ñ îñíîâíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn, Zn, Bn, à îãðàíè-
÷åíèÿ ϕi îòñóòñòâóþò (m = 0), òî çàäà÷ó P íàçûâàþò çàäà÷åé áåçóñëîâíîé
îïòèìèçàöèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î çàäà÷å óñëîâíîé îïòèìèçàöèè.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñâîéñòâà öåëåâîé ôóíêöèè f è îãðàíè÷åíèé ϕi, òî
âîçíèêàåò áîëåå òîíêîå äåëåíèå êîíå÷íîìåðíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êëàññû:

� íåïðåðûâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå (f , ϕi � íåïðåðûâ-
íûå, ïðîèçâîëüíûå, íåëèíåéíûå, S � ñâÿçíîå, êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Rn)

� äèñêðåòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå(f , ϕi � íåëèíåéíûå,
S � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî)
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Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷

� íåëèíåéíîå öåëî÷èñëåííîå ïðîãðàììèðîâàíèå(f , ϕi � íåëèíåéíûå, S ⊆
Zn)

� íåïðåðûâíàÿ íåëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèÿ áåç îãðàíè÷åíèé (f � íåïðå-
ðûâíàÿ, ïðîèçâîëüíàÿ, íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, m = 0, S = Rn)

� öåëî÷èñëåííàÿ íåëèíåéíàÿ îïòèìèçàöèÿ áåç îãðàíè÷åíèé (f � ïðî-
èçâîëüíàÿ, íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, m = 0, S = Zn)

� âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå (f , ϕi � ïðîèçâîëüíûå, âûïóêëûå, S � âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî èç Rn)

� ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå (f , ϕi � ïðîèçâîëüíûå, ëèíåéíûå, S =
{x ∈ Rn|Ax ≤ b})
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Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷

� öåëî÷èñëåííîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå (f , ϕi � ïðîèçâîëüíûå, ëè-
íåéíûå, S ⊆ Zn)

Åñëè, íàïðèìåð, f , ϕi � ïðîèçâîëüíûå, íåëèíåéíûå ôóíêöèè, à S � ïðîèçâîëü-
íîå ïîäìíîæåñòâî Rn, òî ïîëó÷èì çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ò.ä.
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

L ⊆ Rn � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, åñëè ∀x, y ∈ L ∀α, β ∈ R

αx + βy ∈ L.
Ïîäïðîñòðàíñòâî îðòîãîíàëüíîå ê L:

L⊥ = {y ∈ Rn|(y, x) = 0 ∀x ∈ L}.

Ïóñòü A � (m × n) ìàòðèöà.

L(A) = {z ∈ Rm|∃x ∈ Rn Ax = z},

L(A)⊥ = {y ∈ Rm|(y, z) = 0 ∀z ∈ L(A)} =

= {y ∈ Rm|(y, Ax) = 0 ∀x ∈ Rn} = {y ∈ Rm|yA = 0}.
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

Ëåììà 1. Åñëè ñèñòåìà óðàâíåíèé yA = 0, (y, b) > 0 íåñîâìåñòíà, òî
ñîâìåñòíà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = b íåñîâìåñòíà. Èç îïðåäå-
ëåíèÿ îïåðàöèè ⊥ èìååì L(A) = (L(A)⊥)⊥. Ñëåäîâàòåëüíî

L(A) = {z ∈ Rm|(z, y) = 0 ∀y ∈ L(A)⊥} =

= {z ∈ Rm|(z, y) = 0 ∀y : yA = 0}.

Ò.ê. b 6∈ L(A), òî íàéäåòñÿ y òàêîé, ÷òî yA = 0 è (b, y) 6= 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî ëèáî y, ëèáî −y � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé yA = 0, (y, b) > 0.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèÿìè ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé Ax = b ñîâìåñòíà.
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî). Ñèñòåìà óðàâíåíèéAx =
b, x ≥ 0 ðàçðåøèìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå êîãäà íåðàâåíñòâî
(b, y) ≤ 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé yA ≤ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ∃x Ax = b, x ≥ 0 è ïóñòü y �
ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû yA ≤ 0. Òîãäà

(b, y) = (Ax, y) = (x, yA) ≤ (x, 0) = 0.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íåðàâåíñòâî (b, y) ≤ 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ
ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ yA ≤ 0.

Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ïîêàæåì, ÷òî ñîâìåñòíà ñèñòåìà
óðàâíåíèé Ax = b, x ≥ 0.
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

Äëÿ n = 1 äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî.
Ïóñòü n > 1 è äëÿ ìàòðèö ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ ñòðîãî ìåíüøèì n óòâåðæäå-

íèå äîêàçàíî.
Ò.ê.

∀y(yA ≤ 0 =⇒ (y, b) ≤ 0),

òî íåñîâìåñòíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

yA ≤ 0, (y, b) > 0.

È, ñëåäîâàòåëüíî, íåñîâìåñòíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

yA = 0, (y, b) > 0.

Îòñþäà è ëåììû 1 ïîëó÷èì, ÷òî ñîâìåñòíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ax = b.
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà
∃x(Ax = b, x ≥ 0).

Èòàê,
n∑

j=1

Ajxj = b, ãäå Aj = (a1j, . . . , amj)
ᵀ.

Ïóñòü xj ≥ 0 äëÿ j = 1, k, è xj < 0, j = k + 1, n.
Ðàññìîòðèì âåêòîð

c =
k∑

j=1

Ajxj + Anxn = b −
n−1∑

j=k+1

Ajxj. (∗)
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

Äîïóñòèì, ÷òî íàéäåòñÿ y:

(y, Aj) ≤ 0, j = 1, n − 1, (y, c) > 0. (∗∗)

Îòñþäà è îïðåäåëåíèÿ (∗) âåêòîðà c ïîëó÷èì

k∑
j=1

(y, Aj)xj + (y, An)xn = (y, c) > 0

Òàêèì îáðàçîì

(y, An)xn >

k∑
j=1

−(y, Aj)xj ≥ 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî xn < 0, èìååì

(y, An) ≤ 0. (∗ ∗ ∗)
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç îïðåäåëåíèÿ (∗) âåêòîðà c ïîëó÷èì

(y, b) = (y, c) +

n−1∑
j=k+1

(y, Aj)xj > 0.

Îòñþäà è óñëîâèé (∗∗), (∗∗∗) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð y ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé:

yA ≤ 0, (y, b) > 0.

Ïðîòèâîðå÷èå (ýòà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà ïî óñëîâèþ). Òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà
(∗∗) íå èìååò ðåøåíèÿ. Íî ïî óñëîâèþ ñèñòåìà

yA ≤ 0

ðàçðåøèìà.
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

Ñëåäîâàòåëüíî (y, c) ≤ 0 äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû

(y, Aj) ≤ 0, j = 1, n − 1.

Òîãäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäåòñÿ âåêòîð z ≥ 0 :

n−1∑
j=1

Ajzj = c.

Îòñþäà è îïðåäåëåíèÿ (∗) âåêòîðà c ïîëó÷èì

n−1∑
j=1

Ajzj = b −
n−1∑

j=k+1

Ajxj,

÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

k∑
j=1

Ajzj +

n−1∑
j=k+1

Aj(xj + zj) + Aj · 0 = b.
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Òåîðåìà Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî

Èòàê, ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíò íîâîãî ðåøåíèÿ

x = (z1, . . . , zk, xk+1 + zk+1, . . . , xn−1 + zn−1, 0)

ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ax = b ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ó âåêòîðà x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì íåîòðèöàòåëüíîå ðåøå-

íèå ñèñòåìû ðàâåíñòâ Ax = b. �
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Êîììåíòàðèé

Òåîðåìå Ôàðêàøà�Ìèíêîâñêîãî ìîæíî ïðèäàòü äðóãóþ ôîðìó:
Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax ≤ b ðàçðåøèìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå êîãäà

íåðàâåíñòâî (b, y) ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé yA =
0, y ≥ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax ≤ b ðàçðåøèìà ⇐⇒ ðàçðåøèìà ñèñòåìà
óðàâíåíèé Ax1 − Ax2 + Eu = b, x1, x2, u ≥ 0. Ïî òåîðåìå Ô.�Ì. ïîñëåäíÿÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàçðåøèìà ⇐⇒ êîãäà íåðàâåíñòâî (b, y) ≤ 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé yA ≤ 0, −yA ≤ 0, Ey ≤ 0 ⇐⇒ íåðàâåíñòâî
(b, y) ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé yA = 0, y ≥ 0. �
Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ãîðäàíà). Èìååò ìåñòî îäíî è òîëüêî îäíî èç

ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:
1. Ðàçðåøèìà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax < 0;
2. ñóùåñòâóåò òàêîé 6= 0 âåêòîð y, ÷òî yA = 0, y ≥ 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax < 0 ðàçðåøèìà ⇐⇒ ðàçðåøèìà ñèñòåìà

óðàâíåíèéAx ≤ (−1, −1, . . . , −1)>. Ïî òåîðåìå Ô.�Ì. ðàçðåøèìîñòü ïîñëåäíåé
ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ:
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Êîììåíòàðèé

åñëè âåêòîð y ðåøåíèå ñèñòåìû yA = 0, y ≥ 0, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
−y ≥ 0. Ò.å. íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî âåêòîðà y òàêîãî, ÷òî yA = 0, y ≥ 0.

Òåïåðü ïóñòü ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð y òàêîé, ÷òî yA = 0, y ≥ 0. Íî
òîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî −y ≥ 0 =⇒ íå âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû
Ô.�Ì. =⇒ ñèñòåìà Ax ≤ (−1, −1, . . . , −1)> íåðàçðåøèìà =⇒ íåðàçðåøèìà
ñèñòåìà Ax < 0.�
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