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ËÅÊÖÈß � 3

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà è êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè

1. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè Êóíà�Òàêêåðà: ëèíåéíûé
ñëó÷àé

2. Òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà â ëîêàëüíîé ôîðìå

3. Òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà â íåëîêàëüíîé ôîðìå

4. Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè Êóíà�Òàêêåðà: ëèíåé-

íûé ñëó÷àé

Q = {x|ϕi(x) = (ai, x)−bi ≤ 0, i = 1, m}, óñëîâèå Ñëåéòîðà íå èñïîëüçóåòñÿ,
f ∈ C1 � âûïóêëàÿ
Òåîðåìà 6 (Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè Êóíà�Òàêêåðà: ëè-

íåéíûé ñëó÷àé). Åñëè òî÷êà x∗ � ëîêàëüíûé ìèíèìóì çàäà÷è (1),
(2),òî íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæèòåëè λi ≥ 0, i = 1, m, ÷òî

−f
′
(x∗) =

m∑
i=1

λiai, (12)

λiϕi(x
∗) = 0, i = 1, m. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ ε > 0 :

f(x∗) < f(y) ∀y ∈ B(x∗, ε) ∩ Q.
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè Êóíà�Òàêêåðà: ëèíåé-

íûé ñëó÷àé

Ïóñòü z ∈ Q, z 6= x∗. Òîãäà
1). Äëÿ ìàëûõ α > 0

αz + (1 − α)x∗ = x∗ + α(z − x∗) ∈ B(x∗, ε) ∩ Q ⇒

(f
′
(x∗), z − x∗) = lim

α→0

f(x∗ + α(z − x∗)) − f(x∗)

α
≥ 0. (∗)

2). (∗) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî íàïðàâëåíèÿ s (ò.ê. äëÿ ïîäõîäÿùåãî
z ∈ Q : s = z − x∗).

3). Èç 2) è ëåììû 4 ⇒

∀s 6= 0 : (ai, s) ≤ 0, ∀i ∈ I(x∗) ⇒ (∗).
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Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè Êóíà�Òàêêåðà: ëèíåé-

íûé ñëó÷àé

Ò.å. äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ s 6= 0 ñèñòåìû

(ai, s) ≤ 0, ∀i ∈ I(x∗)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(−f

′
(x∗), s) ≤ 0.

Ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ôàðêàøà-Ìèíêîâñêîãî.�

Óïðàæíåíèå Ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ñëåéòå-
ðà!
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Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè

Òåîðåìà 7 (Òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà â ëîêàëüíîé ôîðìå). Òî÷êà x∗ ∈ Q

� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â òîì
è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λi ≥ 0, i = 1, m,
÷òî

−f
′
(x∗) =

m∑
i=1

λiϕ
′

i(x
∗),

λiϕi(x
∗) = 0, i = 1, m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 5. Äîñòàòî÷íîñòü. Ìíîæå-
ñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Q � âûïóêëî =⇒

∀y ∈ Q âåêòîð s = y − x∗ − âîçìîæíîå íàïðàâëåíèå â òî÷êå x∗ =⇒

(ϕ
′

i(x
∗), s) ≤ 0, ∀i ∈ I(x∗).

Íî f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è èç ëåììû 3 èìååì
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Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè

∀y ∈ Q : f(y) − f(x∗) ≥ (f
′

i(x
∗), y − x∗) = (f

′

i(x
∗), s) =

(−
m∑

i=1

λiϕ
′

i(x
∗), s) =

m∑
i=1

(−λi)(ϕ
′

i(x
∗), s) ≥ 0.�

Åñëè âñå îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíû, òî óñëîâèå Ñëåéòåðà â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìîæíî
îïóñòèòü.
Òåîðåìà 8. Òî÷êà x∗ ∈ Q � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà λi ≥ 0, i = 1, m, ÷òî

−f
′
(x∗) =

m∑
i=1

λiai,

λiϕi(x
∗) = 0, i = 1, m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 6. Äîñòàòî÷íîñòü êàê â
òåîðåìå 7.
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Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèþ

L(x, λ) = f(x) +
m∑

i=1

λiϕi(x),

îïðåäåëåííóþ ïðè âñåõ x è λ, íàçîâåì ôóíêöèåé Ëàãðàíæà äëÿ çàäà-
÷è (1), (2).

Îïðåäåëåíèå 3. Ïàðà (x∗, λ∗) íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè
Ëàãðàíæà, åñëè

L(x∗, λ)
(14)
≤ L(x∗, λ∗)

(15)
≤ L(x, λ∗) ∀x ∈ Rn, ∀λ ≥ 0.

Ïóñòü äëÿ çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ñëåéòåðà.
Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè

Òåîðåìà 9 (Òåîðåìà Êóíà-Òàêêåðà â íåëîêàëüíîé ôîðìå). Äîïóñòè-
ìîå ðåøåíèå x∗ ∈ Q ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð λ∗, ÷òî ïàðà (x∗, λ∗) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé
òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x∗ ∈ Q � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

Òîãäà èç òåîðåìû 5 èìååì

∃λ∗ ≥ 0 : f
′
(x∗) +

m∑
i=1

λ∗
i ϕ

′

i(x
∗) = 0 è

λ∗
i ϕi(x

∗) = 0, i = 1, m.

Ôèêñèðóåì λ. Ôóíêöèÿ

x −→ L(x, λ) = f(x) +
m∑

i=1

λiϕi(x)

âûïóêëà
ë. 3
=⇒
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Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè

L(x, λ∗) ≥ L(x∗, λ∗) + (
∂L(x, λ)

∂x

∣∣∣
(x∗,λ∗)

, x − x∗) = L(x∗, λ∗)

(òàê êàê
∂L(x, λ)

∂x

∣∣∣
(x∗,λ∗)

= f
′
(x∗) +

m∑
i=1

λ∗
i ϕ

′

i(x
∗) = 0).

Ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî (15) îïðåäåëåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè.
Ôèêñèðóåì x. Ôóíêöèÿ

λ −→ L(x, λ) = f(x) +
m∑

i=1

λiϕi(x)

ëèíåéíà
ë. 3
=⇒ è ðàâåíñòâà ∂L(x,λ)

∂x

∣∣∣
(x∗,λ∗)

= ϕ(x∗) èìååì

L(x∗, λ∗) ≥ L(x∗, λ) + (ϕ(x∗), λ∗ − λ) =
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Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè

L(x∗, λ) + (ϕ(x∗), λ∗) − (ϕ(x∗), λ) ≥ L(x∗, λ).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (ϕ(x∗), λ∗) = 0 è
íåðàâåíñòâ ϕ(x∗) ≤ 0, λ ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè íåðàâåíñòâî (14) èç îïðåäåëåíèÿ 3 è, ñëåäîâàòåëüíî,
(x∗, λ∗) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (x∗, λ∗) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè L. Èç íåðàâåí-
ñòâà

L(x∗, λ∗)
(15)
≤ L(x, λ∗) ∀x ∈ Rn ⇒

L(x∗, λ∗) = min
x∈Rn

L(x, λ∗). (∗)

Èç íåðàâåíñòâà

L(x∗, λ)
(14)
≤ L(x∗, λ∗) ∀λ ≥ 0 ⇒
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Êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè

∀λ ≥ 0
m∑

i=1

λiϕi(x
∗) ≤

m∑
i=1

λ∗
i ϕi(x

∗) < ∞. (∗∗)

Èç (∗∗) ⇒ x∗ � äîïóñòèìîå ðåøåíèå ⇒
m∑

i=1
λ∗

i ϕi(x
∗) ≤ 0.(

Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ∃i0 : ϕi0(x
∗) > 0. Òîãäà

m∑
i=1

λiϕi(x
∗) −→ +∞ ïðè

λi0 −→ +∞. Ïðîòèâîðå÷èå ñ (∗∗).
)

Íî
m∑

i=1
λ∗

i ϕi(x
∗) ≥ 0 (ïîëîæèòü â (∗∗) λi = 0 ∀i).

Ò.ê. ðàâåíñòâî
m∑

i=1
λ∗

i ϕi(x
∗) = 0 ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì äîïîëíÿþùåé íåæåñò-

êîñòè λ∗
i ϕi(x

∗) = 0 ∀i, òî îòñþäà è (∗) ïîëó÷èì

∀x ∈ Q : f(x∗) ≤ f(x) +
m∑

i=1

λ∗
i ϕi(x) ≤ f(x) ⇒ x∗ � îïò. ðåø..�
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Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó P :
f(x) −→ min

ϕi(x) ≤ 0, i = 1, m.

Ôóíêöèè f è ϕi ïðîèçâîëüíû. Ïóñòü

g(x) = sup
λ≥0

L(x, λ), ãäå

L(x, λ) = f(x) +
m∑

i=1

λiϕi(x) � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà.

Òîãäà

g(x) =

{
f(x), x ∈ Q,

+∞, x 6∈ Q.
=⇒
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Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Çàäà÷à P ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:

g(x) −→ min

ϕi(x) ≤ 0, i = 1, m.

Ïóñòü
h(λ) = inf

x∈Rn
L(x, λ).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (D):

h(λ) −→ max
λ≥0

.

Íàçîâåì åå äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ê ïðÿìîé (èëè èñõîäíîé) çàäà÷å P . Ïåðå-
ìåííûå λ1, . . . , λm íàçîâåì äâîéñòâåííûìè, à ïåðåìåííûå x1, . . . , xn � ïðÿìû-
ìè.

Åñëè x ∈ Q, λ ≥ 0, òî x � äîïóñòèìîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è, à λ �
äîïóñòèìîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è.
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Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ëåììà 5 (Ñëàáàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè).

∀x ∈ Q ∀λ ≥ 0 (h(λ) ≤ f(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ò.ê. λiϕi(x) ≤ 0, ∀i è ∀λ ≥ 0, òî

h(λ) = inf
x∈Rn

L(x, λ) ≤ L(x, λ) = f(x) +
m∑

i=1

λiϕi(x) ≤ f(x).

Ëåììà 6. Åñëè x ∈ Q è λ ≥ 0 è f(x) = h(λ), òî x è λ � îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ çàäà÷è P è D, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5 èìååì

f(x) = h(λ) ≤ f(x) ∀x ∈ Q ⇒ x � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå P,

h(λ) ≤ f(x) = h(λ) ∀λ ≥ 0 ⇒ λ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå D.

-14-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà 10. Åñëè x, λ � äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
çàäà÷è, òî f(x) = h(λ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (x, λ) �
ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ïðè÷åì L(x, λ) = f(x) = h(λ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. (14):

L(x, λ) ≤ f(x) = h(λ) ≤ L(x, λ).

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî: f(x) = supλ≥0 L(x, λ).
Âòîðîå: h(λ) = inf

x∈Rn
L(x, λ).

Àíàëîãè÷íî (15):

L(x, λ) ≤ f(x) = h(λ) ≤ L(x, λ) =⇒

(x, λ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè L è L(x, λ) = f(x) = h(λ).
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Òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (x, λ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè L è L(x, λ) = f(x) =
h(λ).

(14)=⇒ ∀λ ≥ 0 : L(x, λ) ≤ L(x, λ) =⇒

sup
λ≥0

L(x, λ)
(∗)
= L(x, λ)

(∗∗)
= f(x).

Ðàâåíñòâî (∗) � òðèâèàëüíî, à (∗∗) ñëåäóåò èç óñëîâèÿ x ∈ Q (åñëè ϕi(x) <

0 ⇒ λi = 0).
(15)=⇒ ∀x ∈ Rn : L(x, λ) ≤ L(x, λ) =⇒

L(x, λ) = inf
x

L(x, λ) = h(λ).

x, λ � äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ
ë. 5
=⇒

L(x, λ) = h(λ) ≤ f(x) = L(x, λ).�

-16-


