
•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ËÅÊÖÈß � 5

Òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñèìïëåêñ-ìåòîä.

1. Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

2. Âòîðàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

3. Ñèìïëåêñ-òàáëèöà (ñ.-ò.)
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Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.

Òåîðåìà 15 (Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè). Ïðÿìàÿ è

äâîéñòâåííàÿ ê íåé çàäà÷è ëèáî îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû,

ëèáî îäíîâðåìåííî íåðàçðåøèìû.

Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öå-

ëåâûõ ôóíêöèé ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò, à âî âòîðîì ñëó÷àå

ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç çàäà÷ íåðàçðåøèìà â ñèëó íåñîâ-

ìåñòíîñòè åå îãðàíè÷åíèé.
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Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (16)-(18).

Èç ñëåäñòâèÿ 3 (Ëåêöèÿ � 4) =⇒ íàéäåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå y

çàäà÷è (19)-(20):

w(x) = h(y).

Ò.å. çàäà÷à (19)-(20) ðàçðåøèìà è çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé íà îïòè-

ìàëüíûõ ðåøåíèÿõ ñîâïàäàþò.
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Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Ïóñòü òåïåðü ðàçðåøèìà çàäà÷à (19)-(20) è y åå íåêîòîðîå îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå. Çàïèøåì åå â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Òîãäà â ñèëó äî-

êàçàííîãî âûøå åå äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà. Íî ïî òåîðåìå 12

ýòà äâîéñòâåííàÿ è åñòü çàäà÷à (16)-(18). Ñëåäîâàòåëüíî îíà ðàçðåøè-

ìà è ñóùåñòâóåò åå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x: w(x) = h(y).
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Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Çàìå÷àíèå 5. Ò.ê. ñîâìåñòíîñòü ÷àñòü ðàçðåøèìîñòè, òî èç

ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé ñëåäóåò ñîâ-

ìåñòíîñòü èõ îãðàíè÷åíèé.

Ïîêàæåì, ÷òî âåðíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ñîâìåñòíû îãðàíè-

÷åíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ è y íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå

çàäà÷è (19)-(20). Òîãäà ïî ëåììå 5 (Ëåêöèÿ � 3)

∀x ∈ Q w(x) ≥ h(y).
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Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Èç òåîðåìû 14 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçðåøèìà ïðÿìàÿ çàäà÷à (16)-(18).

Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå ðàçðåøèìà è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à. =⇒
Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ (16)-(18) è (19)-(20) ýêâèâàëåíòíà

ñîâìåñòíîñòè èõ îãðàíè÷åíèé =⇒
åñëè äàííûå çàäà÷è íåðàçðåøèìû, òî õîòÿ áû îäíà èç íèõ íåðàç-

ðåøèìà èç-çà íåñîâìåñòíîñòè èõ îãðàíè÷åíèé. �
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Âòîðàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà 16 (Âòîðàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè èëè òåîðåìà

î äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè). Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ x è y

ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìàëüíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

yi(aix − bi) = 0 (i ∈ I),

(cj − yAj)xj = 0 (j ∈ J).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñìîòðèòå ó÷åáíîå ïîñîáèå "Ìåòîäû îïòèìèçà-

öèè"Í. È. Ãëåáîâ è äð.
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Ñèìïëåêñ-òàáëèöà (ñ.-ò.)

Ïóñòü x � á.ä.ð. B = (Aσ(1), . . . , Aσ(m)) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ áà-

çèñíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

ExB + B−1NxN = B−1b, (17
′
)

ñëåäîâàòåëüíî

ExB = B−1b − B−1NxN , è

w = cBB−1b + (cN − cBB−1N)xN , (16
′
)

ãäå xB = (xσ(1), . . . , xσ(m)) � áàçèñíûå, à xN = (xj)j∈S
′ � íåáà-

çèñíûå ïåðåìåííûå
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Ñèìïëåêñ-òàáëèöà (ñ.-ò.)

−w +
∑
j∈S′

z0jxj = z00, (16
′′
)

xσ(i) +
∑
j∈S′

zijxj = zi0, i = 1, m, (17
′′
)

ãäå

z00 = −cBB−1b = −w(x),

z0j = cj − cBB−1Aj, j = 1, . . . , n,

(z10, . . . , zm0)
> = B−1b,

(z1j, . . . , zmj)
> = B−1Aj, j = 1, . . . , n.
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Ñèìïëåêñ-òàáëèöà (ñ.-ò.)

x1 . . . xj . . . xn

−w z00 z01 . . . z0j . . . z0n

xσ(1) z10 z11 . . . z1j . . . z1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xσ(i) zi0 zi1 . . . zij . . . zin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xσ(m) zm0 zm1 . . . zmj . . . zmn

z0j � îöåíêè çàìåùåíèÿ,

zij � êîýôôèöèåíòû çàìåùåíèÿ,

zi0 � çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ êîìïîíåíò òåêóùåãî á.ä.ð.
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Ñèìïëåêñ-òàáëèöà (ñ.-ò.)

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèìïëåêñ�òàáëèöà íàçûâàåòñÿ ïðÿìî äîïóñòèìîé,

åñëè zi0 ≥ 0, i = 1, . . . , m.

Áàçèñ B, êîòîðîìó ýòà òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò, òàêæå íàçûâàåòñÿ

ïðÿìî äîïóñòèìûì.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñèìïëåêñ�òàáëèöà íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííî äîïó-

ñòèìîé, åñëè z0j ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Áàçèñ B, êîòîðîìó ýòà òàáëèöà ñîîòâåòñòâóåò, íàçûâàåòñÿ äâîé-

ñòâåííî äîïóñòèìûì.
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Ñèìïëåêñ-òàáëèöà (ñ.-ò.)

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ âåëè÷èí

zij, z0j, j ∈ S′, i = 1, . . . , m

âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé

1.z0j ≥ 0∀j ∈ S
′

2.∃s ∈ S
′
: z0s < 0 è zis ≤ 0, ∀i = 1, . . . , m,

3.∃s ∈ S
′
: z0s < 0 è ∃r, 1 ≤ r ≤ m, zrs > 0.
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Ñèìïëåêñ-òàáëèöà (ñ.-ò.)

Ëåììà 8 (ïðèçíàê îïòèìàëüíîñòè). Åñëè ñèìïëåêñ�òàáëèöà

ïðÿìî è äâîéñòâåííî äîïóñòèìà, òî òåêóùåå áàçèñíîå äîïó-

ñòèìîå ðåøåíèå x ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è

(16)�(18).

Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Òàê êàê z0j ≥ 0 è

xj ≥ 0, j ∈ S′, òî èç (16
′′
) ñëåäóåò, ÷òî

w(x) = −z00 +
∑
j∈S′

z0jxj ≥ −z00 = w(x) �
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