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ËÅÊÖÈß � 7

1. Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

2. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè
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Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

Ïóñòü x = (x1, . . . , xn), x = (xn+1, . . . , xn+m). Ðàññìîòðèì âñïî-

ìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:

ξ = xn+1 + · · · + xn+m −→ min

Ax + Ex = b (aix + xn+i = bi, i = 1, m)

x, x ≥ 0

Ïåðåìåííûå x = (xn+1, . . . , xn+m) íàçûâàþòñÿ èñêóññòâåííûìè

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè bi, i = 1, m íåîòðèöàòåëüíû =⇒ è óñëî-

âèÿ det(E) = 1 6= 0 èìååì, ÷òî âåêòîð z0 = (0, b) ∈ Rn+m (ñ

êîìïîíåíòàìè xj = 0, j = 1, n, xn+i = bi, i = 1, m) � á.ä.ð.

âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñ áàçèñîì B = E.
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Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

Èç Êðèòåðèÿ ðàçðåøèìîñòè èìååì:

âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà è min ξ ≥ 0.

Ïðèìåíèì ñ.-ì. ê çàäà÷å, âçÿâ íà 0-øàãå ñ.-ò., ñîîòâåòñòâóþùóþ

á.ä.ð. z0 = (0, b).

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

A. min ξ > 0 ⇐⇒ çàäà÷à (16)-(18) íå èìååò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

(î÷åâèäíî)

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé

B. min ξ = 0 =⇒ x∗
n+i = 0, i = 1, m, =⇒ âåêòîð x∗ � äîï.

ðåø. çàäà÷è (16)-(18) =⇒ x∗ � á.ä.ð. çàäà÷è (16)-(18).

Êàê íàéòè åãî áàçèñ?

Êàê èç îïòèìàëüíîé ñ.-ò. âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ïîëó÷èòü íà÷àëü-

íóþ ïðÿìî äîïóñòèìóþ ñ.-ò. äëÿ çàäà÷è (16)-(18)?
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Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

Ïóñòü âåêòîð z∗ = (x∗, x∗) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé

çàäà÷è, (ïîìíèì, ÷òî x∗ = 0)

{Aj|j ∈ I \ I
′} ∪ {Ei|i ∈ I

′} � åãî áàçèñ,

B = [Aj∈I\I
′, Ei∈I

′] � áàçèñíàÿ ìàòðèöà (I \ I
′ ⊆ {1, . . . , n},

I
′ ⊆ {1, . . . , m}) =⇒ |I \ I

′| + |I ′| = m (ò.ê. ðàíã ñèñòåìû

îãðàíè÷åíèé Ax + Ex = b ðàâåí m)

Ïóñòü Zk, k = 1, n, ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ çàìåùåíèÿ îïòèìàëü-

íîé ñ.-ò. Èç îïðåäåëåíèÿ èõ ⇒

Zk = B−1Ak = [Aj∈I\I
′, Ei∈I

′]−1Ak ⇐⇒

Ak = [Aj∈I\I
′, Ei∈I

′]Zk ⇐⇒

Ak =
∑

j∈I\I
′

zjkAj +
∑
i∈I

′

µikEi
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Êîììåíòàðèé

Â ñ.-ò. i-àÿ ñòðîêà (i ≥ 1) ñîîòâåòñòâóåò i-ìó îãðàíè÷åíèþ çàäà÷è

(16) � (18). Íîìåð æå áàçèñíîé ïåðåìåííîé â i-îé ñòðîêå îáîçíà÷àåò-

ñÿ êàê σ(i). Çäåñü ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå, ÷òî èñõîäíûå xj ïåðåìåííûå

ïåðåíóìåðîâàíû òàê, ÷òîáû σ(i) = i äëÿ i ∈ I \ I
′
. Òàêàÿ ïåðåíóìå-

ðàöèÿ âîçìîæíà òàê êàê îãðàíè÷åíèÿ ðàçáèâàþòñÿ ðîâíî íà äâå ÷àñòè.

Îãðàíè÷åíèÿ ñ íîìåðàìè i èç ìíîæåñòâà I
′ ⊆ I, ñîäåðæàùèå âñïîìî-

ãàòåëüíûå ïåðåìåííûå xn+i, â êà÷åñòâå áàçèñíûõ. È îãðàíè÷åíèÿ ñ íî-

ìåðàìè i èç ìíîæåñòâà I \I
′
, ñîäåðæàùèå èñõîäíûå ïåðåìåííûå xσ(i)

â êà÷åñòâå áàçèñíûõ. Âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå ââîäèëèñü òàê, ÷òî-

áû â i-îì îãðàíè÷åíèè áûëà ïåðåìåííàÿ xn+i.
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Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

B1. I
′
= ∅.

B2. I
′ 6= ∅ è ∃r ∈ I

′
, ∃s 6∈ I \ I

′
µrs 6= 0.

B3. I
′ 6= ∅ è ∀r ∈ I

′
, ∀s = 1, n µrs = 0.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé.

B1. I
′

= ∅ =⇒ |I \ I
′| = m =⇒ {Aj|j ∈ I} � áàçèñ á.ä.ð.

x∗ =⇒ ñòîëáöû Zk, k = 1, n, � êîýôôèöèåíòû çàìåùåíèÿ èìåííî â

ýòîì áàçèñå. Âû÷åðêíóòü èç îïòèìàëüíîé ñ.-ò. ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ïåðåìåííûì xn+1, . . . , xn+m.

Ïåðåñ÷èòàòü 0-ñòðîêó:

z00 = −(c, x∗), z0k = 0, k ∈ I, z0k = ck −
∑
j∈I

cjzjk, k 6∈ I.
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Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

B2. I
′ 6= ∅ è ∃r ∈ I

′
, ∃s 6∈ I \ I

′
µrs 6= 0 =⇒

ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {Aj|j ∈ J
′′} ∪ {Ei|i ∈ I

′′},

ãäå

J
′′

= I \ I
′ ∪ {s}, I

′′
= I

′ \ {r}
� áàçèñ âåðøèíû z∗ = (x∗, 0) (ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî)

=⇒ äåëàåì ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ.-ò. ñ âåäóùèì ýëåìåíòîì

µrs 6= 0 =⇒ ïîëó÷èì ñ.-ò. ñîîòâåòñòâóþùóþ íîâîìó áàçèñó. Íîâàÿ ñ.-

ò. îñòà¼òñÿ îïòèìàëüíîé (â íóëåâîì ñòîëáöå âñå âåëè÷èíû íå èçìåíÿþò

ñâîèõ çíà÷åíèé âêëþ÷àÿ z00)

x∗
n+r = zr0 = 0, z′

i0 = zi0 −
ziszr0

zrs

= zi0

=⇒ ýëåìåíòû 0-ñòîëáöà íå ìåíÿþòñÿ è îñòàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè,

íî â ýòîì áàçèñå ñòàëî áîëüøå èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ è ìåíüøå èñêóñ-

ñòâåííûõ (íà 1).
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Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

Äëÿ íîâîãî áàçèñà ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ B1, B2, B3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ

B2, òî ïîâòîðÿåì îïèñàííûå äåéñòâèÿ. Ò.ê. ìíîæåñòâî I
′
êîíå÷íî, òî

ðàíî èëè ïîçäíî ëèáî ïðîèçîéä¼ò ñëó÷àé B1, ëèáî B3.

B3. I
′ 6= ∅ è ∀r ∈ I

′
, ∀s = 1, n êîýôôèöèåíòû çàìåùåíèÿ

(ñîîòâåòñòâóþùèå èñõîäíûì ïåðåìåííûì, êîòîðûå â òåêóùèé áàçèñ íå

âîøëè) µrs â îãðàíè÷åíèÿõ, ñîäåðæàùèõ áàçèñíûå èñêóññòâåííûå ïå-

ðåìåííûå ðàâíû íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííûå xn+i, i ∈ I
′
,

íåëüçÿ âûâåñòè èç áàçèñà, çàìåíèâ èõ íà ïîäõîäÿùèå èñõîäíûå ïåð-ûå.

Ïîêàæåì, ÷òî èñõîäíûå îãðàíè÷åíèÿ aix = bi ñèñòåìû (17) ñ íî-

ìåðàìè èç ìíîæåñòâà i ∈ I
′
ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè.

Äåéñòâèòåëüíî, x � äîïóñòèìîå ðåøåíèå (16)-(18) ⇐⇒ (x, 0) �

ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

xn+1 + · · · + xn+m = 0,

-8-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

xk +
∑

j∈J\(I\I
′
)

zkjxj +
∑

i∈I\I′

zkn+ixn+i = zk0, k ∈ I \ I
′
,

xn+i +
∑

j∈J\(I\I
′
)

µijxj +
∑

l∈I\I′

zkn+lxn+l = 0, i ∈ I
′
,

x, x ≥ 0,

èëè ó÷èòûâàÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî, íåîòðèöàòåëüíîñòü ïåðåìåííûõ è óñëî-

âèå B3 x � äîïóñòèìîå ðåøåíèå (16)-(18) ⇐⇒

xi +
∑

j∈J\(I\I
′
)

zijxj = zi0, i ∈ I \ I
′
,

x ≥ 0,
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Ìåòîä èñêóññòâåííîãî áàçèñà

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé

aix = bi, i ∈ I \ I
′

x ≥ 0,

ãäå ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ âåêòîð-ñòðîêàìè ai, i ∈ I \ I
′
èìååò ðàíã

m − |I ′|.
Ýòî åù¼ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Óðàâíåíèÿ ñ íîìåðàìè i ∈ I

′

(â ïîñëåäíåé ñ.-ò.) ñîäåðæàò èñõîäíûå ïåðåìåííûå ñ 0 êîýôôèöèåí-

òàìè è îíè ïðèîáðåëè òàêîé âèä ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ

ïðåäøåñòâóþùèõ ñ.-ò. ñ íåíóëåâûìè âåäóùèìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì

ýòè óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâûâàëèñü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ñ íîìåðàìè íå

ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó I
′
ïîñëåäíåé ñ.-ò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâ-

íåíèÿ èç ìíîæåñòâà I
′
ïîñëåäíåé ñ.-ò. ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè ëè-

íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè óðàâíåíèé èç ìíîæåñòâà I \ I
′
è èõ ìîæíî

èñêëþ÷èòü.
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Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ≡ ïîñòîïòèìàëüíûé àíàëèç:

èññëåäîâàíèå êàê âëèÿåò íà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (16)-(18) âîç-

ìóùåíèå âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è.

Íåîáõîäèìîñòü òàêèõ èññëåäîâàíèé âûòåêàåò èç íåâîçìîæíîñòè âñåãäà

èìåòü äîñòîâåðíóþ èíôîðìàöèþ î âõîäíûõ äàííûõ.

Ëåììà 11. Ïóñòü x∗ � îïòèìàëüíîå á.ä.ð. çàäà÷è (16)-(18) è B,

T � ñîîòâåòñòâóþùèå åìó áàçèñ è ñ.-ò. Òîãäà âåêòîð y∗ = cBB−1 �

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Ïî óñëîâèþ ñ.-ò. T ïðÿìî è äâîéñòâåííî îïòèìàëüíà ⇐⇒

∀ i ∀ j : zi0 ≥ 0, z0j ≥ 0 ⇐⇒

zi0 = B−1b ≥ 0 è z0j = cj − cBB−1Aj ≥ 0
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Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð

y∗ = cBB−1

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

cN − y∗N ≥ 0.

Íî ïî îïðåäåëåíèþ y∗ y∗B = cB, ñëåäîâàòåëüíî,

y∗A ≤ 0 =⇒

y∗ � äîïóñòèìîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è
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Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè

Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (ëåììà 6, ëåêöèÿ � 4):

w(x∗) = cBx∗
B = cBB−1b = y∗b = z(y∗).�

Èç ëåììû 11 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå îöåíîê çàìåùåíèÿ

z0j = cj − cBB−1Aj = cj − y∗Aj, ∀ j (22)

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ñ.-ò., îòâå÷àþùàÿ îïòèìàëüíîìó

ðåøåíèþ çàäà÷è.
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Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè: âîçìóùåíèå êîýôôèöèåíòîâ öå-

ëåâîé ôóíêöèè

Êàêîâû äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ âåëè÷èí cj, â êîòîðûõ îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå îñòàåòñÿ îïòèìàëüíûì (íå ìåíÿåòñÿ áàçèñ)?

Ïóñòü j � íåáàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ è cj = cj + δ, ãäå δ � âîçìó-

ùåíèå.

Òîãäà

z0j = cj − y∗Aj = cj + δ − y∗Aj =

= z0j + δ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå x∗ îñòàåòñÿ îïòèìàëüíûì á.ä.ð.

⇐⇒
z0j ≥ 0 ⇐⇒ z0j + δ ≥ 0 ⇐⇒

z0j ≥ −δ > −∞.
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Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè: âîçìóùåíèå êîýôôèöèåíòîâ öå-

ëåâîé ôóíêöèè � äèàïàçîí óñòîé÷èâîñòè äëÿ áàçèñíîé ïå-

ðåìåííîé

Ïóñòü σ(i) � áàçèñíàÿ ïåðåìåííàÿ è cσ(i) = cσ(i) + δ, ãäå δ �

âîçìóùåíèå. È ïóñòü σ(i) = i.

Òîãäà ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî cB = cB + δei. Ñëåäîâàòåëüíî, íîâàÿ

îöåíêà íåáàçèñíîé ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì j âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

z0j = cj − (cB + δei)B
−1Aj =

= cj − cBB−1Aj − δzij = z0j − δzij.
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Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè: âîçìóùåíèå êîýôôèöèåíòîâ öå-

ëåâîé ôóíêöèè � äèàïàçîí óñòîé÷èâîñòè äëÿ áàçèñíîé ïå-

ðåìåííîé

Ðåøåíèå îñòàåòñÿ îïòèìàëüíûì ⇐⇒

z0j = z0j − δzij ≥ 0 äëÿ âñåõ íåáàçèñíûõ j.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèàïàçîí óñòîé÷èâîñòè äëÿ áà-

çèñíîé ïåðåìåííîé çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè:

max
j:zij>0

z0j

zij

≤ δ ≤ min
j:zij<0

z0j

zij
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