
Лекция 5.   Задачи  двумерной упаковки           1

Задачи двумерной упаковки  
Упаковка прямоугольников 
Дано:     n  прямоугольных предметов с размерами 𝑤௜  ℎ௜ , 𝑖 ∈ 𝐿 ൌ ሼ1, … , 𝑛ሽ. 

Найти:   упаковку с минимальной площадью окаймляющего прямоугольника 

                                                                      

Стороны  предметов  параллельны  осям 
координат.                                                                   

min 𝑊𝐻   

 

Задача является NP‐трудной даже при          
.                                                        фиксированном W. 

Пример гильотинной упаковки 
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Математическая модель 

ሺ𝑥௜, 𝑦௜ሻ — координаты левого нижнего угла 𝑖‐го прямоугольника 

𝑙௜௝ ൌ 1, если 𝑖‐й прямоугольник левее 𝑗‐го, иначе 0 

𝑏௜௝ ൌ 1, если 𝑖‐й прямоугольник ниже 𝑗‐го, иначе 0 

𝑟௜ ൌ 1, если 𝑖‐й прямоугольник повернут на 90° иначе 0 

𝐵 ൒ ∑ ሺ𝑤௜ ൅ ℎ௜ሻ௜∈௅  — достаточно большое число. 

min 𝑊 ∙ 𝐻  

   при ограничениях:   𝑥௜ ൅ 𝑤௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ ℎ௜𝑟௜ ൑ 𝑊,   𝑖 ∈ 𝐿; 

𝑦௜ ൅ ℎ௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ 𝑤௜𝑟௜ ൑ 𝐻,   𝑖 ∈ 𝐿; 

𝑥௜ ൅ 𝑤௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ ℎ௜𝑟௜ ൑ 𝑥௝ ൅ ൫1 െ 𝑙௜௝൯𝐵,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿; 

𝑦௜ ൅ ℎ௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ 𝑤௜𝑟௜ ൑ 𝑦௝ ൅ ൫1 െ 𝑏௜௝൯𝐵,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿; 

𝑙௜௝ ൅ 𝑙௝௜ ൅ 𝑏௜௝ ൅ 𝑏௝௜ ൒ 1,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿. 
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Математическая модель 

min  𝑊 

   при ограничениях:   𝑥௜ ൅ 𝑤௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ ℎ௜𝑟௜ ൑ 𝑊,   𝑖 ∈ 𝐿; 

𝑦௜ ൅ ℎ௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ 𝑤௜𝑟௜ ൑ 𝐻,   𝑖 ∈ 𝐿; 

𝑥௜ ൅ 𝑤௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ ℎ௜𝑟௜ ൑ 𝑥௝ ൅ ൫1 െ 𝑙௜௝൯𝐵,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿; 

𝑦௜ ൅ ℎ௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ 𝑤௜𝑟௜ ൑ 𝑦௝ ൅ ൫1 െ 𝑏௜௝൯𝐵,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿; 

𝑙௜௝ ൅ 𝑙௝௜ ൅ 𝑏௜௝ ൅ 𝑏௝௜ ൒ 1,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿. 

Задача целочисленного линейного программирования, можно применять 
коммерческое программное обеспечение GUROBI, CPLEX, GLPK и др. 
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Математическая  модель 

Новые переменные: 

𝑧௜ ൌ 1, если  i‐й прямоугольник будем вырезать, иначе 0. 

max  ෍ 𝑐௜𝑧௜
௜∈௅

 

при ограничениях: 

𝑥௜ ൅ 𝑤௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ ℎ௜𝑟௜ ൑ 𝑊 ൅ ሺ1 െ 𝑧௜ሻ𝐵,   𝑖 ∈ 𝐿; 

𝑦௜ ൅ ℎ௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ 𝑤௜𝑟௜ ൑ 𝐻 ൅ ሺ1 െ 𝑧௜ሻ𝐵,   𝑖 ∈ 𝐿; 

𝑥௜ ൅ 𝑤௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ ℎ௜𝑟௜ ൑ 𝑥௝ ൅ ൫1 െ 𝑙௜௝൯𝐵,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿; 

𝑦௜ ൅ ℎ௜ሺ1 െ 𝑟௜ሻ ൅ 𝑤௜𝑟௜ ൑ 𝑦௝ ൅ ൫1 െ 𝑏௜௝൯𝐵,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿; 

𝑙௜௝ ൅ 𝑙௝௜ ൅ 𝑏௜௝ ൅ 𝑏௝௜ ൒ 1,   𝑖, 𝑗 ∈ 𝐿. 
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Определение.  Кодировка решений называется допустимой, если она удо‐
влетворяет следующим требованиям: 

1. множество всех кодов конечно; 

2. каждому коду соответствует допустимое решение; 

3. вычисление  целевой  функции  для  каждого  кода  осуществляется  
с полиномиальной трудоемкостью; 

4. решение,  соответствующее  коду  с  наименьшим  значением  
целевой  функции,  является  оптимальным  решением  исходной  
задачи. 

 

Пример.  Упорядоченный список предметов с алгоритмом декодирования 
Skyline.
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Представление LB–компактных решений 
Корень    дерева  —  левая  граница  упаковки.  Ориентация  дуг  от  корня  
к  листьям.  Предмет  𝐵𝑖  связан  дугой  с  𝐵𝑗,  если  левая  сторона  𝐵𝑗  касается   

правой стороны 𝐵𝑖.  Если для 𝐵𝑗 имеется несколько таких предметов ሺ𝐵𝑖, 𝐵𝑘ሻ, 
то дуга идет только от нижнего предмета.   

 𝐵𝑖 
 

 𝐵𝑘 
𝐵𝑗

Всего вариантов  𝑛! 𝐶ଶ௡ାଵ
௡ /ሺ2𝑛 ൅ 1ሻ 

(числа Каталана) 
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Процедура декодирования 
Дано:    ориентированное  корневое  дерево,  каждой  вершине  кроме  корня  

приписан предмет (метка). 

Найти:  площадь окаймляющего  прямоугольника. 
 

 

 

 

 

 

 

Упражнение. Найти алгоритм декодирования с трудоемкостью  𝑂ሺ𝑛ሻ.

 

 

Bi 

Bj

Bk 
Поиск в глубину 



Лекция 5.   Задачи  двумерной упаковки           17

Соседние упаковки 

Для данного корневого ориентированного дерева с помеченными вершина‐
ми определим две операции: 

 две некорневые вершины меняются метками (предметами); 

 отрываем лист дерева и приклеиваем к другой вершине. 

Каждая операция порождает новую упаковку. Таких упаковок 𝑂ሺ𝑛2ሻ.  

Назовем их соседними для данной.  

 

Множество соседних упаковок называют окрестностью данной упаковки. 
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Стандартный алгоритм локального улучшения 

1.  Выбрать 𝐿଴ – начальное решение и вычислить его длину 𝐹ሺ𝐿଴ሻ, 𝑖 ∶ൌ  0. 

2.  Найти наилучшего соседа  𝐿௜ାଵ  для решения 𝐿௜ ∶ 

𝐹ሺ𝐿௜ାଵሻ ൌ minሼ𝐹ሺ𝐿ሻ|𝑙 ∈ 𝑁ሺ𝐿௜ሻሽ.  

Если 𝐹ሺ𝐿௜ାଵሻ ൏ 𝐹ሺ𝐿௜ሻ, то положить 𝑖: ൌ 𝑖 ൅ 1 и вернуться на шаг 2,  

иначе STOP,  𝐿௜ – локальный минимум. 

 
Варианты: best improvement, first improvement, randomized neighborhoods,  
multi‐start …  



19

Чи

 

исленн

     Задач

Ими

Чи
сл

о 
ло

ка
ль

ны
х 

оп
ти

му
мо

в 
ные экс

ча упако

итация отж

сперим

вки в по

жига

менты

ложител

Станд

льном ор

дартный 

Лек

ртанте, 𝑛
локальны

кция 5.   Зад

𝑛 ൌ  100
ый спуск 

дачи  двуме

0. 

Относител

ерной упак

льная погреш

ковки          

 
шность 

 



Лекция 5.   Задачи  двумерной упаковки           20

Пороговые алгоритмы 
 

Алгоритм имитации отжига относится к классу пороговых алгоритмов. 

На  каждом шаге  в  окрестности  текущего  решения  𝑖𝑘  выбирается  некоторое 
решение 𝑗,  и  если  разность  по  целевой  функции  между  новым  и  текущим  
решением не превосходит заданного порога 𝑡𝑘, то новое решение 𝑗 заменяет 
текущее. В противном случае выбирается новое соседнее решение.  
 

Пороговый алгоритм 

1. Выбрать начальное решение 𝑖0 ∈ 𝐼 и положить 𝐹∗ ൌ 𝐹ሺ𝑖0ሻ, 𝑘 ൌ 0. 
2. Пока не выполнен критерий остановки, делать следующее: 

2.1. Случайно выбрать решение 𝑗 ∈ 𝑁ሺ𝑖𝑘ሻ. 
2.2. Если  𝐹ሺ𝑗ሻ െ 𝐹ሺ𝑖௞ሻ ൏ 𝑡௞, то  𝑖𝑘൅1 ∶ൌ 𝑗. 
2.3. Если 𝐹∗ ൐ 𝐹ሺ𝑖௞ሻ, то 𝐹∗ ≔ 𝐹ሺ𝑖௞ሻ. 
2.4. Положить  𝑘 ∶ൌ 𝑘 ൅ 1. 
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Типы пороговых алгоритмов 

1. Последовательное улучшение:  𝑡𝑘 ൌ 0, 𝑘 ൌ 0, 1, 2, …  –  вариант  локаль‐
ного спуска с монотонным улучшением по целевой функции. 

2. Пороговое  улучшение:  𝑡𝑘 ൌ 𝑐௞, 𝑘 ൌ 0, 1, 2, … , 𝑐𝑘 ൒ 0; 𝑐𝑘 ൒ 𝑐𝑘൅1  и  
 lim௞→ஶ 𝑐௞ → 0 – вариант локального поиска, когда допускается ухудшение 
по  целевой  функции  до  некоторого  заданного  порога,  и  этот  порог  
последовательно снижается до нуля. 

3. Имитация отжига: 𝑡𝑘 ൒ 0, 𝑘 ൌ 0, 1, 2, … – случайная величина с матема‐
тическим ожиданием 𝐸ሺ𝑡𝑘ሻ ൌ 𝑐௞ ൒ 0  –  вариант локального поиска,  когда  
допускается  произвольное  ухудшение  по  целевой  функции,  но  вероят‐
ность такого перехода обратно пропорциональна величине ухудшения   

𝑃௜௝ ൌ ቐ
1,                                если 𝐹ሺ𝑗ሻ ൑ 𝐹ሺ𝑖ሻ

exp ቆ
𝐹ሺ𝑖ሻ െ 𝐹ሺ𝑗ሻ

𝑐௞
ቇ , если 𝐹ሺ𝑗ሻ ൐ 𝐹ሺ𝑖ሻ   
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Цепи Маркова 

Определение.  Пусть 𝑂  обозначает множество  возможных исходов некото‐

рого случайного процесса. Цепь Маркова есть последовательность испыта‐
ний, когда вероятность исхода в каждом испытании зависит только от резуль‐
тата предшествующего испытания.  

Пусть 𝑥ሺ𝑘ሻ – случайная переменная, обозначающая результат 𝑘‐го испытания. 
Тогда для каждой пары  𝑖, 𝑗 ∈ 𝑂 вероятность перехода от 𝑖 к 𝑗 при 𝑘‐м испыта‐
нии задается выражением 

𝑃𝑖𝑗ሺ𝑘ሻ ൌ ሼ𝑥ሺ𝑘ሻ ൌ 𝑗 | 𝑥ሺ𝑘– 1ሻ ൌ 𝑖ሽ. 

Матрица  ሼ𝑃𝑖𝑗} называется переходной матрицей.   Цепь Маркова называ‐

ется  конечной,  если  множество  исходов  конечно,  и    однородной,  если  
переходные вероятности не зависят от номера шага 𝑘. 
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Общая схема  имитации  отжига 

1. Выбрать начальное решение 𝑖 и вычислить 𝐹ሺ𝑖ሻ. 

2. Задать начальную температуру 𝑇. 

3. Пока не выполнен критерий остановки, делать следующее: 

3.1.  Выполнить цикл 𝐿 раз: 

3.1.1. Выбрать в 𝑁ሺ𝑖ሻ случайным образом решение j; 

3.1.2. Положить  ൌ  𝐹ሺ𝑗ሻ െ 𝐹ሺ𝑖ሻ; 

3.1.3. Если  ൑ 0, то 𝑖 ≔ 𝑗 ; 

3.1.4. Если  ൐ 0, то с вероятностью 𝑒
ିൗ்

 положить 𝑖 ≔ 𝑗; 

3.2. Понизить температуру 𝑇 ≔ 𝑇 𝑟. 
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Параметры алгоритма 

 Начальная температура 𝑇. 

 Коэффициент охлаждения 𝑟. 

 Число шагов 𝐿 при заданной температуре 

 Критерий остановки: 

– минимальное значение  температуры 

– число смен температуры без изменения текущего решения. 

– суммарное число шагов алгоритма 
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Переход от  компактных к  компактным решениям 
Перестройка корневого ориентированного дерева без ухудшения целевой 
функции. Выполняется при каждой смене температуры. 
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Вопросы 

 Процедура декодирования дерева в упаковку является полиномиальной 
(Да или Нет?) 

 Любая  упаковка  прямоугольников  в  полосу  является  гильотинной  
(Да или Нет?) 

 Переход от LB‐компактных решений к RB‐компактным решениям явля‐
ется полиномиальной процедурой? 

 Метод  имитации  отжига  в  асимптотике  всегда  гарантирует  получение 
точного решения задачи? 

 Двумерная задача упаковки в контейнеры является NP‐трудной? 

 


