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Ââåäåíèå â òåîðèþ ýñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Ìåòîäû (òåîðèÿ) îïòèìèçàöèè ≡
≡ Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ≡

≡ Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Àêòóàëüíîñòü äèñöèïëèíû ñâÿçàíà ñ ïîÿâëåíèåì ÝÂÌ è ôåíîìåíîì

ïåðåáîðíûõ çàäà÷. Òàêèå çàäà÷è ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïåðåáî-

ðà âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëü-

íî â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ çàäà÷è. Äëÿ áîëüøèíñòâà òàêèõ çàäà÷

íåèçâåñòíî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ, ò. å. îíè ÿâëÿþòñÿ

NP-ïîëíûìè èëè NP-òðóäíûìè.

Âîïðîñ

P = NP?

äî ñèõ ïîð îòêðûò.
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Ââåäåíèå â òåîðèþ ýñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Ïðåäìåò òåîðèè:

1. Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ ñóùåñòâîâàíèÿ
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

2. Íåîáõîäèìûå è/èëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.

3. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

4. Èññëåäîâàíèå ñëîæíîñòè çàäà÷.
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Ââåäåíèå â òåîðèþ ýñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Ïðèëîæåíèÿ:

- â òåõíèêå: óïðàâëåíèå ðàçìåðàìè è îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóð, îï-

òèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ èëè èíôîðìàöèîííûõ

ñèñòåì, ñåòåé òðóáîïðîâîäîâ, êîìïüþòåðîâ

- â àâòîìàòèêå: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìàìè, óïðàâëåíèå

ïðèçâîäñòâîì, ðîáîòîòåõíèêà

- â òðàíñïîðòå: ëîãèñòèêà, óïðàâëåíèå òðàíñïîðòíûìè ïîòîêàìè,

ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé

- à òàêæå: â ýêîíîìèêå, ïðîìûøëåííîñòè, ìåäèöèíå è äð.
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Ââåäåíèå â òåîðèþ ýñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Ïðèëîæåíèÿ (â ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå):

- â ÷èñëåííîì àíàëèçå: àïïðîêñèìàöèÿ, ðåøåíèå ëèíåéíûõ è íåëè-

íåéíûõ çàäà÷

- â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé è â êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè: àë-

ãîðèòìû äëÿ îïòèìèçàöèè òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, çàäà÷ íà ãðàôàõ, çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî è áóëå-

âîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿè äð.

- òåîðèÿ èãð: íåâîçìîæíà áåç ïîíÿòèÿ ñåäëîâîé òî÷êè, ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
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Öåëè ëåêöèîííîãî êóðñà:

� Óãëóáë¼ííîå èçó÷åíèå òåîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ

� Èçó÷åíèå ðÿäà áàçîâûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçà-
öèè

� Ïðèîáðåòåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è êîíöåïòóàëüíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ïîíèìàíèÿ, îöåíêè ýòèõ àëãî-
ðèòìîâ è, åñëè íåîáõîäèìî, ñîçäàíèÿ íîâûõ
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Ýêñòðåìàëüíàÿ (îïòèìèçàöèîííàÿ) çàäà÷à (P )

Íàéòè:
min f(x) (1)

ïðè óñëîâèè, ÷òî

ϕi(x) ≤ 0, i = 1,m, (2)

x ∈ S ⊆ Rn èëè Zn èëè Bn. (3)

x = (x1, . . . , xn)� âåêòîð ïåðåìåííûõ;
f � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è;
ϕi(x) ≤ 0, i = 1,m, x ∈ S � îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Âåêòîð x � äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è P , åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2),(3).

Q(P ) = {x ∈ Rn|ϕi(x) ≤ 0, i = 1,m, x ∈ S} �
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è P .

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (ãëîáàëüíûé ìèíèìóì):
ëþáîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ
ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâå Q(P ).

1. g(x) = 0 ≡ g(x) ≤ 0,−g(x) ≤ 0.

g(x) ≤ 0 ≡ g(x) + y = 0, ãäå y ≥ 0.

2. max
x∈Q

g(x) ≡ min
x∈Q
−g(x)
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðåøåíà, åñëè

� ëèáî íàéäåíî å¼ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå,

� ëèáî íàéäåí êîíå÷íûé èíôèìóì öåëåâîé ôóíê-

öèè íà ìíîæåñòâå Q(P ), â ñëó÷àå, êîãäà îïòè-

ìàëüíîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò,

� ëèáî äîêàçàíî, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè-

÷åíà ñíèçó íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,

� ëèáî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé çàäà÷è P ïóñòî.
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ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÄÀ×

Â çàâèñèìîñòè îò ïðèðîäû ìíîæåñòâà S:

� äèñêðåòíûå (êîìáèíàòîðíûå) � S êîíå÷íî èëè
ñ÷åòíî,

� öåëî÷èñëåííûå � x ∈ S ⊆ Zn,
� áóëåâû � x ∈ S ⊆ Bn,

� âåùåñòâåííûå (íåïðåðûâíûå) � x ∈ S ⊆ Rn,

� áåñêîíå÷íîìåðíûå � S ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà.

-12-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÄÀ×

Åñëè (m = 0), ò. å.

S = Rn èëè S = Zn èëè S = Bn,

òî çàäà÷à P � çàäà÷à áåçóñëîâíîé îïòèìèçà-

öèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î çàäà÷å óñëîâ-

íîé îïòèìèçàöèè.
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ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÄÀ×

Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ôóíêöèé f è ϕi(x) âîç-
íèêàåò áîëåå òîíêîå äåëåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

íà êëàññû, íàïðèìåð:

íåïðåðûâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììè-

ðîâàíèå: f , ϕi(x) � íåïðåðûâíûå, ïðîèçâîëü-

íûå, íåëèíåéíûå, S � ñâÿçíîå, êîìïàêòíîå ïîäìíî-

æåñòâî Rn
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ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÇÀÄÀ×

âûïóêëîå ïðîãðàììèðîâàíèå: f , ϕi(x) ïðî-

èçâîëüíûå, âûïóêëûå, S ⊂ Rn � âûïóêëîå ìíî-

æåñòâî

ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå: f , ϕi(x) � ëè-

íåéíûå, S = {x ∈ Rn|Ax ≤ b}
Ïîäðîáíåå (èçó÷èòü ñàìîñòîÿòåëüíî):

Àëåêñååâà Å. Â., Êóòíåíêî Î. À., Ïëÿñóíîâ À. Â. ×èñëåííûå

ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2008.
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó P ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè f è ϕi:

f(x) −→ min (1)

ϕi(x) ≤ 0, i = 1,m. (2)

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ

L(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λiϕi(x),

îïðåäåëåííóþ ïðè âñåõ x è λ, íàçîâåì ôóíêöèåé
Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (1), (2).
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ïóñòü
g(x) = sup

λ≥0
L(x, λ)

Òîãäà

g(x) =

{
f(x), x ∈ Q,
+∞, x 6∈ Q.

Ñëåäîâàòåëüíî, pàäà÷à P ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å áåçóñëîâíîé
îïòèìèçàöèè:

g(x) −→ min
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ïóñòü
h(λ) = inf

x∈Rn
L(x, λ).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (D):

h(λ) −→ max
λ≥0

.

Çàäà÷àD íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê èñõîäíîé (èëè ïðÿ-
ìîé) çàäà÷åP . Ïåðåìåííûå λ1, . . . , λm íàçûâàþòñÿ äâîé-
ñòâåííûìè ïåðåìåííûìè
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ëåììà 1. (Ñëàáàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè).

∀x ∈ Q, ∀λ ≥ 0 : h(λ) ≤ f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ ≥ 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíê-
öèè h(λ):

h(λ) ≤ L(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λiϕi(x).

∀x ∈ Q ñïðàâåäëèâî λiϕi(x) ≤ 0, ñëåäîâàòåëüíî:

h(λ) ≤ f(x). �
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ëåììà 2. Åñëè x ∈ Q è λ ≥ 0 è f(x) = h(λ),
òî x è λ � îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è P è D,
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïàðà (x∗, λ∗) íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé
òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà, åñëè ∀x ∈ Rn, ∀λ ≥ 0

L(x∗, λ)
(3)

≤ L(x∗, λ∗)
(4)

≤ L(x, λ∗).
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà 1. Âåêòîðû x, λ � îïòèìàëüíûå ðåøå-
íèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è è f(x) = h(λ)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (x, λ) � ñåäëî-
âàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì f(x) =
L(x, λ) = h(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x, λ � îïòè-
ìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

h(λ)
def
= inf

x∈Rn
L(x, λ) ≤ L(x, λ)

L(x, λ) ≤ sup
λ≥0

L(x, λ)
def
= g(x).
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Â ñèëó îïòèìàëüíîñòè, x ∈ Q è f(x) = g(x). Èç ðàâåí-
ñòâà f(x) = h(λ) ñëåäóåò:

f(x) = L(x, λ) = h(λ).

Òîãäà:

L(x, λ) ≤ sup
λ≥0

L(x, λ) =

= L(x, λ) =

= inf
x∈Rn

L(x, λ) ≤ L(x, λ).
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (x, λ) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè
Ëàãðàíæà. Òîãäà èç (3) ñëåäóåò:

m∑
i=1

(λi − λi)ϕi(x) ≤ 0 ∀λ ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃ i : 1 ≤ i ≤ m,ϕi(x) > 0. Òîãäà
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî λi > 0:

m∑
i=1

(λi − λi)ϕi(x) > 0.

Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Q.
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ïðè λ = 0 èìååì:
m∑
i=1

λiϕi(x) ≥ 0,

îòêóäà:
λiϕi(x) = 0 ∀i = 1, m.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = L(x, λ).
Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî:

L(x, λ) = min
x∈Rn

L(x, λ) = h(λ).

Ïî Ëåììå 2, x è λ � îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðÿìîé
è äâîéñòâåííîé çàäà÷, ñîîòâåòñòâåííî. �
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü x ∈ Q(P ), λ ≥ 0. Ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ïàðà (x, λ)� ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà.

2. f(x) = h(λ).

3. min
x

sup
λ≥0

L(x, λ) = max
λ≥0

inf
x
L(x, λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðâîãî è òðå-
òüåãî óòâåðæäåíèé. Ïî òåîðåìå 1, ïàðà (x, λ) � ñåäëîâàÿ
òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è λ
� îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷.
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Äðóãèìè ñëîâàìè,

min
x∈Q

f(x) = f(x) = L(x, λ) = h(λ) = max
λ≥0

h(λ).

Ïîñêîëüêó
min
x∈Q

f(x) = min
x∈Rn

g(x),

òî

min
x

sup
λ≥0

L(x, λ) = L(x, λ) = max
λ≥0

inf
x
L(x, λ).

Óïðàæíåíèå. Çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî Ñëåäñòâèÿ 1.
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Ëàãðàíæåâà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü x∗, x ∈ Q, λ∗, λ ≥ 0. Åñëè
ïàðû (x, λ) è (x∗, λ∗) � ñåäëîâûå òî÷êè ôóíêöèè
Ëàãðàíæà, òî ïàðû (x, λ∗) è (x∗, λ) � òàêæå ñåä-
ëîâûå òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ïðè÷åì

L(x∗, λ) = L(x, λ∗) = L(x, λ) = L(x∗, λ∗).

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü Ñëåäñòâèå 2.
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