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¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè¿, 2015 ã.

ËÅÊÖÈß � 3

1. Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä (ìåòîä èñ-
êóññòâåííîãî áàçèñà)

2. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ

3. Òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè äëÿ ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

0. Ïîñòðîèòü ñèìïëåêñ�òàáëèöó äëÿ çàäà÷è

ξ =
m∑
i=1

xn+i→ min, (1)

aix+ xn+i = bi, i = 1,m; (2)

xj ≥ 0, j = 1, n+m, (3)

âûáðàâ â êà÷åñòâå áàçèñàB = (An+i, . . . , An+m).
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Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

Çäåñü ai � ýòî i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöûA (i = 1,m).
Òàê êàê ìàòðèöà B åäèíè÷íàÿ, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
òàáëèöû äîñòàòî÷íî â öåëåâîé ôóíêöèè ξ âûðà-
çèòü áàçèñíûå ïåðåìåííûå (èñêóññòâåííûé áàçèñ)
xn+i (i = 1,m) ÷åðåç íåáàçèñíûå ïåðåìåííûå
xj (j = 1, n), èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åíèÿ (2). Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî

ξ =
m∑
i=1

(bi − aix).

-2-



•First •Prev •Next •Last •Go Back •Full Screen •Close •Quit

Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ñëåäîâàòåëüíî,

z00 = −
m∑
i=1

bi, à z0j =
m∑
i=1

aij, j = 1, n.

Ïðè ýòîì ñèìïëåêñ�òàáëèöà ïðÿìî äîïóñòèìà, à
áàçèñíîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå èìååò âèä xj =

0 (j = 1, n), è xn+i = bi (i = 1,m).
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Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

1. Ïðîäåëàòü øàãè 1�4 àëãîðèòìà ñèìïëåêñ�ìåòîäà,
îïèñàííîãî â ïîäðàçä. 4.4.
Òàê êàê öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1)�(3) îãðàíè-

÷åíà ñíèçó íóëåì è äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, çàäà-
âàåìîå óñëîâèÿìè (2)�(3), íåïóñòî, òî çàäà÷à (1)�
(3) âñåãäà ðàçðåøèìà è ìèíèìóì íåîòðèöàòåëåí.
Ïîýòîìó íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëåíèÿ ìîãóò çàâåð-
øèòüñÿ òîëüêî ïîëó÷åíèåì ïðÿìî è äâîéñòâåííî
äîïóñòèìîãî áàçèñà. Êàê òîëüêî òàêîé áàçèñ áóäåò
ïîëó÷åí, ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó.
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Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

2. Åñëè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ξ∗ > 0, òî ÊÎ-
ÍÅÖ (èñõîäíàÿ çàäà÷à íå èìååò äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé:X = ∅), èíà÷å óäàëèòü èç ñèìïëåêñ�òàáëèöû
âñå ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå èñêóññòâåííûì ïå-
ðåìåííûì xj (j = n+ 1, n+m), è íóëåâóþ
ñòðîêó.
3. Åñëè áàçèñíûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òîëü-

êî ïåðåìåííûå èñõîäíîé çàäà÷è xj (j ≤ n), òî
ïåðåéòè íà øàã 7.
4. Âûáðàòü ñòðîêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ èñêóññòâåí-

íîé ïåðåìåííîé xr (r > n).
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Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

5. Åñëè ñóùåñòâóåò zrs 6= 0 (1 ≤ s ≤ n), òî
âûïîëíèòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà ñ
âåäóùèì ýëåìåíòîì zrs è ïåðåéòè íà øàã 3.
6. Åñëè zrj = 0 äëÿ âñåõ j = 1, n, òî óäà-

ëèòü r-þ ñòðîêó èç ñèìïëåêñ�òàáëèöû è ïåðåéòè
íà øàã 3.
7. Äîáàâèòü íóëåâóþ ñòðîêó â ñèìïëåêñ�òàáëèöó,

çàïèñàâ â íå¼ êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè îñ-
íîâíîé çàäà÷è w(x), âûðàæåííîé ÷åðåç íåáàçèñ-
íûå ïåðåìåííûå. Ïîëó÷åíà ïðÿìî äîïóñòèìàÿ ñèìïëåêñ�
òàáëèöà èñõîäíîé çàäà÷è.
8. Ïðîäåëàòü øàãè 1�4 àëãîðèòìà ñèìïëåêñ�ìåòîäà,

îïèñàííîãî â ïîäðàçä. 4.4.
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Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

Øàãè 0�7 îïèñàííîãî âûøå ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ áà-
çèñíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ îáû÷íî íàçûâàþò ïåð-
âûì ýòàïîì ñèìïëåêñ�ìåòîäà, à ìåòîä â öåëîì �
äâóõýòàïíûì ñèìïëåêñ�ìåòîäîì.
Âûïîëíåíèå øàãà 6 ñâèäåòåëüñòâóåò î ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè óðàâíåíèé Ax = b, ÷òî ïîçâîëÿåò
óäàëèòü ÷àñòü óðàâíåíèé. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ âîç-
íèêàåò, åñëè ðàíã ìàòðèöû A ìåíüøå ÷èñëà óðàâ-
íåíèém.
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Äâóõôàçíûé ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ øàãà 7 èìååì ïðÿìî äîïóñòè-
ìóþ ñèìïëåêñ�òàáëèöó èñõîäíîé çàäà÷è, ò. å. çà-
âåðø¼í 0-é øàã àëãîðèòìà ïîäðàçä. 4.4. è ìîæ-
íî ïåðåõîäèòü ê åãî øàãàì 1�4. Â ðåçóëüòàòå ëèáî
óñòàíîâèì, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ w(x) íå îãðàíè-
÷åíà ñíèçó, ëèáî ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
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Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ËÏ

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) â êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå çàïèñè:

w(x) = (c, x) −→ min (5)

Ax = b, (6)

x ≥ 0, (7)

ãäå:

c = (cj), x = (xj) ∈ Rn, b = (bi) ∈ Rm,

A = (aij) � (m× n) ìàòðèöà,

m ≤ n, rang(A) = m.
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à (5)− (7) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

(c, x) −→ min

(ai, x)− bi ≤ 0, λ1
i ≥ 0

−(ai, x) + bi ≤ 0, λ2
i ≥ 0

−xj ≤ 0. µj ≥ 0

Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(x, λ1, λ2, µ) = (c, x)+(λ1, Ax−b)+(λ2,−Ax+b)+(µ,−x) =

=
(
c+ (λ1 − λ2)A− µ, x

)
− (λ1 − λ2, b).

Ñëåäîâàòåëüíî, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è èìååò âèä:
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

h(λ1, λ2, µ) = inf
x
L(x, λ1, λ2, µ) =

=

{
−(b, λ1 − λ2), åñëè c+ (λ1 − λ2)A− µ = 0,

−∞, èíà÷å. =⇒

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

h(λ1, λ2, µ) −→ sup
λ1≥0,λ2≥0,µ≥0

,

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ËÏ:

−(b, λ1 − λ2) −→ max

c+ (λ1 − λ2)A− µ = 0 ≡ c+ (λ1 − λ2)A ≥ 0.

Óìíîæèì îãðàíè÷åíèÿ íà −1, îáîçíà÷èì y = −(λ1 − λ2)
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Ïîëó÷èì

(b, y) −→ max (8)

yA ≤ c. (9)

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ çàäà÷ (5)-(7) è (8)-(9) âûïîëíÿþòñÿ âñå

óòâåðæäåíèÿ: ë. 1, ë. 2, òåîð. 1, ñëåäñòâèÿ 1 � 2.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à äâîéñòâåííàÿ ê çàäà÷å (8)-(9) ñîâïà-

äàåò ñ èñõîäíîé çàäà÷åé (5)-(7).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷à (8)-(9) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

−(b, y) −→ min

yA ≤ c.
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

yA ≤ c ≡ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (y,Aj)− cj ≤ 0, xj ≥ 0

(ñîïîñòàâèëè êàæäîìó îãðàíè÷åíèþ äâîéñòâåííóþ ïåðåìåííóþ (ìíî-

æèòåëü Ëàãðàíæà))

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(y, x) = −(b, y) + (x, yA− c) =

−(b, y) + (Ax, y)− (x, c) = (Ax− b, y)− (c, x).

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è

h(x) = inf
y
L(y, x) ={

−(c, x), åñëè Ax = b,

−∞, èíà÷å. =⇒
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Çàäà÷à

max
x≥0

h(x)

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ËÏ:

−(c, x) −→ max

Ax = b,

x ≥ 0

èëè

min(c, x)

Ax = b,

x ≥ 0. �
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ËÏ: äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Ïðÿìàÿ çàäà÷à Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

w(x) =
n∑
j=1

cjxj → min z(y) =
m∑
i=1

biyi → max

aix ≥ bi i ∈ I1 yi ≥ 0

aix = bi i ∈ I2 yi − ñâîá.

xj ≥ 0 j ∈ J1 yAj ≤ cj
xj − ñâîá. j ∈ J2 yAj = cj.

Óïðàæíåíèå. Òåõíèêà ïîëó÷åíèÿ ýòîé ñõåìû: ëèáî ïîâòîðèòü âû-

êëàäêè, ïðèâåäøèå ê çàäà÷å (8), (9), ëèáî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîäèìî-

ñòüþ îáùåé çàäà÷è ËÏ ê çàäà÷å ËÏ â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå è ïðèìåíèòü

ãîòîâûé ðåöåïò (çàäà÷à (8), (9)).
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Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà 5 (Ïåðâàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííî-
ñòè). Ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ ê íåé çàäà÷è
ëèáî îäíîâðåìåííî ðàçðåøèìû, ëèáî îäíîâðåìåí-
íî íåðàçðåøèìû.

Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëó÷àå îïòèìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé ýòèõ çàäà÷
ñîâïàäàþò, à âî âòîðîì ñëó÷àå ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà èç çàäà÷ íåðàçðåøèìà â ñèëó
íåñîâìåñòíîñòè åå îãðàíè÷åíèé.
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Âòîðàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè

Òåîðåìà 6 (Âòîðàÿ òåîðåìà äâîéñòâåííî-
ñòè èëè òåîðåìà î äîïîëíÿþùåé íåæåñòêî-
ñòè). Äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ x è y ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è îï-
òèìàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

yi(aix− bi) = 0 (i ∈ I),
(cj − yAj)xj = 0 (j ∈ J).

-18-


