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ВВЕДЕНИЕ

Учебное пособие написано на основе лекций по курсу «Методы
оптимизации», читаемых на факультете информационных технологий
Новосибирского государственного университета. Основной акцент сделан на
изложении методов решения задач математического программирования, а
также обосновании их сходимости или конечности в зависимости от
рассматриваемого класса задач. Такой подход может оказаться полезным при
самостоятельном изучении численных методов оптимизации.
Предполагается, что читатели знакомы с курсами математического анализа и
линейной алгебры.

Данное издание является продолжением и дополнением ранее
опубликованных пособий [1], [2]. В нем представлены задачи классического
вариационного исчисления и оптимального управления. Эти темы изложены в
том варианте, в котором они читаются в течение ряда лет на механико-
математическом факультете и факультете информационных технологий
университета. Также в пособии представлены методы покоординатного
спуска, Келли, метод ветвей и границ для решения задач нелинейного
программирования, методы случайного поиска и ряд других. Некоторые из
рассматриваемых методов и алгоритмов иллюстрируются примерами.
Пособие состоит из шести глав и приложения.

В первой главе приводится общая постановка экстремальной задачи,
определения целевой функции, допустимого решения, условного и
безусловного экстремума. Вводятся такие концептуальные понятия, как
скорость сходимости итерационных методов, направление убывания, метод
спуска. Эта глава содержит фрагмент такого важного раздела оптимизации,
как выпуклый анализ.

Вторая глава посвящена численным методам отыскания безусловного
экстремума. Здесь рассмотрены методы покоординатного спуска, Ньютона,
случайного поиска, а также различные модификации градиентного метода.

Третья глава посвящена методам решения задач линейного
программирования. В ней приводится описание прямого симплекс-метода,
его модифицированной формы, двух модификаций двойственного симплекс-
метода, метода искусственного базиса. При обосновании конечности этих
алгоритмов рассматриваются их лексикографические варианты. В этой главе
содержится также геометрическая интерпретация задач линейного
программирования и развиваемая на ее основе интерпретация прямого
симплекс-метода.

В четвертой главе рассмотрены численные методы нелинейного
программирования, приводится описание первого (или циклического)
алгоритма Гомори для решения задач линейного целочисленного
программирования. Здесь же содержится описание метода ветвей и границ и
его реализация для решения нелинейных задач. Завершается глава описанием
методов штрафа и доказательством их сходимости.
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Пятая глава посвящена задачам классического вариационного исчисления.
Здесь приводится вывод необходимых условий Эйлера по Лагранжу и Дю-
буа-Раймону для простейшей задачи с закрепленными концами. Предлагае-
мые доказательства основаны на непосредственном применении метода ва-
риаций.

В шестой главе рассматриваются задачи оптимального управления. Для
линейной задачи оптимального быстродействия приводится доказательство
необходимости и достаточности принципа максимума. Также доказываются
теоремы о конечности числа переключений оптимального управления.

В приложении приводятся и подробно комментируются основные
обозначения и понятия.

Нумерация формул, теорем, лемм, определений в каждой главе
самостоятельная. Ссылки в пределах главы обозначаются одним числом, а
вне главы –  двумя числами.  Например,  теорема 5  из первой главы будет в
других главах именоваться как теорема 1.5.
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ГЛАВА 1

ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

§ 1. Экстремальные задачи. Определения

Задачи отыскания наибольших или наименьших величин часто возникают
в науке, технике и экономике. Чтобы применять математические методы для
их решения и анализа, необходимо уметь переходить от содержательной к
математической постановке задачи. Для этого нужно определить целевую
функцию f , множество допустимых решений Q  для функции f  и критерий
оптимизации max}{min,Îextr . Таким образом, тройка вида ),,( extrQf  зада-
ет экстремальную или оптимизационную задачу.

Формально математическая постановка выглядит следующим образом:

Qx
extrxf
Î

®)( .

Учитывая равенство ))(max()(min xfxf
QxQx

--=
ÎÎ

, в дальнейшем ограничимся

рассмотрением только задач минимизации.
Будем говорить, что задача минимизации решена, если
1. либо найдено ее оптимальное решение, то есть точка Qx Î*  такая, что

)()( xfxf £*  для всех QxÎ . Символически это записывается в виде равен-
ства )(min)( xfxf

QxÎ
* = ;

2. либо найден конечный инфинум )(min xff
QxÎ

* =  целевой функции на

множестве Q  в случае, когда оптимального решения не существует;
3. либо доказано, что целевая функция неограниченна снизу на множестве

допустимых решений;
4. либо установлено, что множество допустимых решений пусто.

Далее будем рассматривать экстремальные задачи, в которых допустимое
множество задается в следующем виде: },,1,0)(|{ mixSxQ i K=£Î= j , где

S  является либо подмножеством пространства nR , либо подмножеством nZ ,
либо – nB . Функции )(xij , mi ,,1K= , – скалярные функции со значениями в
R . Выражения SxÎ , 0)( £xij , mi ,,1K= , называются ограничениями оп-
тимизационной задачи. Ограничения вида 0)( £xij , mi ,,1K= , называются
функциональными, а ограничение SxÎ называется ограничением типа
включения. Различие между функциональными и нефункциональными огра-
ничениями условно, так как каждое включение можно записать как функцио-
нальное ограничение и, наоборот, любое функциональное ограничение легко
превратить во включение. Одновременное использование этих ограничений
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делает постановку задачи более структурированной и, следовательно, более
наглядной. Формально экстремальная задача в этом случае записывается в
следующем виде:

Sx
xf

Î
® min)(                                                     (1)

mixi ,,1,0)( K=£j .                                              (2)
В зависимости от природы множества S  экстремальные задачи классифи-

цируются как [2, 4, 6, 9]:
· дискретные или комбинаторные, если множество S  конечно или

счетно;
· целочисленные, если nZS Í ;
· булевы, если nBS Í ;
· вещественные, если nRS Í ;
· бесконечномерные, если S  – подмножество гильбертова пространст-

ва.

Если nRS = , или nZS = , или nBS =  и отсутствуют ограничения
mixi ,,1,0)( K=£j , то есть 0=m , тогда экстремальная задача называется

задачей безусловной оптимизации. В противном случае говорят о задаче ус-
ловной оптимизации.

Если принять во внимание свойства целевой функции f  и ограничений
mixi ,,1,0)( K=£j , то возникает более тонкое деление конечномерных экс-

тремальных задач на классы:
· непрерывное (математическое) программирование ( f , )(xij ,

mi ,,1K= , – непрерывные, произвольные, нелинейные функции, S  –
связное, компактное подмножество nR );

· дискретное (математическое) программирование ( f , )(xij ,
mi ,,1K= , – нелинейные функции, S  – дискретное множество);

· нелинейное целочисленное программирование ( f , )(xij , mi ,,1K= ,

– нелинейные функции, nZS Í );
· непрерывная нелинейная оптимизация без ограничений ( f  – непре-

рывная, произвольная, нелинейная функция, 0=m , nRS = );
· целочисленная нелинейная оптимизация без ограничений ( f  – про-

извольная, нелинейная функция, 0=m , nZS = );
· выпуклое программирование ( f , )(xij , mi ,,1K= , – произвольные,

выпуклые функции, S  – выпуклое подмножество nR );
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· линейное программирование ( f , )(xij , mi ,,1K= , – произвольные,

линейные функции, nRS = );
· целочисленное линейное программирование ( f , )(xij , mi ,,1K= ,  –

произвольные, линейные функции, nZS Í ).

При решении каждой оптимизационной задачи возникает три проблемы
[4]. Первая из них связана с существованием оптимальных решений задачи.
При анализе этой проблемы в ряде случаев может оказаться полезной сле-
дующая теорема, с помощью которой можно иногда определить, достигает ли
функция своего глобального минимума и максимума.

Теорема 1 (Вейерштрасса). Если функция )(xf  определена и непрерывна
на замкнутом ограниченном множестве X , то она достигает на этом множе-
стве своих точных верхней и нижней границ.

Условие компактности множества X , использованное в теореме, является
довольно жестким. И неприменимо для таких часто встречающихся мно-
жеств, как nRS =  или nRS ³= . Однако, ослабляя ограничения на множество
X  и накладывая дополнительные требования на функцию f ,  из теоремы
Вейерштрасса можно получить следующие два следствия.

Следствие 1. Если функция )(xf  определена и непрерывна на непустом
замкнутом множестве X  и для некоторой фиксированной точки v  из X
множество Лебега )}()(|{)( vfxfXxvM £Î=  ограничено, то функция дос-
тигает на множестве X  своей точной нижней границы.

Следствие 2. Если функция )(xf  определена и непрерывна на непустом
замкнутом множестве X  и для любой последовательности точек Nkkx Î}{  из
X , для которой +¥=

¥®
||lim k

k
x , имеет место соотношение +¥=

¥®
)(lim k

k
xf

( ¥- ), то функция достигает на множестве X  своей точной нижней (верх-
ней) границы.

Вторая проблема связана с поиском условий, которым должно удовлетво-
рять оптимальное решение задачи.

Третья проблема состоит в том, как найти хотя бы одно такое решение.
Данные проблемы соответствуют разделам теории экстремальных задач,

где исследуются вопросы существования оптимальных решений, необходи-
мые и достаточные условия экстремума и численные методы нахождения
решений. Последний раздел и является предметом настоящего пособия.
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§ 2. Элементы выпуклого анализа

Множество nRxÎ  называется выпуклым, если Xxx Î-+ 21 )1( ll  при
всех Xxx Î21, , ]1,0[Îl . Иными словами, множество X выпукло, если оно
вместе с любыми своими двумя точками 1x и 2x  содержит соединяющий их

отрезок { }10),(|],[ 21221 ££-+=Î= ll xxxxRxxx n  (см.  рис.  1).  Рис.  2  –
пример невыпуклого множества.

       Рис. 1                                                              Рис. 2

На числовой прямой R  выпуклыми множествами являются всевозможные
промежутки, то есть одноточечные множества, интервалы, полуинтервалы,
отрезки, полупрямые, а также сама прямая. Примерами выпуклых множеств в
пространстве nR  служат само пространство, любое его линейное подпро-
странство, одноточечное множество, шар, отрезок, а также прямая, проходя-
щая через точку 0x  в направлении вектора h , луч, выходящий из точки 0x в
направлении вектора h , гиперплоскость с нормалью p и порождаемые ею
полупространства. Пустое множество по определению выпуклое. Нетрудно
понять, что все перечисленные множества, кроме шара, являются частными
случаями выпуклого множества вида

{ } { }mibxaRxbAxRxX ii
nn ,,1,,|| K=£Î=£Î= ,                (3)

где A  – некоторая матрица размера nm ´ со строками maa ,,1 K ,

KK ,2,1,),,( 1 =Î= mRbbb mT
m . Множества вида (3) принято называть поли-

эдральными или просто полиэдрами. Таким образом, полиэдр – это множест-
во решений некоторой системы конечного числа линейных неравенств. Или,
другими словами, пересечение конечного числа полупространств.

Выпуклой комбинацией точек mxx ,,1 K  называется точка

mm xxxz aaa +++= K2211 , где 0³ia , mi ,,1K= , и 121 =+++ maaa K .

Теорема 2. Выпуклое множество X  содержит выпуклые комбинации всех
своих точек.

Функция )(xf , определенная на выпуклом множестве nRX Î , называется
выпуклой на X , если

)()1()())1(( 2121 xfxfxxf llll -+£-+                         (4)

1x 2x

X
X
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при всех [ ]1,0,, 21 ÎÎ lXxx . Если при всех 2121 ,, xxXxx ¹Î  и )1,0(Îl  не-
равенство (4) выполняется как строгое, то f  называется строго выпуклой на
X . Функция f  называется (строго) вогнутой, если функция )( f- (строго)
выпукла.

Геометрически выпуклость функции f  означает, что любая точка произ-
вольной хорды графика f  располагается не ниже соответствующей точки
самого графика (рис. 3).

                            Рис. 3                                                            Рис. 4

Для вогнутой функции взаимное расположение хорды и графика обратно
(рис. 4). Можно показать, что функции 2)( xxf = , xexf =)(  выпуклы на R ;

)ln()( xxf =  вогнута на множестве положительных чисел; xxf sin)( =  во-
гнута на [ ]p,0  и выпукла на [ ]pp 2, . Функция xxf =)(  выпукла,  a

2)( xxf =  строго выпукла на nR .

Функцию вида bxaxf += ,)( , где RbRa n ÎÎ ,  будем называть линей-
ной. Ясно, что для линейной функции неравенство (4) выполняется как ра-
венство. Поэтому она одновременно выпукла и вогнута на nR , но не строго.

Приведем еще несколько полезных свойств выпуклых функций.

Теорема 3. Выпуклая функция )(xf , определенная на выпуклом множе-
стве X , непрерывна в каждой внутренней точке этого множества.

Теорема 4. Функция )(xf , дифференцируемая на выпуклом множестве
X ,  выпукла тогда и только тогда,  когда для любых Xyx Î,  справедливо

)()(),(' xfyfxyxf -£- .

Теорема 5. Функция )(xf , определенная и дважды непрерывно диффе-
ренцируемая на выпуклом множестве X , (строго) выпукла тогда и только

тогда, когда матрица
njiji xx

xfxB
,,1,

2 )()(
K=

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ

¶¶
¶

= (положительно) неотрицатель-

но определена для любого XxÎ .
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Для исследования матрицы )(xB  на знакоопределенность используют, как
правило, критерий Сильвестра (см. приложение).

Теорема 6. Для любой выпуклой функции )(xf , определенной на выпук-
лом множестве X , и любого числа l  множество })(|{ l£Î xfXx  выпукло.

Теорема 7 (неравенство Йенсена). Если функция )(xf  выпукла на вы-

пуклом множестве X , то åå
==

£
m

i
ii

m

i
ii xfxf

11
)()( aa , где Xxi Î , 0³ia ,

mi ,,1K= , и 121 =+++ maaa K .

Задача (1)-(2) называется выпуклой, если S  – выпуклое множество, f ,
mixi ,,1,0)( K=£j , – выпуклые функции на S .

Сформулируем несколько простых утверждений, объясняющих интерес к
данному типу задач оптимизации.

Теорема 8. Если задача (1)-(2) выпукла, то любое ее локальное решение
является также глобальным.

Следующее свойство выпуклых задач можно сформулировать в виде сле-
дующего общего принципа: необходимые условия оптимальности в том или
ином классе задач оптимизации при соответствующих предположениях вы-
пуклости оказываются и достаточными [2, 4, 9]. Приведем обоснование дан-
ного свойства применительно к задаче безусловной оптимизации.

Теорема 9. Пусть функция f  выпукла на nR  и дифференцируема в точке
nRx Î* . Если 0)(' * =xf , то *x  – точка минимума f  на nR .

Теоремы 8,  9  говорят о том,  что для выпуклой задачи отыскание стацио-
нарной точки автоматически означает отыскание решения, причем глобаль-
ного.

Укажем еще одно полезное свойство выпуклых задач.

Теорема 10. Пусть задача (1)-(2) выпукла и имеет решение. Тогда множе-
ство ее решений )(min* xfArgQ

QxÎ
=  выпукло. Если при этом функция f

строго выпукла на множестве Q , то решение задачи единственно.
Большинство теорем о сходимости методов оптимизации доказывается в

предположении выпуклости функции, оценки скорости сходимости, которые
будут рассматриваться в параграфе 4, часто устанавливаются при еще более
жестком предположении сильной выпуклости.
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Определение 1. Дифференцируемая функция f  называется сильно вы-

пуклой (с константой 0>l ), если для любых x  и y из nR  справедливо

2),()()( 2ylyxfxfyxf +¢+³+ .                               (5)

Лемма 1. Если функция f  является сильно выпуклой (с константой

0>l ), то она имеет глобальный минимум на nR .
Доказательство. Из условия (5) и неравенства Коши-Буняковского следу-

ет
2)()()( 2ylyxfxfyxf +¢-³+ .

Пусть lxfr )(2 ¢= . Если ry ³ , то
( ) )()(2)()( xfxfylyxfyxf >¢-+³+ .                           (6)

Рассмотрим шар ),( rxB  с центром в точке x  и радиуса r . По теореме Вей-
ерштрасса непрерывная функция f  достигает своего минимума на шаре

),( rxB  в некоторой точке *x . Из неравенства (6) следует, что *x  – минимум

на всем nR . ▄

Лемма 2. Если функция является сильно выпуклой (с константой 0>l ) и
*x  – ее глобальный минимум, то для любого nRxÎ выполняется неравенство

))()((2)( *xfxflxf -³¢ .                                          (7)
Доказательство. Так как функция f  сильно выпуклая, то подстановка

xxy -= *  в (5) дает неравенство

02),()()( 2*** £-+-¢+- xxlxxxfxfxf .
Так как

=-+¢-+¢ )(22)(),(2/2)( ** xxllxfxxllxf

0)(22)(
2* ³-+¢= xxllxf ,

то

³³-+-¢+¢ 02),(2)( 2**2 xxlxxxflxf

2),()()( 2*** xxlxxxfxfxf -+-¢+-³ .
После приведения подобных членов получим требуемое неравенство. ▄

Лемма 3. Пусть f  – дважды непрерывно дифференцируемая функция. Если
f  – сильно выпуклая функция с константой l , то выполняется неравенство

11 ||)]([|| -- £¢¢ lxf .



12

Доказательство. Пользуясь формулой конечных приращений для функ-
ции f , получим

2/,)(),()()( 2 yyyxfyxfxfyxf t+¢¢+¢=-+ ,
где 1,0 21 ££ tt . Воспользуемся условием сильной выпуклости

2/),()()(2/,)( 2
2 ylyxfxfyxfyyyxf ³¢--+=+¢¢ t .

Заменяя y  на ty , получим:
2

2 ,)( tyltytytyxf ³+¢¢ t .
Следовательно,

22
2

2 ,)( yltyytyxft ³+¢¢ t .

Поделив на 2t  и устремляя t  к нулю, будем иметь
2,)( ylyyxf ³¢¢ .

Положим zxfy 1))(( -¢¢= , где z  – произвольный элемент из nR . Исполь-

зуя неравенство Коши-Буняковского, получим zzxfl £¢¢ -1))(( . По опреде-

лению нормы оператора это означает, что справедливо неравенство
[ ] 11)( -- £¢¢ lxf .▄

§ 3. Начальные сведения о численных методах оптимизации

В большинстве случаев задачу (1)-(2) приходится решать численно на
компьютере. При этом можно с помощью необходимых условий оптимально-
сти свести задачу оптимизации к некоторой другой задаче, а затем попытать-
ся использовать разработанные для ее решения численные методы. Так, на-
пример, для решения задачи минимизации на nR  дифференцируемой функ-
ции f  можно воспользоваться каким-либо численным методом решения
системы уравнений 0)(' =xf . Однако, наиболее эффективными оказываются
методы, разработанные специально для решения задачи оптимизации, так как
они позволяют полнее учесть ее специфику.

Любой численный метод (алгоритм) решения задачи оптимизации основан
на точном или приближенном вычислении ее характеристик (значений целе-
вой функции, ограничений, а также их производных). На основании получен-
ной информации строится приближение к решению задачи – искомой точке
минимума *x  или, если такая точка не единственна, – к множеству точек ми-
нимума. Иногда удается построить только приближение к минимальному
значению целевой функции )(min* xff

QxÎ
= .

Для каждой конкретной задачи вопрос о том, какие характеристики следу-
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ет выбрать для вычисления, решается в зависимости от свойств минимизи-
руемой функции, ограничений и имеющихся возможностей по хранению и
обработке информации. Так, для минимизации недифференцируемой функ-
ции нельзя воспользоваться алгоритмом, предусматривающим возможность
вычисления в произвольной точке градиента функции. В случае, когда досту-
пен небольшой объем памяти, при решении задачи высокой размерности
нельзя воспользоваться алгоритмом, требующим вычисления на каждом шаге
и хранения в памяти матрицы вторых производных и т.п.

Алгоритмы, использующие лишь информацию о значениях минимизируе-
мой функции, называются алгоритмами нулевого порядка; алгоритмы, ис-
пользующие также информацию о значениях первых производных, – алго-
ритмами первого порядка; алгоритмы, использующие, кроме того, информа-
цию о вторых производных, – алгоритмами второго порядка.

Работа алгоритма состоит из двух этапов.  На первом этапе вычисляются
предусмотренные алгоритмом характеристики задачи. На втором этапе по
полученной информации строится приближение к решению. Для задач опти-
мизации выбор на втором этапе способа построения приближения, как пра-
вило, не вызывает затруднений. Например, для методов спуска, в которых на
каждом шаге происходит переход в точку с меньшим,  чем предыдущее,  зна-
чением функции, за приближение к точке минимума обычно выбирается точ-
ка последнего вычисления. Поэтому в алгоритме достаточно указать способ
выбора точек вычисления,  при условии,  что уже решен вопрос о том,  какие
именно характеристики решаемой задачи следует вычислять.

Для большинства задач точки вычисления выбираются последовательно,
то есть точка 1+kx , ,,1,0 K=k  выбирается, когда уже выбраны точки преды-
дущих вычислений kxx ,,0 K  и в каждой из них произведены предусмотрен-
ные алгоритмом вычисления. Для записи методов минимизации будем поль-
зоваться соотношением вида

,,1 Rhxx kkk
kk Î+=+ aa K,2,1,0=k .                        (8)

При этом конкретный алгоритм определяется заданием точки 0x , правилами
выбора векторов kh  и чисел ka  на основе полученной в результате вычисле-
ний информации, а также условиями остановки. Таким образом, величины

ka , kh  в (8) определяются теми или иными видами функциональной зависи-
мости от точек и результатов всех ранее проведенных вычислений, причем на
практике обычно используются наиболее простые виды зависимости. Прави-
ла выбора ka , kh  могут предусматривать и дополнительные вычисления, то
есть вычисления некоторых характеристик решаемой задачи в точках, отлич-
ных от kxxx ,,, 10 K .

Вектор kh  определяет направление )1( +k -го шага метода минимизации, а
коэффициент ka  – длину этого шага. Следует иметь в виду, что при 1|||| ¹kh
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длина отрезка, соединяющего точки 1, +kk xx , не равна || ka . Обычно назва-
ние метода минимизации определяется способом выбора kh , а его различные
варианты связываются с разными способами выбора ka . Наряду с термином
шаг метода будет использоваться также термин итерация метода.

Трудоемкость решения задачи оптимизации зависит от числа ее перемен-
ных, вида целевой функции, а также вида и числа ограничений. Часто мето-
ды, разработанные для решения того или иного типа задач, оказываются по-
лезными для решения более сложных задач. Так, например, алгоритмы одно-
мерной оптимизации широко применяются при решении многомерных задач;
многие алгоритмы условной оптимизации используют методы безусловной
оптимизации или являются их модификацией; методы решения задачи ли-
нейного программирования используются при решении задач нелинейного
программирования и т. д.

Среди методов минимизации можно условно выделить конечношаговые и
бесконечношаговые методы. Конечношаговыми, или конечными, называются
методы, гарантирующие отыскание решения задачи за конечное число шагов.
Конечношаговые методы удается построить лишь для некоторых специаль-
ных типов задач оптимизации, например, задач линейного и квадратичного
программирования. Для бесконечношаговых методов достижение решения
гарантируется лишь в пределе.

§ 4. Сходимость методов оптимизации

Важной характеристикой бесконечношаговых методов является сходи-
мость. Будем говорить, что метод, задаваемый соотношением (8), сходится,
если *xxk ®  при ¥®k , где *x  –  решение задачи (1)-(2).  Если

)()( *xfxf k ®  при ¥®k , то иногда также говорят о сходимости по функ-

ции, при этом последовательность Nk
kx Î}{  называют минимизирующей. Ми-

нимизирующая последовательность может и не сходиться к точке минимума.
В случае, когда точка минимума *x  не единственна, под сходимостью метода
понимается сходимость последовательности Nk

kx Î}{  к множеству *Q  точек
минимума функции f .

Эффективность сходящегося метода можно охарактеризовать с помощью
понятия скорости сходимости. Пусть *xxk ®  при ¥®k . Говорят, что по-
следовательность Nk

kx Î}{  сходится к *x  линейно (с линейной скоростью, со
скоростью геометрической прогрессии), если существуют такие константы

)1,0(Îq  и 0k , что
**1 xxqxx kk -£-+  при 0kk ³ .                            (9)

Говорят, что Nk
kx Î}{  сходится к *x сверхлинейно (со сверхлинейной ско-
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ростью), если
*1*1 xxqxx kkk -£- ++ , 0®kq при ¥®k .                (10)

Говорят о квадратичной сходимости, если существуют такие константы
0³C  и 0k , что

2**1 xxCxx kk -£-+  при 0kk ³ .                               (11)
Иногда, сохраняя ту же терминологию, неравенства (9)-(11) заменяют со-

ответственно на неравенства
11*1 ++ £- kk qCxx  при 0kk ³ ,                                (12)

112*1 qqqCxx kkk K++ £- ,                                  (13)
123*1 +£-+ kqCxxk  при 0kk ³ , .10 << q                       (14)

Ясно, что из (9) следует (12), а из (10) следует (13). Если предположить,

что справедливо (11) и при некотором )1,0(Îq 00 2* 1 kq
C

xxk £- , то

100 2*1 1 +£-+ kq
C

xxk , 200 2*2 1 +£-+ kq
C

xxk ,…,

тогда из (11) следует (14) при CC /13 = .

Для характеристики сходимости последовательности Nk
kxf Î)}({  к

)( *xf  в ситуациях, аналогичных (6) или (9), (7) или (10), (8) или (11), ис-
пользуются аналогичные термины: линейная, сверхлинейная и квадратичная
скорость сходимости.

Для невыпуклых задач численные методы оптимизации обычно позволяют
отыскивать лишь локальные решения, а, точнее говоря, стационарные точки.
Задача отыскания глобального решения в общем случае чрезвычайно сложна.
Алгоритмы глобальной оптимизации требуют больших затрат вычислитель-
ных ресурсов даже для функций одной переменной. Получение же достаточ-
но точного решения многомерных задач глобальной оптимизации с помощью
существующих в настоящее время численных методов оказывается вообще
невозможным. Установление факта сходимости и оценка скорости сходимо-
сти дают существенную информацию о выбранном методе минимизации.
Прежде всего, требования, которые приходится накладывать в теореме о схо-
димости на минимизируемую функцию, показывают область применимости
метода.  Часто в теоремах о сходимости в явном виде формулируются требо-
вания к начальному приближению. Наконец, анализ скорости сходимости
дает полезную количественную и качественную характеристику изучаемого
метода оптимизации.

В то же время реальный процесс оптимизации не может быть бесконеч-
ношаговым, что существенно ограничивает применимость теорем о сходимо-
сти на практике. Кроме того, в ряде случаев предположения этих теорем
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труднопроверяемы. Поэтому при выборе подходящего метода решения ре-
альных задач приходится во многом руководствоваться здравым смыслом,
опытом, интуицией, а также результатами численных экспериментов. Для
задания конкретного вычислительного алгоритма бесконечношаговый метод
необходимо дополнить условием остановки. Условие остановки может опре-
деляться имеющимися в наличии вычислительными ресурсами. Например,
может быть задано число вычислений предусмотренных алгоритмом харак-
теристик минимизируемой функции f . Остановка может производиться и по
достижении заданной точности решения задачи, например, на основе оценок
(12)-(14). Однако при решении реальной задачи трудно оценить истинную
точность. Так, константы, фигурирующие в оценках (12)-(14), обычно неиз-
вестны. Поэтому о достижении заданной точности приходится судить по кос-
венным признакам.

На практике часто используются следующие условия остановки:

1
1 e£-+ kk xx ,                                          (15)

2
1 )()( e£-+ kk xfxf ,                                     (16)

3
1)(' e£+kxf .                                           (17)

До начала вычислений выбирается одно из условий (15)-(17) и соответст-
вующее ему малое 0>ie , 3,2,1=i . Вычисления прекращаются после )1( +k -
го шага, если впервые оказывается выполненным выбранное условие оста-
новки. На практике также используются критерии, состоящие в одновремен-
ном выполнении двух из условий (15)-(17) или всех трех условий. Ясно, что
критерий (17) относится лишь к задачам безусловной оптимизации. Его вы-
полнение означает, что в точке 1+kx  с точностью 3e  выполнено условие ста-
ционарности. В задаче условной оптимизации критерий (17) следует заме-
нить на критерий «e -стационарности», соответствующий данной задаче.

Вместо условий (15)-(17), основанных на понятии абсолютной погрешно-
сти, можно использовать аналогичные критерии, основанные на понятии от-
носительной погрешности:

)1( 1
1

1 ++ +£- kkk xxx d ,

))(1()()( 1
2

1 ++ +£- kkk xfxfxf d ,

))(1()(' 1
3

1 ++ +£ kk xfxf d .

Отметим, что выполнение указанных критериев и других подобных им эв-
ристических условий остановки не гарантирует достижения необходимой
точности решения задачи.

В методах спуска направление движения к минимуму на каждом шаге вы-
бирается из числа направлений убывания минимизируемой функции.
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Говорят, что вектор h  задает направление убывания функции f  в точке
x , если )()( xfhxf <+a  при всех достаточно малых 0>a . Сам вектор h
также называют иногда направлением убывания. Множество всех направле-
ний убывания функции f  в точке x будем обозначать через ),( fxU . Таким
образом, если любой достаточно малый сдвиг из x  в направлении вектора h
приводит к уменьшению значения функции f , то ),( fxUhÎ . Заменив нера-
венство, фигурирующее в определении направления убывания, на противо-
положное, получим определение направления возрастания.

В дальнейшем нам понадобятся следующие достаточный и необходимый
признаки направления убывания функции.

Лемма 4. Пусть функция f  дифференцируема в точке nRxÎ .  Если век-
тор h  удовлетворяет условию

0),(' <hxf ,                                              (18)
то ),( fxUhÎ . Если ),( fxUhÎ , тогда

0),(' £hxf .                                              (19)
Доказательство. Пусть выполнено условие (18). Тогда

0))(),('()(),(')()( <+=+=-+
a
aaaaa ohxfohxfxfhxf

при всех достаточно малых 0>a , то есть ),( fxUhÎ .
Пусть ),( fxUhÎ и 0),(' >hxf . Тогда с помощью только что проведен-

ного рассуждения убеждаемся, что h  – направление возрастания. Получен-
ное противоречие показывает, что в рассматриваемом случае справедливо
неравенство (19). ▄

Геометрически условие (19) означает, что вектор h составляет тупой угол
с градиентом )(' xf .

Метод, определяемый итерационной формулой (8), называется методом
спуска, если вектор kh задает направление убывания функции f  в точке kx :

),( fxUh k
k Î , K,2,1,0=k ,

а 0³ka  и такое, что

)()( 1 kk xfxf £+ , K,2,1,0=k .
Простейшим примером метода спуска является градиентный метод, в ко-

тором )(' k
k xfh -= . Если 0)(' ¹xf , то ),()(' fxUxf Î- в силу леммы 4.

Приведем несколько вариантов выбора длины шага в методах спуска,  ко-
торые не исчерпывают множества всех применяемых на практике способов.

Коэффициенты ka в методе (8) можно определять из условия
)(min)( kkkkk hxfhxf aa a +=+ ,
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где для методов спуска, то есть при ),( fxUh k
k Î , минимум берется по

0³a . Такой способ выбора ka является в некотором смысле наилучшим,
ибо он обеспечивает достижение наименьшего значения функции вдоль за-
данного направления. Однако он требует решения на каждом шаге одномер-
ной задачи минимизации. Эти задачи решаются, как правило, приближенно с
помощью численных методов, что приводит к значительному объему вычис-
лений. В простейших случаях величины ka  удается найти в явном виде.

Пример 1.

Рассмотрим задачу минимизации функции =)(xf xAx,
2
1 xb,+ , где A

– симметрическая положительно определенная матрица. Тогда

=+ )( k
k hxf a +++ k

k
k

k hxhxA aa ),(
2
1

k
k hxb a+, =

+= kk hAh ,
2

2a ak
k hbAx ,+ + kk xbAx ,

2
1 + .

Легко проверить, что минимум этой функции по a  достигается при

kkk
k

k hAhhbAx ,/,+-=a .

Если kh  – направление убывания, то из леммы 4 и равенства

bAxxf kk +=¢ )(  имеем =ka
kk

k
k

hAh

hbAx

,

,+
- =

kk

k
k

hAh

hxf

,

),(¢
- 0³ . Следова-

тельно, )( kk
k hxf a+ =

0
min
³a

)( k
k hxf a+ =

RÎa
min )( k

k hxf a+ .

Иногда величины ka  выбирают до начала вычислений.  Так,  в ряде мето-
дов достаточно чтобы выполнялись условия

,0>ka ;,1,0 K=k ¥=å
¥

=0k
ka , ¥<å

¥

=0

2

k
ka ,

например, можно взять )1/( += kCka , где 0>= constC . На интуитивном
уровне эти условия можно пояснить следующим образом. Условие сходимо-

сти ряда å
¥

=0

2

k
ka  накладывают, чтобы добиться достаточно быстрой сходимо-

сти последовательности Nkk Î}{a  к нулю с целью обеспечения сходимости
метода в окрестности точки экстремума *x . Условие же расходимости ряда

Nkk Î}{a  призвано обеспечить достижение точки экстремума *x даже при
неудачном выборе начального приближения 0x , то есть при большом рас-
стоянии от 0x  до *x .
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В некоторых методах коэффициенты ka можно выбирать постоянными:
0>ºaak .

Приведем еще один адаптивный способ выбора коэффициентов ka , назы-
ваемый дроблением шага. Если kh  – направление убывания, то дробление
шага можно осуществлять следующим образом.

Выбираются некоторые константы 0>b , 10 << l  (часто 2/1=l ). Для
коэффициента ba =  проверяется выполнение условия

).()( k
k

k xfhxf <+a                                          (20)
Если оно выполнено, то полагают aa =k . Если нет, то производится дробле-
ние шага, то есть принимается lba = , и вновь проверяется выполнение ус-
ловия (20). Процесс дробления продолжается до тех пор, пока условие (20) не
окажется выполненным. Этот процесс не может быть бесконечным, посколь-
ку kh  – направление убывания. Первое a , при котором условие выполнено,
и принимается за ka .
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ГЛАВА 2

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ БЕЗУСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

В этой главе рассматривается задача безусловной минимизации, приво-
дится описание методов нулевого, первого и второго порядков. В качестве
представителя методов нулевого порядка описывается метод покоординатно-
го спуска [2, 6]. Хотя скорость сходимости этого метода, как правило, невы-
сокая, благодаря простоте и небольшим требованиям к гладкости целевой
функции его можно использовать для решения задач. Другой подход для ми-
нимизации негладких функций, основанный лишь на вычислении значений
функции, дает метод случайного поиска [2], который также излагается в этой
главе.

Также рассматриваются такие классические методы минимизации, как
градиентный метод и метод Ньютона [2,  3,  6,  7,  9].  Эти методы важны в
идейном отношении. Оба они явным образом основаны на идее замены оп-
тимизируемой функции в окрестности текущего приближения первыми чле-
нами ее разложения в ряд Тейлора. В градиентном методе берут линейную
часть разложения, в методе Ньютона – квадратичную часть.

§ 1. Метод покоординатного спуска

Метод покоординатного спуска применяется для решения экстремальных
задач, в которых целевая функция либо не обладает нужной гладкостью, либо
является гладкой, но вычисление производных слишком трудоемко. В таких
случаях желательно иметь методы решения, которые используют лишь зна-
чения функции. Далее приводится описание метода покоординатного спуска
для следующей задачи:

nRx
xf

Î
® inf)( .                                                 (1)

Пусть )0,,0,1,0,,0( KK=ie  – i -ый единичный координатный вектор, 0x  –

начальное приближение, 00 >a  –  начальная длина шага.  Пусть nk Rx Î  –
текущее приближение, 0>ka  – текущая длина шага, )1,0(Îl  – фиксиро-
ванное число.

Метод покоординатного спуска – итеративный процесс. На каждой итера-
ции метода в качестве направления спуска используется один из единичных
координатных векторов. Так как таких векторов ровно n,  то множество всех
итераций естественно разбивается на группы из n итераций. Занумеруем ите-
рации так, чтобы t -ая группа начиналась с итерации с номером 1)1( +- nt , а
последняя итерация этой группы заканчивалась номером tn .

Опишем итерацию с номером k , где
tnknt ££+- 1)1( .
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Сначала проверяется можно ли улучшить текущее приближение, сдвигаясь в
направлении координатного вектора ntke )1( --  с длиной шага 1-ka . Если уда-
ется улучшить значение целевой функции

)()( 1
)1(1

1 -
---

- <+ k
ntkk

k xfexf a ,                                  (2)
то пересчитывается текущее приближение по формулам

ntkk
kk exx )1(1

1
---

- += a , 1-= kk aa .                               (3)
В противном случае проверяется вектор ntke )1( --- . Если выполняется нера-
венство

)()( 1
)1(1

1 -
---

- <- k
ntkk

k xfexf a ,                                  (4)
тогда

ntkk
kk exx )1(1

1
---

- -= a , 1-= kk aa .                              (5)
Если выполняется (2) или (4), то будем говорить, что итерация k удачная.

В случае неудачной итерации k  положим 1-= kk xx ,

î
í
ì

¹
=

=
-

-
группы.внутриитерацииудачныебылиилиесли,

неудачные,группыитерациивсеиесли,

1

1
tnk

tnk

k

k
k a

la
a   (6)

Пусть в t -ой группе не оказалось ни одной удачной итерации и шаг дробит-
ся. В этом случае выполняются неравенства

)()( 1
1

1 -
-

- ³+ k
ik

k xfexf a , )()( 1
1

1 -
-

- ³- k
ik

k xfexf a , ni ,,1K= .    (7)
Если в данной группе из n  итераций реализовалась хотя бы одна удачная

итерация, то тогда на последней итерации группы длина шага не дробится и
сохраняется еще на протяжении n  итераций следующего цикла, так как
дробление возможно только на последней итерации цикла.

Теорема 1. Пусть функция )(xf  выпукла на nR  и )(1 nRCf Î , а началь-
ное приближение таково, что множество )}()(|{)( 00 xfxfRxxM n £Î=

ограничено. Тогда последовательность Nk
kx Î}{  имеет хотя бы одну пре-

дельную точку, и любая предельная точка этой последовательности есть оп-
тимальное решение задачи.

Доказательство. В задаче (1) по теореме Вейерштрасса (глава 1) сущест-
вует оптимальное решение nRx Î* . Из условий (2)–(6) следует

)()( 1-£ kk xfxf , K,2,1=k , откуда получаем, что )(}{ 0xMx Nk
k ÎÎ  и суще-

ствует )()(lim ** xffxf k
k

=³
¥®

.  Покажем,  что 0lim =
¥®

k
k

a . Допустим про-

тивное. Пусть 0>= aak  для всех 0kk ³ , то есть процесс дробления коне-
чен.
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Зададим сетку с шагом a :

},,1,,2,1,0,|)({
1

0 0 nirerxuxMuM i
n

i
ii

k KK =±±=+=Î= å
=

aa .

Понятно, что, начиная с номера 0k , любой цикл из n  итераций содержит
хотя бы одну удачную итерацию. На каждой удачной итерации переходим от
текущей точки сетки kx  к соседней точке 1+kx . Так как при этом

)()( 1+> kk xfxf ,  то посетим каждую точку сетки не более одного раза,  сле-
довательно, сетка aM  содержит бесконечное множество разных точек,  что

противоречит ограниченности множества )( 0xM .  Откуда следует,  что про-
цесс дробления длины шага ka  бесконечен и 0lim =

¥®
k

k
a .

Пусть KK <<<< mkkk 21  – номера итераций, на которых дробится дли-

на шага, и выполняются неравенства (7). Так как )(}{ 0xMx Nk
k

m
m ÎÎ , и мно-

жество )( 0xM  ограничено, тогда можно считать, что существу-

ет xx mk
m

)=
¥®

lim .  Из формулы конечных приращений и (7) получаем для всех

k 0)()(),( ³-+=+¢ m
m

m
mmm

m k
ik

k
ikikk

k xfexfeexf aaaq , следовательно,

для NmÎ , ni ,,1K=  справедливо 0)( ³+¢ ikk
k

x exf
mm

m
i

aq , где 10 ££
mkq .

Аналогично получим, что для всех m

0)()(),( ³--=--¢ m
m

m
mmm

m k
ik

k
ikikk

k xfexfeexf aaaq

и, следовательно, для NmÎ  и ni ,,1K= 0)( £-¢ ikk
k

x exf
mm

m
i

aq , где

10 ££
mkq .

По условию, частные производные )(xf
ix¢  – непрерывные функции на nR .

Поэтому из условий 0lim =
¥® mk

m
a  и xx mk

m
ˆlim =

¥®
 имеем 0)ˆ( =¢ xf

ix ,

ni ,,1K= . Откуда 0)ˆ( =¢ xf  и, следовательно, x̂  является оптимальным ре-
шением задачи, так как f  – выпуклая функция. ▄

Данный метод не требует знания градиента, но сходимость можно гаран-
тировать лишь для гладких функций. Если целевая функция не является
гладкой, то метод покоординатного спуска может не сходиться к множеству
решений задачи.
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§ 2. Методы случайного поиска

Основная особенность этого метода состоит в том, что в процессе вычис-
ления приближений kx  используются случайные вектора в качестве направ-
ления движения. Например,

,,1,0,1 K=+=+ kxx k
kk xa                                    (8)

где 0>ka  – длина шага, ),,( 1 nxxx K=  – реализация n -мерной случайной
величины x  с заданным распределением. Например, ix  –  независимые слу-
чайные величины, равномерно распределенные на отрезке ]1,1[- . Таким об-
разом, любая реализация метода случайного поиска использует генератор
случайных чисел, который по любому запросу выдает реализацию случайно-
го вектора x  с заданной функцией распределения.

Рассмотрим задачу
Qx

xf
Î

®min)( , где nRQ Í . Пусть известно k -ое при-

ближение Qxk Î , K,1,0=k . Далее приводится описание нескольких вариан-
тов метода случайного поиска.

Алгоритм с возвратом при неудачном шаге
Идея этого алгоритма заключается в следующем. На каждом шаге берется

некоторая реализация случайной величины x  и вычисляется вектор

ax+= kk xv , где 0>= consta  – длина шага. Если Qvk Î  и )()( kk xfvf < ,

то предлагаемый шаг считаем удачным. В этом случае kk vx =+1 . Если
Qvk Î , но )()( kk xfvf ³ , или Qvk Ï , то шаг является неудачным, тогда

полагаем kk xx =+1 . Если на текущей итерации оказывается, что
Nkkk xxx ++ === L1  для достаточно большого N , то алгоритм останавли-

вается и kx  является искомым приближением.

Алгоритм наилучшей пробы
Пусть sxx ,,1K  – реализации случайного вектора x . Величины a  и 1>s

являются параметрами алгоритма. Пусть 0i  – индекс, определяемый услови-
ем

K,1,0),(min)(
1,0

=+=+
££Î+

kxfxf i
k

siQx
i

k

i
k

axax
ax

.

Далее полагаем
0

1
i

kk xx ax+=+ .

Алгоритм статистического градиента
Пусть sxx ,,1K  – реализации случайного вектора x .  Вычислить  разности
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)()( k
i

k
ki xfxff -+=D gx  для всех Qx i

k Î+gx , K,1,0=k , si ,,1K= . Пусть

å
££Î+
D=

siQx
kiik

i
k

fp
1,

1

gx
x

g
.

Если Qpx k
k Î+a , то k

kk pxx a+=+1 .  В противном случае выбрать но-
вый набор sxx ¢¢ ,,1 K  реализаций случайного вектора x  и повторить все дей-
ствия.

Величины 1>s , 0>a , 0>g  – параметры алгоритма, g  – длина шага сет-

ки. Вектор kp  называется статистическим градиентом. Если nRQ = , ns =  и
векторы ix  равны единичным векторам ie , si ,,1K= , то данный алгоритм
оказывается разностным аналогом градиентного метода.

Так как функция распределения случайного вектора x  не зависит от но-
мера итерации, то предложенные выше варианты метода случайного поиска
называют методами случайного поиска без обучения.  Эти алгоритмы не об-
ладают способностью учитывать результаты предыдущих итераций и, соот-
ветственно, обнаруживать более перспективные направления убывания ми-
нимизируемой функции. Как результат, они медленно сходятся.

Идея заключается в том, что для повышения эффективности случайного
поиска надо научиться использовать на каждой итерации информацию, полу-
ченную при поиске минимума на предыдущих итерациях. При этом хотелось
бы научиться перестраивать вероятностные свойства поиска так, чтобы на-
правления x , обеспечивающие более быстрое убывание целевой функции,
выбирались бы с большей вероятностью.

Методы случайного поиска, которые обладают способностью приспосаб-
ливаться к конкретным особенностям минимизируемой функции, назовем
методами случайного поиска с обучением.  Так как в этом случае функция
распределения вектора x  пересчитывается в зависимости от номера итерации
и предыдущих результатов, то итерационный процесс (8) записывается те-
перь в виде

.,1,0,1 K=+=+ kxx kk
kk xa                                       (9)

На нулевой итерации функция распределения вектора x  выбирается с
учетом априорной информации о целевой функции. Если такая информация
недоступна, то нулевую итерацию начинают со случайного вектора

),,,( 00
1

0
nxxx K=  где 00

1 ,, nxx K  – независимые случайные величины, равно-
мерно распределенные на отрезке ]1,1[- .
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Алгоритм покоординатного обучения
Пусть ))(,),(()( 1 www nxxx K=  – семейство случайных векторов, завися-

щих от параметров ),,( 1 nwww K= . Для каждого },,1{ ni KÎ  случайная вели-
чина 1=ix  с вероятностью ip  и 1-=ix  с вероятностью ( ip-1 ), где

ï
î

ï
í

ì

>

£+

-<

=

.1если,1

,1||если),1(
2
1

,1если,0

i

ii

i

i

w

ww

w

p

Пусть 0x  задано, 1x  вычисляется по формуле (9)  при 0=k , где берется
какая-либо реализация случайного вектора )0(0 xx =  для значений парамет-
ров )0,,0(0 K=w . Приближение 2x  также вычисляется по формуле (9) при

1=k  с помощью случайного вектора )0(1 xx = .

Пусть известны приближения kxxx ,,, 10 K  и значения параметров
),,( 11

1
1 --- = k

n
kk www K , где 1³k . Положим

)]))(()([( 21211 ----- ---= k
i

k
i

kkk
i

k
i xxxfxfsignww db ,          (10)

где ni ,,1K= , .,3,2 K=k
С помощью параметра 0³b  управляют памятью алгоритма. Параметр

0³d  управляет скоростью обучения, при этом предполагается, что
величины b  и d  не могут быть равными нулю одновременно. Приближение

1+kx  определяется по формуле (9) для реализации случайного вектора
)( k

k wxx =  для набора значений параметров ),,( 1
k
n

kk www K= .

Из формул для вычисления вероятностей ip  и параметров k
iw  следует,

что, если )()( 21 -- < kk xfxf , то вероятность выбора направления

( 21 -- - kk xx )  на следующем шаге увеличивается.  В противном случае эта
вероятность падает. Итак, с помощью формул (10) происходит обучение
алгоритма.

Величина 0>b  в (10) регулирует влияние предыдущих значений

параметров на обучение; при 0=b  влияние предыдущих состояний 1-kw  не
учитывается. Величина 0>d  в (10) регулирует скорость обучения; при 0=d
обучения не происходит.

§ 3. Градиентные методы

Вектор )( kxf ¢-  является направлением наискорейшего убывания функ-
ции )(xf  и называется антиградиентом. Выбирая в качестве направления
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спуска kp  антиградиент функции )(xf  в точке kx , приходим к итерацион-
ному процессу вида

.0),(1 ³¢-=+
k

k
k

kk xfxx aa
Все итерационные процессы, в которых направление движения на каждом

шаге совпадает с антиградиентом (градиентом) функции, называются гради-
ентными методами и отличаются друг от друга способами выбора длины
шага ka . Существует много различных способов выбора длины шага ka , но
наиболее распространены три из них. Первый называется методом с посто-
янным шагом: aa =k .  Второй – методом с дроблением шага.  Он связан с
проверкой на каждом шаге неравенства

2
)()())(( k

k
kk

k
k xfxfxfxf ¢£-¢- eaa ,

где e  – некоторая константа из интервала )1,0( .

В третьем методе при переходе из точки kx  в точку 1+kx  минимизируется
по a  функция :))(( kk xfxf ¢-a

))((minarg
0

kk
k xfxf ¢-=

³
aa

a
.

Это метод наискорейшего спуска.
Следующая теорема содержит достаточные условия сходимости метода с

постоянным шагом.

Теорема 2 (первая теорема сходимости). Пусть функция f  дифферен-

цируема в nR , ограничена снизу величиной -¥>*f , выполняется условие
Липшица для градиента )(xf ¢

yxLyfxf -£¢-¢ )()(
и длина шага a  удовлетворяет условию L/20 <<a . Тогда

0)( ®¢ kxf  при ¥®k  и )()( 1 kk xfxf £+ ,

при любом выборе начального приближения 0x .
Доказательство. Воспользуемся формулой конечных приращений

tt dyyxfxfyxf ò +¢+=+
1

0
),()()( ,

которую перепишем в следующем виде:

tt dyxfyxfyxfxfyxf ò ¢-+¢+¢+=+
1

0
),()(),()()( .

Сделаем подстановки kxx = , )( kxfy ¢-= a . Тогда из неравенства Коши-
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Буняковского baba £,  и условия Липшица получим

+¢-¢+£+ )(),()()( 1 kkkk xfxfxfxf a

£¢-¢-¢-¢+ ò tata dxfxfxfxf kkkk
1

0
)(),())((

+¢-£
2

)()( kk xfxf a £¢¢-¢-¢ò tata dxfxfxfxf kkkk )()())((
1

0

=¢¢+¢-¢£ ò tataa dxfxfLxfxf kkkk )()()()(
1

0

2

ò =¢+¢-=
1

0

222
)()()( ttaa dxfLxfxf kkk

22
)()()()2/1()( kkkk xfxfxfLxf ¢-=¢--= gaa ,

где )2/1( aag L-= .   Из условий  теоремы  следует,  что 0>g  и, следова-
тельно,

)()( 1 kk xfxf £+ .
Кроме того, для любой итерации k  выполняется неравенство

å
=

+ ¢-£
k

i

ik xfxfxf
0

201 )()()( g .

Поэтому, учитывая ограниченность функции f  на множестве nR , получаем
для любого NsÎ оценку сверху для частичных сумм:

gg

*010

0

2 )()()()( fxfxfxfxf
ss

k
k -£-£¢

+

=
å .

Откуда и следует сходимость к нулю градиента )( kxf ¢  при ¥®k . ▄

В условиях теоремы 2 градиентный метод обеспечивает сходимость по-
следовательности Nk

kxf Î)}({  либо к точной нижней грани )(inf xf
nRxÎ

, если

функция )(xf  не имеет минимума, либо к значению )( *xf , где k
k

xx
¥®

= lim*

и 0)( * =¢ xf ,  если такой предел существует.  Существуют примеры,  когда в
точке *x  реализуется седло, а не минимум. Тем не менее, на практике мето-
ды градиентного спуска обычно обходят седловые точки и находят локаль-
ные минимумы целевой функции. Для оценки скорости сходимости метода
предположений теоремы 2 недостаточно. Сделаем это в случае, когда )(xf  –
сильно выпуклая функция.
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Теорема 3 (вторая теорема сходимости). Пусть функция f дифференци-

руема в nR , является сильно выпуклой, выполняется условие Липшица для
градиента функции и длина шага a  удовлетворяет условию L20 <<a . То-
гда

*xxk ® при ¥®k  и kk Cqxx £- * , 10 <£ q .
Доказательство. Воспользуемся неравенством, полученным при доказа-

тельстве теоремы 2:
21 )()2/1()()( kkk xfLxfxf ¢--£+ aa .

По лемме 1.1 существует глобальный минимум *x  функции f . Используя
(1.7), получим

))()()(2()()( *1 xfxfLlxfxf kkk ---£+ aa .
Вычитая из обеих частей неравенства величину )( *xf , получим

)).()()(2(1()()( **1 xfxfLlxfxf kk ---£-+ aa                 (14)
Обозначим через 1q  коэффициент при выражении ))()(( *xfxf k - . Индук-
цией легко показать, что

))()(()()( *01
1

*1 xfxfqxfxf kk -£- ++ .
Проверим, что 01 ³q . Функция f  является сильно выпуклой. Значит, она не

может быть константой и имеется возможность выбрать начальную точку 0x
так, чтобы )()( *0 xfxf > . Из неравенства (14) при 0=k  имеем

))()(()()(0 *01*1 xfxfqxfxf -£-£ ,
откуда и следует требуемое неравенство.

Так как 11 <q , то )()( *xfxf k ®  при ¥®k . Учитывая, что 0)( * =¢ xf ,
из (11) при подстановках *xxy k -=  и *xx =  получим

2/||||))()(( 2** xxlxfxf kk -³- .
Следовательно,

lxfxfqxx kk /))()((2|||| *0
1

2* -£- .
Последнее неравенство дает линейную оценку скорости сходимости метода

kk Cqxx £- |||| * ,

где lxfxfC ))()((2 *0 -= , 1qq = . Отсюда также следует сходимость

последовательности Nk
kx Î}{  к единственной точке минимума *x . ▄

§ 4. Метод Ньютона

Перейдем к изложению метода второго порядка, использующего вторые
частные производные минимизируемой функции )(xf . Рассматриваемый
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далее метод является прямым обобщением метода Ньютона для отыскания
решения системы уравнений 0)( =xj , где nn RR ®:j . Возьмем линейную

аппроксимацию функции )(xj  в окрестности точки kx  и перепишем вектор-
ное уравнение в следующем виде:

0)())(()()( =-+-¢+= kkkk xxoxxxxx jjj .

Отбрасывая последний член в этом разложении, получим линейную систему
уравнений относительно нового приближения 1+kx . Таким образом, метод
Ньютона для отыскания решения системы уравнений описывается следую-
щей формулой:

)())(( 11 kkkk xxxx jj -+ ¢-= .
Пусть функция )(xj  является градиентом некоторой функции )(xf . Фор-

мула метода Ньютона для решения уравнения 0)( =¢ xf  выглядит так:

)())(( 11 kkkk xfxfxx ¢¢¢-= -+ .
В этом случае метод Ньютона можно интерпретировать как поиск точки ми-
нимума квадратичной аппроксимации функции )(xf  в окрестности точки

kx .
Пусть последовательность Nk

kx Î}{  получена с помощью метода Ньютона
и точка *x  – глобальный минимум функции f . Следующая теорема дает
условия квадратичной скорости сходимости метода.

Теорема 4. Пусть дважды непрерывно дифференцируемая функция f
сильно выпукла с константой 0>l , вторая производная удовлетворяет усло-
вию Липшица

yxLyfxf -£¢¢-¢¢ )()(  для любых nRyx Î, ,

и 12)( 20 <¢= lxfLq . Тогда *xxk ®  при ¥®k ,  и метод Ньютона имеет

квадратичную скорость сходимости
kqLlxxk 2* )2(£- .

Доказательство. Воспользуемся следующей формулой конечных прира-
щений:

ò ¢-+¢+¢+=+
1

0
))()((),()()( tt dxgyxgyxgxgyxg .

Подставим вместо g  производную функции f  и, применяя неравенство Ко-
ши-Буняковского, получим

2),()()( 2yLyxfxfyxf £¢¢-¢-+¢ .
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Тогда для kxx =  и [ ] )()(
1 kk xfxfy ¢¢¢-=

-
 имеем

[ ] 2211 )()()2()( kkk xfxfLxf ¢¢¢£¢
-+ .

Применяя лемму 1.3, получим
221 )()2()( kk xflLxf ¢£¢ + .

Итерируя это неравенство по k , приходим к неравенству
122021 )2)(()2()(

+
¢£¢ + k

q

k lxfLLlxf
44 344 21

.

Остается показать, что
*11)( xxlxf kk -³¢ ++ .

Из сильной выпуклости имеем
2),()( yxlyxyfxf -³-¢-¢ .

Тогда при подстановке 1*, +== kxxxy , учитывая равенство 0)( * =¢ xf , по-
лучим

£-¢£- +++ 1*12*1 ),( kkk xxxfxxl 1*1)( ++ -¢ kk xxxf ,
откуда следует требуемое неравенство. ▄
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ГЛАВА 3

ЧИСЛЕННЫЕ   МЕТОДЫ   РЕШЕНИЯ   ЗАДАЧ   ЛИНЕЙНОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В этой главе рассматривается задача минимизации линейной целевой
функции на множестве допустимых решений, которое также определяется
линейными ограничениями. Подобные задачи составляют предмет линейного
программирования (ЛП). Любую задачу линейного программирования с по-
мощью простых приемов можно привести к виду:

min),( ®xc                                                   (1)
bAx = ,                                                       (2)
0³x .                                                       (3)

Задача (1)-(3) называется задачей линейного программирования в канониче-
ской форме. Далее рассматриваются только такие задачи.

В первом параграфе содержится описание наиболее известного метода
решения линейных задач – прямого симплекс-метода. В предлагаемом вари-
анте метода вычисления организованы на основе симплекс-таблиц и элемен-
тарных преобразований.

Во втором параграфе приводится более эффективный вариант симплекс-
метода, известный под названием модифицированного симплекс-метода или
алгоритма с обратной матрицей.

Третий параграф посвящен лексикографическому варианту симплекс-
метода. Важность этой модификации метода связана с явлением зациклива-
ния,  которое может возникать при решении вырожденных задач ЛП.  В этом
случае базисному допустимому решению (б.д.р.) может соответствовать не-
сколько базисов и при определенных условиях они начинают повторяться.
Следовательно, симплекс-метод не может выйти из текущей вершины, бес-
конечное число раз повторяя одну и ту же итерацию. В предлагаемом вариан-
те алгоритма эта проблема решена с помощью лексикографического правила
выбора ведущей строки.

В вариантах симплекс-метода, рассматриваемых в предыдущих парагра-
фах, предполагается, что известна начальная симплекс-таблица. В четвертом
параграфе описывается метод искусственного базиса или двухфазовый сим-
плекс-метод, который не требует информации о начальном б.д.р. На первом
этапе работы алгоритм находит начальное б.д.р. решаемой задачи, либо уста-
навливает несовместность ее ограничений. На втором этапе он либо находит
оптимальное решение, либо устанавливает неразрешимость исходной задачи
из-за неограниченности целевой функции.

Пятый параграф посвящен описанию двойственного симплекс-метода.
Можно считать, что этот метод есть прямой симплекс-метод, примененный к
двойственной задаче, записанной в канонической форме, и реализованный на
симплекс-таблицах прямой задачи.
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В шестом параграфе рассматривается лексикографический двойственный
симплекс-метод. Особенность этой модификации метода состоит в том, что
помимо лексикографического правила выбора ведущего столбца, которое га-
рантирует отсутствие зацикливания, алгоритм основывается на другом типе
симплекс-таблиц. Последнее обстоятельство делает удобным применение
этого алгоритма в циклическом алгоритме Гомори.

В седьмом параграфе представлена геометрическая интерпретация задач
ЛП, которая позволяет по-новому взглянуть на эти задачи и  методы их ре-
шения.

Восьмой параграф является иллюстрацией того, как интерпретация задач
линейного программирования используется для описания методов решения
задач ЛП. Содержание параграфа составляет геометрическая интерпретация
прямого симплекс-метода.

§ 1. Прямой симплекс-метод

Данный параграф посвящен описанию и теоретическому обоснованию
симплекс-метода [2,  3,  5,  6,  7,  9,  10,  11].  В отечественной литературе метод
известен также под названием метода последовательного улучшения плана
[12]. Основы метода были сформулированы Данцигом в 1947. Его общепри-
нятое название возникло из геометрической интерпретации задач, для реше-
ния которых он был впервые применен, и не отражает суть метода.

Симлекс-метод является алгоритмом локального поиска, который приме-
няется для решения задач ЛП. Действительно, рассмотрим вершины много-
гранного множества допустимых решений. В качестве окрестности любой из
вершин возьмем множество соседних вершин, то есть вершин, каждая из ко-
торых соединяется ребром с данной вершиной. Проверяя текущую вершину,
симплекс-метод за полиномиальное время определяет, является ли она ло-
кальным оптимумом или нет. Если получен локальный оптимум, то алгоритм
завершает свою работу. Так как задача линейная, то найденный локальный
оптимум является глобальным. Если текущая вершина не является оптиму-
мом, то симплекс-метод отыскивает ребро, при движении по которому значе-
ние целевой функции убывает. Возможно два случая: ребро конечно или бес-
конечно. Симплекс-метод за полиномиальное время определяет, какой из
случаев реализовался. Если ребро бесконечно, то алгоритм завершает свою
работу, так как в этом случае задача неразрешима в силу неограниченности
снизу целевой функции. Если ребро конечно, то симплекс-метод вычисляет
соседнюю вершину, и следующая итерация начинается с этой вершины.

1.1 Базис и базисное решение

Предположим, что матрица A  имеет ранг m  ( )nm £ . Тогда в A  имеется m
линейно независимых столбцов. Система линейных уравнений (2) совместна
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и неизбыточна. Обозначим через T
mjjj aaA ),,( 1 K= , JjÎ , столбцы матри-

цы ограничений.

Определение 1. Любой набор )()1( ,, mAA ss K  из m  линейно независимых
столбцов называется базисом, как и матрица ],,[ )()1( nAAB ss K= , составлен-
ная из этих столбцов.

Перестановкой столбцов матрицу A  можно привести к виду ],[ NBA = ,
где N  – подматрица, составленная из остальных столбцов матрицы A . По-
ступив аналогичным образом с вектором x , получим представление

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

N

B
x
x

x , где T
mB xxx ),,( )()1( ss K= .

Определение 2. Переменные jx , являющиеся компонентами вектора Bx
(соответственно, Nx ),  называются базисными  (соответственно, небазис-
ными).

Обозначим через S  множество номеров базисных переменных, а через S ¢
– множество номеров небазисных переменных.

Определение 3. Решение системы (2)

÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
=

-

0

1bB
x
x

x
N

B

называется базисным решением, соответствующим базису B .

Лемма 1. Вектор x  – базисное решение системы (2) тогда и только тогда,
когда  множество  столбцов { }JjxA jj Î¹ ,0|  матрицы A  линейно незави-
симо.

Определение 4. Базисное решение называется невырожденным,  если у
него ровно m ненулевых компонент. В противном случае базисное решение
называется вырожденным.

Определение 5. Задача (1)-(3) называется невырожденной, если все ее ба-
зисные решения невырожденые. В ином случае задача будет вырожденной.

Число базисных решений конечно и не превосходит числа m
nC . Каждому

базису соответствует одно базисное решение, но базисному решению может
соответствовать несколько базисов.
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Определение 6. Базисным допустимым решением (б.д.р.) называется лю-
бой элемент множества { }0,| ³== xbAxxQ , являющийся базисным решени-
ем системы bAx = .

Ясно, что решение, соответствующее базису B ,  является б.д.р.  тогда и
только тогда, когда 01 ³- bB .

Приведем ряд утверждений, касающихся разрешимости задач ЛП, сущест-
вования допустимых и оптимальных базисных решений.

Теорема 1. Вектор x  является базисным допустимым решением тогда и
только тогда, когда x  есть крайняя точка множества Q .

Теорема 2 (критерий разрешимости). Задача (1)-(3) разрешима тогда и
только тогда, когда Æ¹Q  и целевая функция )(xw  ограничена снизу на мно-
жестве X .

Лемма 2. Если Æ¹Q , то существует базисное допустимое решение.

Лемма 3. Если задача ЛП разрешима, то существует оптимальное базис-
ное допустимое решение.

В следующем примере показано, что в задаче ЛП все б.д.р. могут быть вы-
рождеными.

Пример 1. Найти все базисы системы равенств и соответствующие им ба-
зисные решения:

14321 =+++ xxxx ,
14321 =-+- xxxx ,

0³jx , 4,3,2,1=j .
Решение. Рассмотрим множество столбцов { }21, AA , они линейно незави-

симы; отметим, что здесь 2=m . Значит, ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

=
11
11

B  – базис. Набор столбцов

{ }31, AA  базисом не является,  так как очевидно,  что эти столбцы линейно за-
висимы. Аналогично устанавливаем, что { }41, AA , { }32 , AA , { }43, AA  – базисы,

а { }42 , AA  – не базис.  Так как в данном примере 62
4 =C ,  то рассмотрены все

случаи.
Таким образом, { }21, AA , { }41, AA , { }32 , AA , { }43, AA  – все базисы данной

системы равенств.
Найдем теперь все базисные решения. Согласно введенным выше обозна-
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чениям система (2) при выбранном базисе B  может быть записана в таком
виде:

bNxBx NB =+ .

Откуда, в силу существования обратной матрицы 1-B , получаем, что

NB NxBbBx 11 -- -= . Положив 0=Nx , получим базисное решение
bBxB

1-= , 0=Nx .

Очевидно, что базисное решение ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

N

B
x
x

 можно найти,  положив в (2)

0=Nx , а затем разрешив получившуюся систему уравнений относительно

Bx  любым удобным способом. Если ),( 21 AAB = , то ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

0
1

Bx . Значит,

Tx )0,0,0,1(=  – базисное решение.

Последовательно находим, что вектор Tx )0,0,0,1(=  соответствует базису

{ }41, AA , a вектор Tx )0,1,0,0(=  – базисам { }32 , AA  и },{ 43 AA .
Таким образом,  система имеет четыре базиса,  но только два базисных ре-

шения,  каждому из которых можно поставить в соответствие по два базиса.
Отметим, что для всех базисных решений выполнено условие 0³x ,  то есть
это базисные допустимые решения.

1.2. Элементарные преобразования. Симплекс-таблицы

Пусть x  – базисно-допустимое решение, ],,[ )()1( mAAB ss K=  – соответ-

ствующая базисная матрица. Умножим ограничение (2) на матрицу 1-B  и
получим

bBNxBEx NB
11 -- =+ ,                                       (4)

NB NxBbBEx 11 -- -= ,                                        (5)
используя это равенство, исключим базисные переменные из целевой функ-
ции. Для этого подставим в (1) представление базисных переменных через
небазисные переменные (5), приведем подобные и, введя новую переменную
w , запишем целевую функцию в виде уравнения

NBNB xNBccbBcw )( 11 -- -+= ,                             (6)
где ),( NB xxx = , ),,( )()1( mB xxx ss K=  – базисные переменные, а

SjjN xx ¢Î= )(  – небазисные переменные.
Из приведенных рассуждений следует, что если x  – допустимое решение

канонической задачи, то ( ) wxc =,  тогда и только тогда,  когда вектор ( )xw,
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является решением системы уравнений и неравенств (3), (4), (6). Запишем
систему уравнений (5), (6) в матричном виде

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ-
=

÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç

è

æ

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ --
-

-

-

-

bB

bBc

x
x
w

NBE

NBc B

N

B
N

1

1

1

1

0

01
.

Введем новые обозначения:
)(1

00 xwbBcz B -=-= -  – значение целевой функции на текущем б.д.р., взя-
тое с обратным знаком;

jBjj ABccz 1
0

--= , nj ,,1K= , – оценки замещения;

0iz , mi ,,1K= ,  –  значения базисных компонент текущего б.д.р.,  то есть

bBzz T
m

1
010 ),,( -=K ;

ijz , mi ,,1K= , nj ,,1K= ,  – коэффициенты замещения, которые удовлетво-

ряют условиям j
T

mjj ABzz 1
1 ),,( -=K , nj ,,1K= .

Перепишем систему уравнений (5), (6) в эквивалентном виде:
000 zxzw

Sj
jj =+- å

¢Î
,                                             (7)

0)( i
Sj

jiji zxzx =+ å
¢Î

s , ,,,1 mi K=                                    (8)

где { })(,),1(\ mJS ss K=¢ . Коэффициенты этой системы определяют сим-
плекс-таблицу.

1x K jx K nx

w- 00z 01z K jz0 K nz0

)1(sx 10z 11z K jz1 K nz1
. K K K K K K

)(ixs 0iz 1iz K ijz K inz
. K K K K K K

)(mxs 0mz 1mz K mjz K mnz

Символы переменных слева от таблицы и над ней используются для повыше-
ния ее информативности.

Из вида системы уравнений (8) следует, что столбец, отвечающий пере-
менной с номером )(is , },,1{ mi KÎ , является единичным вектором, имею-
щим 1 в i -ой строке и 0 в остальных строках. Аналогично из (7) следует, что
оценки замещения базисных переменных равны нулю. Таким образом, если

ii =)(s , mi ,,1K= , то симплекс-таблица имеет вид
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1x K ix K mx 1+mx K nx
w- 00z 0 K 0 K 0 10 +mz K nz0

1x 10z 1 K 0 K 0 11 +mz K nz1
. K K K K K K K K K

ix 0iz 0 K 1 K 0 1+imz K inz
. K K K K K K K K

mx 0mz 0 K 0 K 1 1+mmz K mnz

Базисное решение, соответствующее базису B , имеет вид
T

mB zzzx ),,,( 02010 K= , 0=Nx , а целевая функция w  на данном решении
принимает значение 00)( zxw -= . Величины 0iz  неотрицательные.

Определение 7. Симплекс-таблица называется прямо допустимой, если
,00 ³iz mi ,,1K= . Базис B , которому соответствует эта таблица, также на-

зывается прямо допустимым.

Определение 8. Симплекс-таблица называется двойственно допустимой,
если ,00 ³jz nj ,,1K= . Базис B , которому соответствует эта таблица, также
называется двойственно допустимым.

Назовем симплекс-таблицу оптимальной, если она одновременно прямо и
двойственно допустима.

В зависимости от знаков величин ijz , 0jz , )}(,),1({\ mJSj ss K=¢Î ,
mi ,,1K= , выполняется одно из условий:

У1. 00 ³jz , Sj ¢Î ,
У2. существует Ss ¢Î  такой, что 00 <sz  и 0£isz , mi ,,1K= ,
У3. существует Ss ¢Î  такой, что 00 <sz  и существует r  такой, что

0>rsz , mr ££1 .

Знаки оценок замещения jz0 , nj ,,1K= ,  определяют,  является ли теку-
щее б.д.р. оптимальным решением.

Лемма 4 (признак оптимальности). Если симплекс-таблица прямо и
двойственно допустима, то текущее базисное допустимое решение x  являет-
ся оптимальным решением задачи (1)-(3).

Доказательство. Пусть x  –  произвольное допустимое решение.  Так как
00 ³jz  и ,0³jx Sj ¢Î ,  то из (7)  следует

)()( 00000 xwzxzzxw
Sj

jj =-³+-= å
¢Î

. ▄
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Пример 2. Исследовать на оптимальность решение Tx )1,1,0,0(=  задачи
min32)( 4321 ®--+= xxxxxw

12 321 =+- xxx ,
12 421 =++- xxx ,

4,3,2,1,0 =³ jx j .

Решение. Множество столбцов
þ
ý
ü

î
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
==>

1
0

0
1

},{}0|{ 43 AAxA jj  матрицы

A  линейно независимо. Так как матрица B  единичная, то для построения
симплекс-таблицы, соответствующей этому базису, достаточно исключить
базисные переменные 3x  и 4x  из целевой функции. Получим

21212121 525)21(3)21(2)( xxxxxxxxxw ++-=-+-+--+= .
Следовательно, равенства принимают вид

552 21 =++- xxw ,
12 213 =-+ xxx ,
12 214 =+- xxx .

И симплекс-таблица может быть представлена так

1x 2x 3x 4x
w- 5 2 5 0 0
3x 1 2 -1 1 0
4x 1 -1 2 0 1

Так как таблица является прямо ( 110 =z , 120 =z ) и двойственно ( 201 =z ,
502 =z , 003 =z , 004 =z ) допустимой, то базисное допустимое решение x  –

оптимальное решение. Заметим, что здесь 3)1( =s , 4)2( =s .

Для анализа условий У1 и У2 введем параметризованное семейство векто-
ров )(tx , 0³t , такое, что ,)( )()( tzxtx isii -= ss mi ,,1K= , ttxs =)( ,

0)( =tx j , sSj \¢Î . Здесь Ss ¢Î .

Определение 9. Множество решений системы уравнений и неравенств
bAx = , 0=jx , Gj ¢Î , ,0³jx GjÎ , },,1{ nGG K=È¢ , Æ=Ç¢ GG ,

называется гранью множества допустимых решений (2)-(3) размерности
( ||Gmn ¢-- ), здесь ( ||Gm ¢+ ) – ранг системы.

Так как x  – базисно допустимое решение, то, полагая SG ¢=¢ , получим,
что x  – грань размерности 0 . Если 1|| --=¢ mnS , то получим грань размер-
ности 1 , то есть ограниченное или неограниченное ребро.
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Из определения б.д.р. следует, что x  единственное решение системы
011 ³=+ -- bBNxBEx NB , 0=Nx .

Пусть Ss ¢Î  – произвольная небазисная переменная. Тогда следующая
система уравнений и неравенств:

bBNxBEx NB
11 -- =+ ,

0=jx , sSj \¢Î ,
0,0 ³³ sB xx ,

определяет ребро множества Q . Перепишем эту систему в эквивалентном
виде:

BssB xbBxABEx ==+ -- 11 , 0,0 ³³ sB xx .
Если переменную sx  рассматривать как параметр, то данная система эквива-
лентна следующей:

tABxEx sBB )( 1--= , 0³Bx , 0³t .
Таким образом, из этого представления системы уравнений следует, что ко-
эффициенты замещения симплекс-таблицы, отвечающие небазисной пере-
менной с номером s , образуют направляющий вектор ребра множества Q ,
выходящего из вершины x .

Чтобы выяснить является ли это ребро конечным или бесконечным,  рас-
смотрим следующее параметризованное семейство векторов )(tx , 0³t :

ï
þ

ï
ý

ü

¢Î=
=

-=

.\,0)(
,)(

,)( )()(

sSjtx
ttx

tzxtx

j

s

isii ss
                                        (9)

Будем говорить, что вектор )(tx  получен элементарным преобразованием
б.д.р. x , если выполнено (9) и 0³t .

В зависимости от знака коэффициентов замещения isz  возможны сле-
дующие варианты.

1. 0£isz , mi ,,1K= .  Тогда из соотношений (9)  следует,  что для любого
0³t  вектор 0)( ³tx  и, следовательно, ребро, выходящее из вершины x  с

направляющим вектором T
msss zzAB ),,( 1

1 K=- , является неограниченным.
2. Существуют положительные элементы среди коэффициентов замеще-

ния s -го столбца симплекс-таблицы. Очевидно, что в данном случае векторы
)(tx , полученные элементарным преобразованием x , имеют неотрицатель-

ные компоненты лишь тогда, когда выполняются условия: tt ££0 , где

is

i

z z
x

t
is

)(

0
min s

>
= . Это означает, что в рассматриваемом случае соответствующее

ребро конечно и имеет длину t .
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Таким образом, параметризованное семейство векторов (9) при изменении
t  от 0 до бесконечности (в случае 1) и от 0 до t  (в случае 2), описывает дви-
жение из вершины x  по ребру.

Вернемся к анализу условий У2 и У3. Условие У2 рассматривается в лем-
ме 5, У3 – в лемме 6.

Лемма 5 (о неразрешимости). Если оценка замещения 00 <sz , Ss ¢Î ,  и
коэффициенты замещения 0£isz , mi ,,1K= , то в задаче (1)-(3) не существу-
ет оптимального решения.

Доказательство. Из условия леммы следует, что ребро, выходящее из
вершины x  и образованное векторами )(tx , 0³t ,  бесконечно.  Тогда из (7)
имеем -¥®+-= tzztxw s000))((  при ¥®t ,  то есть целевая функция неог-
раниченна снизу. Из критерия разрешимости следует, что в задаче нет опти-
мальных решений. ▄

Лемма 6 (о существовании лучшей вершины). Если оценка замещения
00 <sz  и существуют базисные переменные с коэффициентами замещения
0>isz ,  то в задаче (1)-(3)  существует б.д.р.  с меньшим значением целевой

функции.
Доказательство. В данном случае ребро, выходящее из вершины x  и об-

разованное векторами )(tx , tt ££0 , является конечным. Предположим, что
его длина 0>t . Пусть r  – индекс базисной переменной такой, что

þ
ý
ü

î
í
ì

Î>=== },,1{,0|min 00)( miz
z
z

z
z

z
x

t is
is

i

rs

r

rs

r
K

s .  Очевидно,  что для

},,1{ mi KÎ  и tt £  выполняются неравенства 0)( )()( ³-= tzxtx isii ss ,
0)()( =tx rs , и 0)()( <tx rs  для tt > .

Покажем, что вектор )(tx  – б.д.р. Действительно, по определению коэф-

фициентов замещения s
T

mss ABzz 1
1 ),,( -=K . То есть == T

msss zzBA ),,( 1 K

å
=

=
m

i
iis Az

1
)(s .

Так как в этом представлении вектора sA  через базисные векторы величи-
на rsz  отлична от нуля,  то замена столбца )(rAs  в базисной матрице B  на
столбец sA  приводит к невырожденной матрице

],,,,,,[ )()1()1()1( mrsr AAAAAB ssss KK +-=¢ .
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Чтобы проверить это утверждение, допустим противное, то есть пусть
матрица B¢  вырождена. Тогда существует такая нетривиальная линейная
комбинация столбцов матрицы B¢

å å
-

= +=
=++

1

1 1
)()( 0

r

i
ss

m

ri
iiii AAA bbb ss ,

в которой коэффициент 0¹sb . Так как иначе из-за нетривиальности линей-
ной комбинации следовала бы линейная зависимость столбцов матрицы B ,
что противоречило бы ее невырожденности.

Таким образом, å å
¹ =

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=

ri

m

i
iisi

s

i
s AzAA

1
)()( ssb

b . Следовательно,

å
¹

=+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+

ri
srsi

s

i
is AzAz 0)(sb

b . Так как 0¹rsz , то получаем нетривиальную

линейную комбинацию столбцов матрицы B . Получили противоречие. Сле-
довательно, предположение неверно, и матрица B¢  невырождена.

Ранее было показано, что компоненты вектора )(tx  неотрицательны. С
учетом невырожденности матрицы B¢  получаем,  что )(tx  –  б.д.р.  и B¢  его
базисная матрица. Так как 00000))(( ztzztxw s -<+-= , то )(tx  – искомое
б.д.р. с меньшим значением целевой функции.

Рассмотрим случай 0=t .  Это означает,  что ребро имеет нулевую длину,
при движении по которому не происходит смены вершины. Но, как и в пре-
дыдущем случае,  происходит смена базиса.  В силу того,  что 0>rsz , триви-
альное элементарное преобразование б.д.р. x  в xxtx == )0()(  приводит к
замене базиса B  на B¢ .▄

Пусть B¢  – базис, который получается из базиса B заменой столбца )(rAs
на столбец sA , Ss ¢Î .  В этом случае говорят,  что базис B¢  результат эле-
ментарного преобразования базиса B относительно вектора sA .

Итак, теперь идею алгоритма решения задачи (1)-(3) содержательно мож-
но описать следующим образом. Найдем начальное б.д.р. и проверим какое
из трех условий выполняется. Если реализовался первый случай, то в соот-
ветствии с леммой 4 это решение оптимально. Во втором случае, как уста-
новлено в лемме 5, задача неразрешима. В обоих случаях алгоритм завершает
свою работу. И, наконец, при выполнении последнего условия, когда извест-
но, что текущая вершина не оптимальна, при помощи элементарного преоб-
разования получаем новое б.д.р., на котором значение целевой функции не
хуже. Если элементарное преобразование нетривиально, то получим сосед-
нюю вершину, на которой значение целевой функции строго меньше, чем на
исходной вершине. В противном случае вершина не меняется. Изменяется
только способ ее представления,  то есть базис.  В любом случае решение за-
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дачи сводится к анализу новой симплекс-таблицы T ¢ , которую можно было
бы построить по тем же правилам, что и исходную таблицу T .

Однако существует более простой способ получения таблицы T ¢ . Вспом-
ним, что исходная таблица состоит из коэффициентов формы (7)-(8), диаго-
нальной относительно базисных переменных и переменной w-( ), и в новом
наборе базисных переменных присутствует переменная sx , заменяющая пе-
ременную )(rxs . То есть для получения новой таблицы достаточно выпол-
нить один шаг процедуры Гаусса-Жордана, чтобы исключить sx  из всех,
кроме одного, уравнений системы (7)-(8), определяемой старым базисом. Для
этого используем уравнение системы с номером r , как единственное уравне-
ние, содержащее исключаемую из базиса переменную )(rxs .  Разделим эту
строку на величину 0>rsz , чтобы в позиции ),( sr  симплекс-таблицы была 1.
Затем к каждой строке с номером ri ¹  прибавим модифицированную r -ую
строку, умноженную на величину )( isz- . Выполнив указанные действия, по-
лучим симплекс-таблицу T ¢ , в которой переменной sx соответствует еди-
ничный столбец. Будем говорить, что симплекс-таблица T ¢  получена эле-
ментарным преобразованием симплекс-таблицы T  относительно вектора

sA . Таким образом вектор-строки ),,,( 10 iniii zzz K=a , mi ,,0 K= , таблицы
T  преобразуются в вектор-строки ),,,( 10 iniii zzz ¢¢¢=¢ Ka , mi ,,0 K= , таблицы
T ¢  по следующему правилу:

ï
ï
î

ïï
í

ì

=¢

¹-=¢
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,,

r
rs

r

r
rs

is
ii

z

ri
z
z
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aaa
                                        (10)

При этом r -ая строка, s -ый столбец и элемент rsz  называются ведущими.
Элементы симплекс-таблицы пересчитываются по формулам:
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В качестве иллюстрации лемм 5 и 6 рассмотрим следующий пример.

Пример 2. Исследовать на оптимальность решение Tx )1,2,0,1,0(=  задачи
min)( 21 ®--= xxxw

1321 =++- xxx ,
02 421 =+- xxx ,
32 521 =++- xxx ,
5,4,3,2,1,0 =³ jx j .
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Решение. В этом примере столбцы =),,( 542 AAA

))1,0,0(,)0,1,0(,)2,2,1(( TTT-=  – линейно независимы. Следовательно, x  – ба-
зисное допустимое решение с базисными переменными 12 =x , 24 =x , 15 =x .
Построим соответствующую решению x  симплекс-таблицу. Небазисные пе-
ременные здесь 1x  и 3x . Следовательно, из первого ограничения-равенства
сразу получаем

312 1 xxx -+= .
Подставив 2x , выраженное через небазисные переменные, во второе и

третье ограничения-равенства, придем к соотношениям
1321 =++- xxx ,
22 431 =++- xxx ,

12 521 =+- xxx .
Осталось исключить базисные переменные из целевой функции:

3131121 21)1()( xxxxxxxxw +--=-+--=--= .
Таким образом, приходим к равенству

12 31 =+-- xxw .
Симплекс-таблица принимает вид

1x 2x 3x 4x 5x
w- 1 -2  0 1 0  0

2x 1 -1  1 1 0  0
4x 2 -1  0 2 1  0

5x 1 1 0 -2 0  1

Базис не является вырожденным, так как вектор TTzzz )1,2,1(),,( 302010 =
не содержит нулевых элементов.  Таблица прямо допустима,  но не является
двойственно допустимой: 0210 <-=z .  И так как 0131 >=z , то согласно ут-
верждению леммы 6 существует базисное допустимое решение, которое дает
меньшее значение целевой функции, чем 1)( 00 -=-= zxw . Действительно,
так как 031 ¹z , то можно преобразовать базис, выведя из него столбец 5A  и
заменив его на столбец 1A , то есть получить базис ),,( 421 AAA .

Согласно  формулам  элементарного  преобразования  базиса, получим
таблицу

1x 2x 3x 4x 5x
w- 3 0  0 -3 0  2
2x 2 0  1 -1 0  1
4x 3 0  0 0 1  1
1x 1 1  0 -2 0  1
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с меньшим значением целевой функции 3)( 00 -=¢-=¢ zxw , где
Tx )0,3,0,2,1(=¢ . Так как 0303 <-¢z  и в третьем столбце )3( =j  нет положи-

тельных элементов, то из леммы 5 следует неограниченность снизу целевой
функции )(xw  на рассматриваемом множестве X .

1.3 Алгоритм симплекс-метода

Сформулируем симплекс-метод в виде следующей последовательности
шагов.

Шаг 0. Построить симплекс-таблицу, соответствующую заданному базис-
ному допустимому решению, таблица будет прямо допустимой.

Шаг 1. Если симплекс-таблица двойственно допустима, то КОНЕЦ (полу-
чено оптимальное решение).

Шаг 2. Иначе выбрать ведущий столбец s  по правилу: 00 <sz ,
},,1{ ns KÎ .

Шаг 3. Если Æ¹Î> }},,1{,0|{ mizi is K , то выбрать ведущую строку r  по
правилу:

}},,1{,0|min{ 00 miz
z
z

z
z

is
is

i

rs

r KÎ>= ,

иначе  КОНЕЦ  (задача  неразрешима   из-за неограниченности  целевой
функции).

Шаг 4. Преобразовать симплекс-таблицу, положить sr =:)(s  и перейти на
шаг 1.

Шаги с 1-го по 4-ый образуют одну итерацию симплекс-метода. Обосно-
вание шага 1 содержится в лемме 4, а шага 3 – в леммах 5 и 6. Из доказатель-
ства леммы 6 также следует, что при элементарном преобразовании сохраня-
ется прямо допустимость симплекс-таблицы.

В данном алгоритме не описан 0-ой шаг, а именно, способ построения на-
чальной симплекс-таблицы. Предполагается, что известно начальное б.д.р.
Реализация 0-го шага содержится в параграфе 4 при описании двухфазного
симплекс-метода.

При выполнении шагов 2 и/или 3 выбор ведущего столбца s  и/или веду-
щей строки r  может оказаться неоднозначным. Существуют разные правила
выбора ведущего элемента. Ограничимся теми правилами, которые приводят
к детерминированному алгоритму решения задач ЛП.

При выборе ведущего столбца используются следующие способы:
а) правило Данцига,  которое заключается в выборе s  с минимальным

00 <sz ;
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б) правило Блэнда,  которое состоит в выборе наименьшего s  такого,  что
00 <sz .

При выборе ведущей строки используются следующие способы:
а) правило Блэнда: выбрать строку r  с минимальным номером базисной

переменной )(rs , удовлетворяющей условиям шага 3;
б) лексикографическое правило, описанное в параграфе 3: выбрать строку

r , для которой вектор r
rsz
a1  лексикографически минимален среди векторов

þ
ý
ü

î
í
ì

Î> },,1{,0|1 miz
z isi
is

Ka .

Не всегда выбор ведущего элемента можно свести к последовательному
выбору сначала ведущего столбца,  а затем ведущей строки.  Примером явля-
ется правило наибольшего улучшения, в котором требуется выбрать такой ве-
дущий элемент, для которого достигается максимальное уменьшение целевой
функции.

Следующий пример демонстрирует работу описанного алгоритма.

Пример 3. Решить задачу
min32)( 4321 ®+---= xxxxxw

423 4321 -=--- xxxx ,
0321 =+- xxx ,
4,3,2,1,0 =³ jx j ,

взяв в качестве исходного решения точку Tx )0,1,1,0(= .
Решение. Таблица, соответствующая нулевому шагу, может быть по-

строена следующим образом. Так как столбцы
þ
ý
ü

î
í
ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ-
÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-
-

=
1
1

1
3

},{ 32 AA  линей-

но независимы, то имеем базис ),( 32
0 AAB = . Выразим базисные переменные

2x  и 3x  из ограничений равенств через небазисные переменные 1x  и 4x . По-
лучим:

12/12/1 412 =+- xxx ,
12/12/1 413 =++ xxx .

Исключим базисные переменные из целевой функции, выразив ее только че-
рез небазисные переменные:

=++---+---= 441411 )12/12/1(3)12/12/1(2)( xxxxxxxw

41 2/72/15 xx +--= .
Представим это равенство в удобном виде:

52/72/1 21 =+-- xxw .
Симплекс-таблица имеет такой исходный вид:
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1x 2x 3x 4x
w- 5 -1/2 0 0 7/2

2x 1 -1/2 1 0 1/2
3x 1 1/2 0 1 1/2

Базис не является двойственно допустимым, так как элемент 2/101 -=z
отрицателен. Рассматриваемый базис невырожденый ( 110 =z , 120 =z ), и,
следовательно, значение целевой функции можно улучшить. Взяв в качестве
ведущего первый столбец ( 1=s ), находим ведущую строку: 2=r , так как
только 02/121 >=z . Преобразовав исходную таблицу с ведущим элементом

21z , получим новый базис ),( 21
1 AAB =  и таблицу

1x 2x 3x 4x
w- 6 0 0 1 4
2x 2 0 1 1 1
3x 2 1 0 2 1

Так как таблица является двойственно допустимой, то базис 1B  оптимален
и в соответствии с таблицей получаем, что Tx )0,0,2,2(* =  и 6)( * -=xw , так
как Tzzx )0,0,,( 1020* = , 00*)( zxw -= .

Обоснование конечности симплекс-метода зависит от того, является ли
задача вырожденной или невырожденной, а также от используемого в алго-
ритме способа выбора ведущего элемента. В прямо допустимой симплекс-
таблице всегда выполняются строгие неравенства 00 >iz , mi ,,1K= , а в силу
выбора ведущего элемента справедливо 00 <sz , 0>rsz . Поэтому при эле-
ментарном преобразовании таблицы элемент 00z  обязательно увеличивается,
то есть значение целевой функции при переходе к новому б.д.р. строго
уменьшается. Это гарантирует неповторяемость встречающихся в ходе алго-
ритма базисов.  И,  как следствие,  конечность числа итераций.  Очевидно,  что
данный вывод не зависит от используемого способа выбора ведущего эле-
мента.

В вырожденной задаче величина 0rz  может оказаться равной 0. В лемме 6
отмечалось,  что в этом случае элементарное преобразование не приводит к
новой вершине, а лишь изменяет форму представления исходной вершины,
то есть ее базис. При этом нельзя исключить, что цепочка из нескольких по-
следовательных тривиальных преобразований может привести к уже встре-
чавшемуся базису, то есть алгоритм будет неограниченное число раз повто-
рять данный цикл преобразований. Такое явление называется зацикливанием.
Этого можно избежать, используя правило Блэнда, а также лексикографиче-



47

ское правило выбора ведущей строки. Этот вариант симплекс-метода описы-
вается в третьем параграфе. Там же приводится пример, демонстрирующий
зацикливание. Правила Данцига и наибольшего улучшения зацикливание не
устраняют.

§ 2. Модифицированный симплекс-метод

В описанной в предыдущем параграфе реализации симплекс-метода на
каждой итерации пересчитывается вся симплекс-таблица размера

)1()1( +´+ nm . Однако так как она определяется выбором базиса, то при вы-
полнении алгоритма нет необходимости в информации обо всей таблице. Ес-
ли число столбцов в матрице ограничений значительно больше числа ее
строк, то можно понизить трудоемкость симплекс-метода, храня и преобра-
зуя матрицу размера )1()1( +´+ mm . В литературе [7] этот алгоритм известен
под названием модифицированного симплекс-метода или алгоритма с обрат-
ной матрицей.

Пусть B  – произвольный базис канонической задачи (1)-(3),

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

NBb
cc

A NB0
 – расширенная матрица условий задачи, тогда симплекс-

таблица T , соответствующая базису B , имеет вид

÷
÷
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ç
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11

11 0
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Легко проверить, что
AMT = ,                                                     (11)

где ÷
÷
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M B  – матрица, обратная к расширенной базисной матрице
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Пусть симплекс-таблица T ¢  получена в результате элементарного преоб-
разования симплекс-таблицы T  по следующим формулам:

rs

rjis
ijij z

zz
zz -=¢ , ri ¹ ,

rs

rj
ij z

z
z =¢ , ri = .
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Введем обозначения rsisir zz /-=m , rsrr z/1=m . Тогда TMT rs=¢ , где
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÷
÷
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.

Итак, AMAMMTMT rsrs ¢===¢ , где MMM rs=¢ . Следовательно, доста-
точно пересчитывать на каждой итерации матрицу M  размера

)1()1( +´+ mm  и хранить матрицу A . Требуемые элементы симплекс-
таблицы вычисляются по формуле (11) по мере необходимости на шагах 1-3
симплекс-метода.

§ 3. Лексикографический прямой симплекс-метод

В первом параграфе было отмечено,  что в вырожденных задачах при де-
терминированном правиле выбора ведущего элемента может наблюдаться
зацикливание алгоритма симплекс-метода, то есть появляется возможность
возвращения к базису, который уже встречался. Приведем пример, иллюст-
рирующий эту ситуацию.

Пример 4. Решить задачу
min)( 6543 ®+-+-= xxxxxw
,0432 65431 =+--+ xxxxx
,0234 65432 =+--+ xxxxx

,176543 =++++ xxxxx
.7,,2,1,0 K=³ jx j

Решение. Нетрудно заметить,  что в качестве исходного можно вы-
брать базис ( )721

0 ,, AAAB = , при этом имеем базисное допустимое реше-
ние Tx )1,0,0,0,0,0,0(= . Данное решение, очевидно, вырожденное. Так как
базисные переменные 21, xx  и 7x  не содержатся в целевой функции и ра-
венства имеют требуемый для построения симплекс-таблицы вид, то сра-
зу получаем симплекс-таблицу:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x
w- 0 0 0 -1 1 -1 1  0
1x 0 1  0 1 -2 -3 4  0

2x 0 0  1 4 -3 -2 1  0

7x 1 0  0 1 1 1 1  1
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Выбираем 3=s , 1=r  и переходим к базису ),,( 732
1 AAAB = ,  при этом

базисное решение не изменится, так как 001 =z :

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x
w- 0 1 0 0 -1 -4 5  0
3x 0 1 0 1 -2 -3 4  0

2x 0 -4 1 0 5 10 -15 0

7x 1 -1 0 0 3 4 -3 1

Выбираем 4=s , 2=r  и переходим к базису ),,( 743
2 AAAB = . Базисное

решение вновь не изменится:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x
- w 0 1/5 1/5 0  0 -2 2  0

3x 0 -3/5 2/5 1  0 1 -2  0

4x 0 -4/5 1/5 0  1 2 -3  0

7x 1 7/5 -3/5 0  0 -2 6  1

Здесь  можно взять 5=s , 1=r . Базису ),,( 754
3 AAAB =  соответствует

таблица:
1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x

- w 0 -1 1 2 0 0 -2 0
5x 0 -3/5 2/5 1 0 1 -2 0

4x 0 2/5 -3/5 -2 1 0 1 0

7x 1 1/5 1/5 2 0 0 2 1

с тем же базисным решением.
Теперь возьмем 6=s , 2=r . Получим базис ),,( 765

4 AAAB =  и таблицу

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x
- w 0 -1/5 -1/5 -2 2 0  0  0

5x 0 1/5 -4/5 -3 2 1  0  0

6x 0 2/5 -3/5 -2 1 0  1  0

7x 1 -3/5 7/5 6 -2 0  0  1

Базисное решение и здесь не изменилось.
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Пусть теперь 1=s , 1=r .  Новый базис ),,( 761
5 AAAB =  с соответствую-

щей таблицей и тем же решением:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x
- w 0 0 -1 -5 4 1 0  0

1x 0 1 -4 -15 10 5 0  0

6x 0 0 1 4 -3 -2 1  0

7x 1 0 -1 -3 4 3 0  1

Выбрав 2=s , 2=r , придем к базису 0
721

6 ),,( BAAAB == , то есть про-
изошел возврат к исходному базису. Решение получить не удалось.

Для того чтобы гарантировать конечность симплекс-метода в вырожден-
ных задачах, необходимо исключить возможность подобного зацикливания.
Таким свойством обладает упоминавшееся выше правило Блэнда. Также за-
цикливание можно предотвратить при использовании лексикографической
процедуры выбора ведущей строки.

Определение 10. Ненулевой вектор ),,,( 10 nzzz K=a лексикографически
больше нуля ( 0fa ), если первая отличная от нуля компонента положитель-
на, то есть 0>pz , где }0},,,1{|min{ ¹Î= izniip K .

Пусть a¢ , 1+Î¢¢ nRa . Говорят, что вектор a¢ лексикографически больше
вектора a ¢¢  ( aa ¢¢¢f ), если 0faa ¢¢-¢ . Тем самым на 1+nR  определено от-
ношение линейного порядка, так что в любой конечной совокупности векто-
ров }{ ia  имеется лексикографически минимальный вектор, обозначаемый

}min{ ilex a .

Определение 11. Симплекс-таблица называется нормальной, если ее стро-
ки ),,,( 10 iniii zzz K=a , mi ,,1K= , лексикографически положительны.

Следующая лемма очевидна.

Лемма 7. Любую прямо допустимую симплекс-таблицу можно преобразо-
вать в нормальную путем перенумерации переменных и соответствующей
перестановкой столбцов.

Из определения 11 следует, что нормальная симплекс-таблица является
прямо допустимой.
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Отличия лексикографического прямого симплекс-метода от симплекс-
метода, описанного в параграфе 1, касаются только 0 -го и 3 -го шагов, ос-
тальные шаги остаются без изменений:

Шаг 0'. Начать с нормальной симплекс-таблицы.
Шаг 3'. Если Æ¹Î> }},,1{,0|{ mizi is K , то выбрать ведущую строку r

по правилу:

þ
ý
ü

î
í
ì

Î>= },,1{,0|1min1 miz
z

lex
z isi

is
r

rs
Kaa ,

иначе КОНЕЦ (задача неразрешима).

Элементарное преобразование базиса при этом сохраняет нормальность
симплекс-таблицы. Действительно, строка ra ¢  остается лексикографически
положительной, так как она получается умножением лексикографически по-
ложительного вектора ra  на положительное число srz/1 . Для доказательст-

ва лексикографической положительности остальных строк ia¢ , ri ¹ ,
mi ,,1K= , рассмотрим два случая:

а) если 0£isz , то r
rs

is
ii z

z
aaa -=¢ ≽ 0fia ;

б) если 0>isz , то в соответствии с правилом выбора ведущей строки (шаг

3') имеем r
rs

i
is zz

aa 11
f , следовательно, 011

fú
û

ù
ê
ë

é
-=¢ r

rs
i

is
isi zz

z aaa .

Лемма 8. В результате одной итерации лексикографического симплекс-
метода происходит лексикографическое возрастание нулевой строки

),,,( 001000 nzzz K=a .

Из нормальности симплекс-таблиц следует, что на каждой итерации ве-
дущая строка r  лексикографически положительна. С учетом неравенств

00 <sz  и 0>rsz  имеем

0
0

0 aaa fr
rs

s
z
z

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- .

Лемма 9. В ходе работы лексикографического симплекс-метода базисы не
повторяются, что гарантирует его конечность.

Из леммы 8 следует, что последовательность нулевых строк симплекс-
таблиц является лексикографически возрастающей. Поэтому в ходе работы
алгоритма симплекс-таблицы, а значит и базисы, не повторяются, что гаран-
тирует конечность лексикографического симплекс-метода.
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Пример 5. Рассмотрим пример 4, на котором была продемонстрирована
возможность зацикливания обычного симплекс-метода. Выбрав базис

),,( 721
0 AAAB = , получим исходную таблицу, которая является нормальной:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x
w- 0 0  0 -1 1 -1 1  0
1x 0 1  0 1 -2 -3 4  0
2x 0 0  1 4 -3 -2 1  0
7x 1 0  0 1 1 1 1  1

Пусть по-прежнему 3=s . Здесь )0,4,3,2,1,0,1,0(1 --=a ,

)0,1,2,3,4,1,0,0(2 --=a  и )1,1,1,1,1,0,0,1(3 =a .

Так как 0),1,1(13 fK-=-aa  и 0),0,1(/ 23
23 fK=- zaa , то 13 aa f  и

23
23 / zaa f . Таким образом, нужно сравнить 1a  и 23

2 / za . Имеем

0),1,0(
4
1 21 fK=- aa .

Значит, 23
2

33 /}0|/min{ zzzlex ii
i aa =>  и 2=r .

Преобразовав симплекс-таблицу (перейдя к базису ),,( 731
1 AAAB = ), по-

лучим

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x
w- 0 0 1/4 0 1/4 -6/4 5/4 0
1x 0 1 -1/4 0 -5/4 -10/4 15/4 0
3x 0 0 1/4 1 -3/4 -2/4 1/4 0

7x 1 0 -1/4 0 7/4 6/4 3/4 1

Здесь ведущий элемент определяется однозначно: 5=s , 3=r . Переходя к
базису ),,( 531

2 AAAB = , преобразуем симплекс-таблицу. В результате перей-
дем к таблице (ненужные элементы опущены):

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x
w- 1 0  0 0 2 0 2 1
1x 5/3 1 0 0
3x 1/3 0 1 0
5x 2/3 0 0 1

Таблица является прямо и двойственно допустимой. Оптимальное решение
получено за две итерации. При этом Tx )0,0,3/2,0,3/1,0,3/5(* = , 1)( * -=xw .
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§ 4. Метод искусственного базиса

В примерах, рассмотренных ранее, предполагалось, что либо задан исход-
ный допустимый базис, либо было известно базисное допустимое решение.

В этом параграфе рассматривается общий метод решения задачи ЛП в ка-
нонической форме, позволяющий на первом шаге найти базисное допустимое
решение или установить, что Æ=Q , а на втором шаге найти оптимальный
базис и соответствующее ему решение, либо установить неразрешимость за-
дачи из-за неограниченности целевой функции. При этом не предполагается,
что ранг матрицы A  равен m .

Без ограничения общности можно считать, что система ограничений-
равенств bAx =  записана таким образом, что 0³b . Этого можно добиться,
умножая нужные строки на 1- .

Тогда метод искусственного базиса можно представить в виде следую-
щих шагов.

Шаг 0. Построить симплекс-таблицу для задачи

å
=

+ ®=
m

i
inx

1
minx                                                 (12)

,,,1, mibxxa iini K==+ +                                          (13)
,,,1,0 mnjx j +=³ K                                              (14)

выбрав в качестве базиса ),,( mnin AAB ++= K . Здесь ia  –  это i -ая строка,
mi ,,1K= , матрицы A . Так как матрица B  единичная, то для построения

таблицы достаточно в целевой функции x  выразить базисные переменные
(искусственный базис) inx + , mi ,,1K= , через небазисные переменные jx ,

nj ,,1K= , используя ограничения (13). В результате получим

å
=

-=
m

i
ii xab

1
)(x .

Следовательно,

å
=

-=
m

i
ibz

1
00 , а å

=
-=

m

i
ijj az

1
0 , nj ,,1K= , 00 =jz , mnnj ++= ,,1K .

При этом симплекс-таблица прямо допустима, а базисное допустимое реше-
ние имеет вид 0=jx , nj ,,1K= , и iin bx =+ , mi ,,1K= .

Шаг 1. Проделать шаги 1)-4) алгоритма симплекс-метода, описанного в
пункте 1.3.

Так как целевая функция задачи (12)-(14) ограничена снизу нулем и до-
пустимое множество, задаваемое условиями (13)-(14), не пусто, то задача
(12)-(14) всегда разрешима и минимум неотрицателен. Поэтому на первом
этапе вычисления могут завершиться только получением прямо и двойствен-
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но допустимого базиса. Как только такой базис получен, перейти к следую-
щему пункту.

Шаг 2. Если оптимальное решение 0* >x , то КОНЕЦ (исходная задача не
имеет допустимых решений: Æ=Q ), иначе удалить из симплекс-таблицы все
столбцы, соответствующие искусственным переменным 0=jx ,

mnnj ++= ,,1K , и нулевую строку.
Шаг 3. Если базисными переменными являются только переменные ис-

ходной задачи jx , nj £ , то перейти на шаг 7.
Шаг 4. Выбрать  строку, соответствующую  искусственной переменной

rx , nr < .
Шаг 5. Если существует 0¹rsz , ns ££1 , то выполнить элементарное

преобразование базиса с ведущим элементом rsz  и перейти на шаг 3.
Шаг 6. Если 0=rsz  для всех nj ,,1K= , то удалить r -ую строку из сим-

плекс-таблицы и перейти на шаг 3.
Шаг 7. Добавить нулевую строку в симплекс-таблицу,  записав в нее ко-

эффициенты целевой функции основной задачи )(xw , выраженной через не-
базисные переменные. Получена прямо допустимая симплекс-таблица исход-
ной задачи.

Шаг 8. Проделать шаги 1)-4) алгоритма симплекс-метода, описанного в
пункте 1.3.

Шаги 0)-7) описанного выше способа получения базисного допустимого
решения обычно называют первым этапом симплекс-метода, а метод в целом
– двухэтапным симплекс-методом.

Выполнение шага 6 свидетельствует о линейной зависимости уравнений
bAx = , что позволяет удалить часть уравнений. Подобная ситуация возника-

ет, когда ранг матрицы A  меньше числа уравнений m .
После выполнения шага 7 имеем прямо допустимую симплекс-таблицу

исходной задачи, то есть завершен 0-ой шаг алгоритма пункта 1.3, и можно
переходить к его шагам 1)-4). В результате либо установим, что целевая
функция )(xw  не ограничена снизу, либо получим оптимальное решение.

Следующие примеры иллюстрируют случаи, когда множество ограниче-
ний исходной задачи либо несовместно, либо избыточно.

Пример 6. Решить задачу
min3 54321 ®+-+- xxxxx

12 541 =++ xxx ,
22 5432 =++-- xxxx ,
032 4321 =++- xxxx ,

5,,1,0 K=³ jx j .
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Решение. Найдем начальное базисное допустимое решение с помощью
метода искусственного базиса. Для этого добавим искусственные перемен-
ные 6x , 7x , 8x  и получим задачу

min876 ®++ xxx
12 6541 =+++ xxxx ,

22 75432 =+++-- xxxxx ,
032 84321 =+++- xxxxx ,

8,,1,0 K=³ jx j ,

с базисным допустимым решением Tx )0,2,1,0,0,0,0,0(= . Исключим базисные
переменные из целевой функции этой задачи и получим исходную симплекс-
таблицу:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8x
x- -3 -3 4 0 -3 -4 0  0  0
6x 1 1 0 0 1 2 1  0  0
7x 2 0 -1 -1 1 2 0  1  0
8x 0 2 -3 1 1 0 0  0  1

Таблица не является двойственно допустимой. Выбираем в качестве ведуще-
го элемента 134 =z . Преобразовав, получим симплекс-таблицу:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8x
x- -3 3 -5 3 0 -4 0  0 3
6x 1 -1 3 -1 0 2 1  0 -1
7x 2 -2 2 -2 0 2 0  1 -1
4x 0 2 -3 1 1 0 0  0 1

Теперь в качестве ведущего элемента выбираем 215 =z . После преобразова-
ния получим симплекс-таблицу:

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x 8x
x- -1 1 1 1 0  0 2 0 1
5x 1/2 -1/2 3/2 -1/2 0 1 1/2 0 -1/2
7x 1 -1 -1 -1 0  0 -1 1 0
4x 0 2 -3 1 1  0 0 0 1

Таблица прямо и двойственно допустима. Получено оптимальное решение
вспомогательной задачи. Так как 0100* >=-= zx , то исходная задача нераз-
решима из-за несовместности ограничений.
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Пример 7. Решить задачу
min4 321 ®--- xxx

2321 =++ xxx ,
12 321 -=-+- xxx ,

323 31 =+ xx ,
3,2,1,0 =³ jx j .

Решение. Будем искать начальное базисное допустимое решение методом
искусственного базиса. Для этого умножим второе ограничение-равенство на

1-  и добавим искусственные переменные 4x , 5x  и 6x . Получим вспомога-
тельную задачу

min654 ®++ xxx
24321 =+++ xxxx ,
12 5321 =-+- xxxx ,

323 631 =++ xxx ,
6,,1,0 K=³ jx j .

с базисным допустимым решением Tx )3,1,2,0,0,0(= . Исключим базисные пе-
ременные 4x , 5x  и 6x  из целевой функции этой задачи:

3131321321 466)233()21()2( xxxxxxxxxx --=--+-+-+---=x .
Данное равенство запишем в принятом виде

646 31 -=--- xxx .
Получаем исходную симплекс-таблицу, которая не является двойственно до-
пустимой:

1x 2x 3x 4x 5x 6x
-x -6 -6 0 -4 0 0 0

4x 2 1 1 1 1 0 0
5x 1 2 -1 1 0 1 0
6x 3 3 0 2 0 0 1

Выбираем ведущий столбец s . Пусть 3=s .  Выбираем ведущую строку.  По-
лучаем 2=r  и, следовательно, ведущий элемент 123 =z . Переходим к ново-
му базису, которому соответствует следующая симплекс-таблица:

1x 2x 3x 4x 5x 6x
-x -2 2 -4 0 0 4 0

4x 1 -1 2 0 1 -1 0
3x 1 2 -1 1 0 1 0
6x 1 -1 2 0 0 -2 1
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Полученная таблица все еще не двойственно допустима. Выбираем в качест-
ве ведущего элемента 32z . Выполнив элементарные преобразования, полу-
чим таблицу

1x 2x 3x 4x 5x 6x
-x 0 0 0 0 0 0 2

4x 0 0 0 0 1 1 -1
3x 3/2 3/2 0 1 0 0 1/2
2x 1/2 -1/2 1 0 0 -1 1/2

Данная таблица прямо и двойственно допустима. Получено оптимальное ре-
шение вспомогательной задачи. При этом 000* =-= zx .  Поэтому на шаге 2
в таблице произойдет удаление нулевой строки и трех последних столбцов,
соответствующих искусственным переменным:

1x 2x 3x
4x 0 0 0 0
3x 3/2 3/2 0 1
2x 1/2 -1/2 1 0

В числе базисных осталась искусственная переменная 4x ,  при этом в
строке, соответствующей ей, имеются только нулевые элементы. Значит, эту
строку можно удалить. Исходная матрица имеет ранг равный 2 . Действи-
тельно, если вернуться к предпоследней симплекс-таблице и переписать
строку, соответствующую базисной переменной 4x , в виде равенства

654 xxx =+ , то сразу обнаружим, что третье ограничение-равенство в исход-
ной задаче является суммой первых двух, то есть они линейно зависимы.

После удаления строки в базисе остались только переменные исходной за-
дачи. Переходим на шаг 7 . Выразим через небазисные переменные целевую
функцию )(xw . Из последней симплекс-таблицы имеем равенства

2/32/3 31 =+ xx ,
2/12/1 21 =+- xx ,

то есть
1111 2/32/7)2/32/3()2/12/1(4)( xxxxxw --=--+--= .

Добавляем нулевую строку 2/72/3 1 =-- xw  к предыдущей таблице, учиты-
вая, что первая строка вычеркнута,

1x 2x 3x
w-
w

7/2 -3/2 0  0
3x 3/2 3/2 0  1
2x 1/2 -1/2 1  0
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Получим прямо допустимую симплекс-таблицу исходной задачи с базисом
),( 32 AAB =  и соответствующим решением )2/3,2/1,0(=x . Теперь перехо-

дим на шаг 8  и ищем оптимальное решение. Так как симплекс-таблица не
является двойственно допустимой, то выбираем 1=s , 1=r . Преобразуем
таблицу с ведущим элементом 2/311 =z  и окончательно приходим к прямо и
двойственно допустимой таблице

1x 2x 3x
w- 5 0 0 1
1x 1 1 0 2/3
2x 1 0 1 1/3

из которой следует, что )0,1,1(* =x , 5)( * -=xw .

§ 5. Двойственный симплекс-метод

Задача линейного программирования D
max),( ®yb
cyA £

называется двойственной к прямой задаче (1)-(3), которую обозначим через
P  [2, 3, 5-7, 9-11]. Существует глубокая связь между этими задачами. Чтобы
выявить ее, проанализируем итоги работы лексикографического симплекс-
метода. Как следует из его описания, может быть только два варианта завер-
шения работы алгоритма.

Рассмотрим первый вариант, когда задача P  разрешима. Пусть x  - опти-
мальное б.д.р. Тогда в оптимальной симплекс-таблице оценки замещения не-
базисных переменных удовлетворяют условию 01 ³- - NBcc BN , а для ба-

зисных переменных выполняется тривиальное тождество 01 =- - BBcc BB .
Из приведенных уравнений и неравенств следует, что вектор 1-= Bcy B  яв-
ляется допустимым решением задачи D . Из определения вектора y  также

следуют равенства =),( yb =- ),( 1Bcb B =- ),( 1
BcbB ),( BB xc ),( xc= . Рас-

смотрим два произвольных допустимых решения x  и y  прямой и двойст-
венной задач, соответственно. Тогда, ³),( xc =),( xyA =),( yAx ),( yb .  С уче-
том предыдущих равенств ³),( xc =),( yb ),(),( xcxc BB = ≥ ),( yb . То есть y  –
оптимальное решение задачи D .

Во втором варианте обнаруживается неразрешимость задачи P . Тогда не-
разрешима и задача D .  Так как в противном случае мы могли бы найти ее
оптимальное решение. Для этого необходимо записать двойственную задачу
в каноническом виде и применить симплекс-метод для ее решения. По при-
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веденной выше  схеме найти  оптимальное  решение задачи P , что невоз-
можно.

Для того чтобы связи между этими задачами стали более ясными и понят-
ными, введем понятие базиса и базисного решения двойственной задачи. Век-
тор y  называется базисным решением задачи D , если среди неравенств

cyA £ , которые он обращает в равенства, имеется m  линейно независимых,
а базис состоит из векторов jA , mj ,,1K= , образующих эти независимые
ограничения. Б.д.р. y  называется невырожденным, если для любого вектора

jA , не входящего в его базис, то есть Sj ¢Î , выполняется jj cyA < . Двойст-
венную задачу назовем невырожденной, если все ее б.д.р. являются невыро-
жденными.

Теперь все базисные решения задач P  и D можно разбить на пары реше-
ний, на которых значения целевых функций совпадают. Если x  – базисное
решение задачи P  с базисом B , то ему соответствует базисное, но недопус-
тимое решение 1-= Bcy B  задачи D , так как могут нарушаться некоторые из
ограничений cyN £ . Верно и обратное утверждение. Очевидно, что выпол-
няются равенства =),( xc ),(),( BBB xyBxc = ),( yBxB= ),( yb= .

Из вышеизложенного следует,  что фактически в симплекс-методе на каж-
дой итерации рассматриваются базисные решения прямой и двойственной
задач с равными значениями целевых функций. Алгоритм организован таким
образом, что на нулевом шаге 1-ой итерации выбирается прямо допустимый
базис и затем с помощью элементарных преобразований, сохраняющих пря-
мо допустимость, происходит перебор базисов. В тот момент, когда обнару-
живается двойственно допустимый базис или неразрешимость задачи, про-
цесс останавливается.

Теперь мы можем сформулировать идею нового алгоритма, который назо-
вем двойственным симплекс-методом. На нулевом шаге 1-ой итерации выби-
рается начальный двойственно допустимый базис и затем с помощью эле-
ментарных преобразований, сохраняющих двойственную допустимость, про-
исходит перебор базисов. В тот момент, когда обнаруживается прямо допус-
тимый базис или неразрешимость задачи, процесс останавливается.

В приведенном ниже описании алгоритма этого метода предполагается,
что используются та же форма симплекс-таблицы и то же элементарное пре-
образование, что и в параграфе 1. Под )(is , mi ,...,1= , как и прежде, понима-
ется набор номеров базисных столбцов (переменных).

Описание алгоритма двойственного симплекс-метода.

Шаг 0. Начать с двойственно допустимой симплекс-таблицы.
Шаг 1. Если симплекс-таблица прямо допустима, то КОНЕЦ (получено

оптимальное решение).
Шаг 2. Выбрать ведущую строку r  по правилу: 00 <rz , },,1{ mr KÎ .
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Шаг 3. Если Æ¹=< },,1,0|{ njzj rj K , то выбрать ведущий столбец s  по
правилу:

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

=<= njz
z
z

z
z

rj
rj

j

rs

s ,,1,0|
||

min
||

00 K ,

иначе КОНЕЦ (задача неразрешима, так как Æ=Q ).
Шаг 4. Преобразовать симплекс-таблицу, положить sr =:)(s  и перейти на

шаг 1.

Замечания.

1. Доказательство того, что двойственная допустимость симплекс-таблицы
в результате ее преобразования на шаге 4 сохраняется, может быть выполне-
но аналогично тому, как проводилось ранее доказательство сохранения пря-
мой допустимости в случае прямого симплекс-метода. Таким образом, если в
прямом симплекс-методе идет целенаправленный перебор прямо допустимых
базисов, то в двойственном симплекс-методе – двойственно допустимых ба-
зисов. Цель в обоих случаях одна и та же – найти прямо и двойственно до-
пустимый базис.

2. Если на шаге 3 имеем 0³rjz , nj ,...1= , то это означает, что задача не-
разрешима ввиду несовместности ограничений. В самом деле, r -ой строке

симплекс-таблицы соответствует уравнение системы (8) 0
1

r
n

j
jrj zxz =å

=
, из

которого при 0³x  следует 00 ³rz . С другой стороны, согласно правилу вы-
бора ведущей строки, 00 <rz .  Эти два противоречащих друг другу неравен-
ства свидетельствуют об отсутствии у системы (8) неотрицательных реше-
ний, то есть о несовместности ограничений задачи (1)-(3).

3. Рассмотрим ряд случаев, когда вопрос о нахождении двойственно до-
пустимого базиса решается просто.

а) Предположим, что требуется решить задачу ЛП }0,|min{ ³£ xbAxcx  с
неотрицательным вектором c . С помощью введения дополнительных пере-
менных T

myyy ),...,( 1=  задача может быть преобразована в каноническую
форму }0,0,|min{ ³³=+ yxbyAxcx . Очевидно, базис, образованный по-
следними m  столбцами матрицы [ ]EA,  системы ограничений новой задачи,
является двойственно допустимым и итерации двойственного симплекс-

метода можно начинать с симплекс-таблицы ú
û

ù
ê
ë

é
EA

c
b

00
.

б) Может сложиться такая ситуация, когда после получения оптимального
решения задачи (1)-(3) и соответствующего прямо и двойственно допустимо-



61

го базиса B  нужно получить оптимальное решение задачи с измененными
правыми частями системы ограничений (2). Нетрудно видеть, что для изме-
ненной задачи базис B  является также двойственно допустимым и может
быть использован в качестве начального базиса для решения задачи двойст-
венным симплекс-методом.

в) Прием, использованный в случае а) для получения двойственно допус-
тимой симплекс-таблицы, может быть распространен на ситуации, когда к
ограничениям задачи ЛП, для которой известна некоторая двойственно до-
пустимая симплекс-таблица, добавляются новые ограничения. Эта возмож-
ность используется при решении задач целочисленного линейного програм-
мирования методами отсечения,  о чем более подробно речь будет идти в па-
раграфе 3 главы 4.

4. Конечность двойственного симплекс-алгоритма доказывается так же,
как и конечность прямого симплекс-метода. Если двойственная задача D  не-
вырожденная, то алгоритм конечен при любом уточнении правил выбора ве-
дущего элемента. Отметим, что в случае невырожденной задачи D  в каждой
двойственно допустимой симплекс-таблице элементы jz0 , Sj ¢Î , должны

быть положительными.
В случае вырожденной задачи конечность двойственного симплекс-метода

может быть обеспечена за счет использования тех же способов,  что и в слу-
чае прямого симплекс-метода, в частности, путем применения некоторого
аналога правила Блэнда или лексикографической процедуры. Последний ал-
горитм приводится в следующем параграфе.

§ 6. Лексикографический двойственный симплекс-метод

Описание метода начнем с симплекс-таблицы, форма которой отличается
от использовавшейся ранее.

Пусть B  – двойственно допустимый базис, )}(,),1({ lS tt K=¢ , mnl -= , –
множество номеров небазисных переменных, а S  – множество номеров ба-
зисных переменных. Перепишем соотношения (7) и (8):

å
¢Î

-+=
Sj

jijii xzzx )(0 , }0{USiÎ .                                 (15)

Добавим к системе уравнений (15) тождественные соотношения ii xx =
для небазисных переменных

))(1( ii xx --= , .Si ¢Î                                           (16)
Симплекс-таблица будет состоять из коэффициентов правых частей ра-

венств (15) и (16).
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1 - 1+mx K - nx

0x 00z 01z K lz0
M M M M

ix 0iz 1iz K ilz
M M M M

1+mx 0 -1 K 0
M M M M

nx 0 0 K -1

Пусть T
njjjj zzz ),,,( 10 K=b , lj ,,1,0 K= , – столбцы, образующие сим-

плекс-таблицу. Тогда система (15), (16) эквивалентна векторному уравнению:

å
¢Î

-+=
Sj

jj
T

n xxxx ).(),,,( 010 bbK                           (17)

Если 0¹rsz , SrÎ , Ss ¢Î , то возможно элементарное преобразование бази-
са, при котором базисная переменная rx  заменяется на небазисную перемен-
ную )(sxt . Далее выразим переменную )(sxt  из r -го уравнения системы (15):

å
¹¢Î

--+=
sjSj

rjrjr
rs

s xxzz
z

x
,

)(0)( ))((1
tt

и заменим ее в правой части (17):

).(1))(()(),,,(
,

)(
0

010 r
sjSj rs

js
rs

rj
js

rs

rT
n x

z
x

z
z

z
zxxx å

¹¢Î
÷÷
ø

ö
çç
è

æ -+--+-= tbbbbK

Итак, элементарное преобразование базиса приводит к симплекс-таблице со
столбцами

ï
ï
î

ï
ï
í

ì

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
=¢

¹-=¢

.1

,,

s
rs

s

s
rs

rj
jj

z

sj
z
z

bb

bbb
                              (18)

Симплекс-таблицу будем называть нормальной, если каждый ее столбец
jb , ,,,1 lj K=  лексикографически больше нуля.
Описание алгоритма лексикографического двойственного симплекс-

метода.

Шаг 0. Начать с нормальной симплекс-таблицы.
Шаг 1. Если симплекс-таблица прямо допустима, то КОНЕЦ (получено

оптимальное решение).
Шаг 2. Иначе выбрать ведущую строку r  по правилу: 00 <rz ,

},,1{ nr KÎ .
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Шаг 3. Если Æ¹Î< }},,1{,0|{ ljzj rj K ,  то выбрать ведущий столбец s
по правилу:

,},,1{,0|1min1

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

Î<= ljz
z

lex
z rjj

rj
s

rs
Kbb

иначе КОНЕЦ (задача неразрешима).
Шаг 4. Преобразовать симплекс-таблицу, положить rs =:)(t  и перейти на

шаг 1.

Замечания.

1.  Если на шаге 3  имеем 0³rjz , lj ,,1K= , то ограничения задачи несо-
вместны. Действительно, r -ой строке симплекс-таблицы соответствует урав-
нение å

¢Î
-+=

Sj
jrjrr xzzx )(0 , из которого при 0³x  следует 0<rx .

2. Покажем, что элементарное преобразование симплекс-таблицы на шаге
4 сохраняет ее нормальность. Согласно правилу выбора ведущего столбца,

0<rsz .  Так как по условию 0fsb , то 01
fs

rs
s z

bb ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-=¢ . Для доказатель-

ства лексикографической положительности остальных столбцов jb ¢ , sj ¹ ,
Sj ¢Î , рассмотрим два случая.

а) Если 0³rjz , то s
rs

rj
jj z

z
bbb -=-¢ ≽0 . Следовательно, jb ¢ ≽ 0fjb .

б) Если 0<rjz ,  то из (18)  следует 0
||

1
||

1|| f÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-=¢ s

rs
j

rj
rjj zz

z bbb . По-

следнее неравенство следует из правила выбора ведущего столбца.

3. Из описания алгоритма следует 00 <rz , 0<rsz  и 0fsb . Учитывая

(18), отсюда получим 00
00 fs

rs

r
z
z

bbb =¢- , то есть 00 bb f¢ . Таким образом,

базисы не могут повторяться и, следовательно, метод конечен.

§ 7. Геометрическая интерпретация задач линейного программирования

Приведем геометрическую интерпретацию задач линейного программиро-
вания применительно к следующей паре взаимодвойственных задач, которые
обозначим, соответственно, через P  и D :
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,0
,

min),(

³
=
®

x
bAx

xc
.

max),(
cyA

yb
£
®

Обозначим через Tjjj cAA ),(= , nj ,,1K= , расширенные вектор-столбцы

матрицы A , а через Tmbbb )0,,,( 1 K=  – расширенный вектор правых частей
ограничений прямой задачи.

Определение 12. Множество K , содержащее с любой своей точкой x  все
точки xl  при 0³l , называется конусом.

Определим линейное преобразование 1: +® mn
A RRf :

å
=

=
n

j
jjA xAxf

1
)( , nRxÎ .                                         (19)

Пусть }0,{)(
1

1
0 å

=

+
³ ³=Î==

n

j
jjmn

A xxAuRuRfK . Очевидны следующие

свойства множества K :
1. K  – выпуклый конус.
2. Вектор KÎ)0,,0( K  и является его вершиной.
3. K  порожден конечным числом векторов jA , nj ,,1K= , то есть являет-

ся множеством точек вида å
=

n

j
jj A

1
l , 0³jl , nj ,,1K= .

Чтобы пояснить введенное определение конуса K , рассмотрим следую-
щую задачу линейного программирования:

min332211 ®++ xcxcxc

1414313212111 bxaxaxaxa =+++ ,
4,,1,0 K=³ jx j .

Здесь 1=m , ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

j

j
j c

a
A 1 , .4,,1 K=j

Рис. 1
1u

2u

O

4AK

1A 2A
3A
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На рис.  1  приведено множество K  для данной задачи. Очевидно, что конус
K  порожден крайними лучами, образованными векторами 1A  и 4A .

Рассмотрим систему уравнений

Tm
n

j
jj bbxA ),,,( 1

1
lK=å

=
.

Будем считать, что вектор c  коэффициентов целевой функции прямой за-
дачи P  не является линейной комбинацией векторов ),,( 1 inii aaa K= , так
как в противном случае любое допустимое решение является оптимальным.
Тогда

=÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

Î=å
=

RbxAxf
n

j
TjjA ll ,),(

1
{ }RebuRu mm Î+=Î +

+ ll ,11 .

Обозначим последнее множество через Q . Оно является прямой в простран-

стве 1+mR , которая проходит через точку Tmbbb )0,,,( 1 K=  параллельно оси

1+mOu . Так как { } ==³ ),0|( bAxxxfA

{ }( ) QKRbxAxfxRxxf
n

j
TjjAnA Ç=

÷÷
÷

ø

ö

çç
ç

è

æ

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

Î=Ç³Î= å
=

ll ,),(0,|
1

,

то образом множества допустимых решений задачи P  при отображении Af
является пересечение конуса K  и прямой Q .

Таким образом, задача P  сводится к поиску «крайней» точки пересечения
прямой Q  и конуса K , то есть точки с наименьшей последней координа-
той.

Рис. 2

На рис.  2  точка M  – крайняя точка пересечения QK Ç , является образом
оптимальных решений рассмотренной выше задачи ЛП.

Приведем интерпретацию задачи D . Пусть

0
1

1
=å

+

=

m

k
kkul                                                    (20)

1A
2A

3A

4AM

Q

)0,( 1bB =
1u

2u

O
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уравнение гиперплоскости, проходящей через начало координат. Направ-
ляющий вектор T

m ),,( 11 +ll K  гиперплоскости (20) определен с точностью
до ненулевого множителя. Будем считать, что 11 -=+ml . Другими словами,
мы не рассматриваем гиперплоскости содержащие ось 1+mOu . Следователь-
но, существует взаимнооднозначное соответствие между гиперплоскостями,
проходящими через ноль, не содержащими ось 1+mOu , и их направляющими

векторами T
m )1,,,( 1 -ll K . Пусть ),,( 1 nyyy K=  – допустимое решение зада-

чи D , а yP  – гиперплоскость, определяемая уравнением

01
1

=- +
=
å m
m

i
ii uuy .                                            (21)

Подставим jA  в (21).  Так как y  является допустимым решением задачи

D , то 0
1

£-å
=

m

i
jiij cya . Поскольку конус K  порожден векторами jA , K  ле-

жит «над» гиперплоскостью yP , то есть по ту же сторону от гиперплоско-
сти, что и вектор )1,0,,0(1 K=+me .

Пусть 0
1

1 =-å
=

+
m

i
mii uuy  – произвольная гиперплоскость, проходящая че-

рез O  и не содержащая ось 1+mOu . Если конус K  располагается «над» ги-
перплоскостью, то есть для любой точки KuÎ  справедливо

0
1

1 £-å
=

+
m

i
mii uuy , тогда для любого расширенного вектора условий jA  вы-

полняется j
m

i
iij cya £å

=1
, следовательно, ),,( 1 myyy K=  является допустимым

решением задачи D .
Итак, геометрическим образом множества допустимых решений задачи D

является совокупность гиперплоскостей, содержащих начало координат, не
содержащих ось 1+mOu  и расположенных «под»  конусом K . Это соответст-
вие является взаимнооднозначным и определяется уравнениями (21).

Пусть y
y Qu PÇÎ . Тогда из определения Q  и (21) имеем

)(
1

1 yzybu
m

i
ii

y
m == å

=
+ .

Следовательно, значение целевой функции двойственной задачи на допусти-
мом решении равно расстоянию от точки пересечения прямой Q  и гиперпло-
скости yP  до гиперплоскости 01 =+mu .
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Таким образом, с геометрической точки зрения двойственная задача за-
ключается в отыскании такой гиперплоскости, которая содержит начало
координат, не содержит ось 1+mOu , расположена «под» конусом K  и пере-
секает Q  в «наивысшей точке» в смысле порядка на оси 1+mOu .

§ 8. Геометрическая интерпретация прямого симплекс-метода

Рассмотрим б.д.р. x  задачи P . Пусть B  – его базисная матрица, а N , со-
ответственно, небазисная матрица. Обозначим через P  гиперплоскость, на-
тянутую на расширенные вектора базиса )(iAs , mi ,,1K= , и проходящую
через начало координат. Эта гиперплоскость однозначно определяется бази-
сом B  и ее направляющий вектор y  есть решение следующей системы урав-
нений

)()( ii cyA ss = , mi ,,1K= ,

следовательно, 1-= Bcy B . В параграфе 1 показано, что оценки замещения
симплекс-таблицы, соответствующей б.д.р. x , образуют вектор

NBcc BN
1-- . Таким образом, если на первом шаге итерации симплекс-

таблица, соответствующая б.д.р. x , является двойственно допустимой, то
есть 0³- NycN , то вектор y  является допустимым решением двойственной
задачи, тогда x  и y  – оптимальные решения. Их геометрическая интерпре-
тация содержится в предыдущем параграфе.

Если существует номер s  такой, что 0<- ss Ayc ,  то это означает,  что y
недопустимое решение двойственной задачи, то есть симплекс-таблица не
двойственно допустима, а x  неоптимальное решение. Геометрически это эк-
вивалентно тому, что вектор sA  расположен ниже гиперплоскости P . Рас-
смотрим конус sK , натянутый на вектора )(iAs , :sA

þ
ý
ü

î
í
ì

³+== å
=

m

i
ssiis xAxAxuuK

1
)()( 0,| ss . Если коэффициенты замещения

0£isz , mi ,,1K= , где å
=

=
m

i
iiss AzA

1
)(s , то множество QKs Ç  содержит луч,

исходящий из точки x . Это следует из существования параметрического се-
мейства векторов )(tx , которое использовалось при обосновании симплекс-
метода.  В этом случае задача (1)-(3)  не имеет оптимального решения.  Заме-
тим, что это возможно тогда и только тогда, когда конус sK  содержит полу-
ось 1+mOu .
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Если конус sK  не содержит полуось 1+mOu ,  то тогда
Æ¹Î> }},,1{,0|{ mizi is K  и множество QKs Ç  является отрезком, который

в вырожденном случае может оказаться точкой. Если задача (1)-(3) невырож-
денная, то отрезок QKs Ç  отличен от точки.  Его крайняя верхняя точка яв-
ляется образом базисного допустимого решения x  и лежит на грани sK ,
образованной векторами )(iAs , так как micyA ii ,,1,)()( K== ss . Это означа-
ет,  что эта грань есть пересечение конуса sK  с гиперплоскостью P . Тогда
нижняя точка отрезка QKs Ç  является геометрическим образом нового ба-
зисного допустимого решения )(Bx ¢  и лежит на грани, порожденной векто-
рами )()1()1()1( ,,,,,, mrsr AAAAA ssss KK +- , другими словами, B¢  –  новый
базис, образованный векторами )()1()1()1( ,,,,,, mrsr AAAAA ssss KK +- . Точки
пересечения конуса sK  и прямой Q являются геометрическими образами
решений, полученных из базисно допустимого решения x  элементарным
преобразованием, которое определяется вектором sA .
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ГЛАВА 4.

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ УСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Большинство существующих методов в нелинейном программировании
можно разделить на прямые методы и методы,  использующие понятие двой-
ственности.

Прямые методы имеют дело с исходной задачей. Они порождают последо-
вательность допустимых решений, обеспечивая монотонное убывание мини-
мизируемой функции, и дают приближенное решение задачи, если итераци-
онный процесс остановить на произвольном шаге. Их основной недостаток –
трудности с доказательством глобальной сходимости.

Двойственные методы в этом отношении более сильные. Глобальную схо-
димость обычно удается получить легче, чем для прямых методов. Их глав-
ный недостаток в том, что они не дают приближенного допустимого реше-
ния, если метод остановить на произвольном шаге.

В данной главе только методы штрафа относятся к двойственным, осталь-
ные методы являются прямыми.

§ 1. Метод возможных направлений

Методы безусловной оптимизации можно использовать для решения экс-
тремальных задач условной оптимизации. Для этого необходимо доработать
эти методы таким образом, чтобы учитывались ограничения задачи. В этом
параграфе рассмотрен  один из таких  методов – метод возможных направ-
лений.

Пусть имеется точка, удовлетворяющая ограничениям задачи. Выберем
возможное направление движения, то есть такой ненулевой вектор, что

1. малое перемещение в этом направлении не выводит за пределы множе-
ства допустимых решений;

2. целевая функция строго убывает в этом направлении.
Затем осуществляется перемещение в выбранном направлении до получения
нового допустимого решения с лучшим значением целевой функции. Пред-
ставленный ниже алгоритм был разработан голландским математиком Зой-
тендейком [2, 3, 6], который предложил выбирать направление спуска из пе-
ресечения конусов возможных направлений и направлений убывания целевой
функции. Особенность метода заключается в учете нелинейности ограниче-
ний и в сравнении направлений не только по локальной скорости убывания
целевой функции, но и по длинам шагов, которые удастся сделать вдоль них.

Представленный ниже алгоритм предназначается для поиска экстремума
при наличии ограничений только типа неравенств. Рассмотрим задачу

)(min xf                                                           (1)
0)( £xij , mi ,...,1= ,                                                  (2)

nRxÎ ,                                                             (3)
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где )(xf , )(xij , mi ,...,1= , – гладкие выпуклые функции. Вводя дополни-
тельные переменную и ограничение, функционал задачи можно сделать ли-
нейным:

ymin
yxf £)( ,

0)( £xij , mi ,...,1= ,
nRxÎ .

Поэтому без ограничения общности будем считать, что xcxf ,)( = . Пусть,
как и прежде, },...,1,0)({ mixxQ i =£= j  – множество допустимых решений
задачи (1)-(3). Обозначим через },...,1,0)({)( mixixI i === j  множество ог-
раничений активных в точке x.

Предположим, что выполняется условие Слейтера [2,  3,  6],  то есть суще-
ствует точка x~  такая, что 0)~( <xij , mi ,...,1= .

Ненулевой вектор p  назовем возможным направлением для множества Q
из точки x , если найдется 00 >a  такое,  что для всех ),0( 0aa Î  точка
( px a+ ) принадлежит Q .

Ненулевой вектор p  является направлением спуска для множества Q  из
точки x , если p  – возможное направление из этой точки и 0, <pc .

Для фиксированной точки QxÎ  рассмотрим вспомогательную задачу ли-
нейного программирования

xx min* =                                                          (4)
x£pc, ,                                                          (5)
xj £¢ pxi ),( , )(xIiÎ ,                                           (6)

1£lp , nl ,...,1= .                                                 (7)
Условия (7) называются условиями нормировки. Нулевое решение

0,0 == xp  является допустимым решением вспомогательной задачи и, зна-
чит, 0* £x . Из условий (5) и (7) следует, что целевая функция (4) ограничена
снизу на множестве допустимых решений. Тогда из критерия разрешимости
для задач линейного программирования (теорема 3.2) следует, что найдется
хотя бы одно оптимальное решение ),( ** xp  задачи (4)-(7).

Предположим, что 0* <x . Тогда 0, ** <£ xpc  и 0),( ** <£¢ xj pxi ,

)(xIiÎ . Следовательно, 0* ¹p  и для любого )(xIiÎ  имеем

0))(()(),()()()( **** <+£+¢=-+=+ aaxaaajjajaj oopxxpxpx iiii

для всех достаточно малых 0>a . Если )(xIiÏ , то есть 0)( <xij , то в силу
непрерывности функции ij  неравенство 0)( * <+ pxi aj  будет выполняться
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для всех достаточно малых 0>a . Поэтому найдется 00 >a  такое,  что
Qpx Î+ )( *a  для всех ),0( 0aa Î , и, следовательно, вектор *p  является воз-

можным направлением для множества Q  из точки x . Из неравенства (5) по-
лучим, что *p  является также и направлением спуска. Следовательно,

0,)()( *** <£=-+ axaa pcxfpxf .

Если 0* =x , то нельзя утверждать, что *p  будет возможным направлени-
ем или направлением спуска в точке x . Например, может оказаться, что

0, * =pc  или 0)( =¢ xij  для некоторого )(xIiÎ .
В случае общей задачи нелинейного программирования без дополнитель-

ных условий типа выпуклости равенство 0* =x  является лишь необходимым
условием минимума. Для задачи выпуклого программирования (1)-(3) при
выполнении условия Слейтера последнее равенство является также и доста-
точным условием оптимальности.

Теорема 1 (критерий оптимальности). Пусть ),( ** xp  – оптимальное
решение вспомогательной задачи для Qx Î* . Тогда 0* =x ,  если и только
если, *x  является оптимальным решением задачи (1)-(3).

Доказательство. Покажем достаточность. Пусть *x  – оптимальное реше-
ние вспомогательной задачи (4)-(6). Предположим, что 0* <x , тогда 0* ¹p .
Рассмотрим вектор )( ** px a+  и выберем значение *aa =  следующим обра-

зом. Если )( *xIiÎ , то 0),( ** <¢ pxij . Следовательно, 0)( ** <+ pxi aj  при

всех ),0( iaa Î  для достаточно малого 0>ia .
Если )( *xIiÏ , то есть 0)( * <xij , то в силу непрерывности функции

)(xij  неравенство 0)( ** <+ pxi aj  будет справедливо при всех ),0( iaa Î

для достаточно малого 0>ia . Положим }{min
,...,1

* i
mi
aa

=
= .  Тогда для любого

),0( *aa Î  вектор )( ** px a+  является допустимым решением задачи (1)-(3).
Из условия 0, ** <£ xpc  получим )()( *** xfpxf <+a  при ),0( *aa Î , что

противоречит оптимальности *x .
Докажем необходимость. Пусть *x  не является оптимальным решением

задачи (1)-(3). Тогда существует QxÎ , для которого

0,)()( ** <-=- xxcxfxf .
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Пусть *xxp -= . Тогда 0, <pc . Если ограничение ij  активно в точке *x ,

то 0)( * =xij . Тогда из неравенства для гладких выпуклых функций теоремы
1.4 имеем

**'* ),()()( xxxxx iii -+³ jjj

и допустимости вектора x получим
0),( * £¢ pxij .                                           (8)

Из условия Слейтера следует существование вектора x~ , для которого
0)~( <xij , mi ,...,1= .   Пусть *~~ xxp -= .   Если )( *xIiÎ ,  то аналогично (8)

имеем
0~),( * <¢ pxij .

Выберем ppp ~* a+= . Тогда при достаточно малом a  справедливо

0, * <pc  и 0),( ** <¢ pxij  для )( *xIiÎ . Отсюда непосредственно вытека-

ет, что 0* <x . ▄

Если в решении ),( ** xp  задачи (4)-(7) величина 0* <x  мала по абсолют-
ной величине, то это может привести к замедлению скорости сходимости ме-
тода возможных направлений. Чтобы избежать этого, следует изменить мно-
жество номеров )(xI  в ограничении (6). Опишем один из таких подходов, в
котором используется множество номеров },,1,0)({ mixi i K=£<- jd , где
d  – положительное число. Другими словами, это множество номеров огра-
ничений задачи (1)-(3), которые в точке x  выполняются как равенства с точ-
ностью до 0>d .

Приведем описание этой модификации метода возможных направлений.
Пусть 00 >d  и Qx Î0  – некоторое начальное приближение. Допустим,

что  известно k -ое приближение Qxk Î  и 0>kd .   Введем  множества но-
меров

},,1,0)({),( mixixII k
ikk

kk K=£<-== jdd , ,,1,0 K=k

},,1,0)({0 mixiI k
i

k K=== j , K,1,0=k .
Рассмотрим следующую задачу линейного программирования:

xx min=k
x£pc, ,

xj £¢ pxk
j ),( , kIjÎ ,

1£lp , nl ,...,1= .
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Обозначим эту задачу ),( kk IxP . Приведем описание одной итерации ме-
тода возможных направлений. Пусть ),( kkp x  – оптимальное решение задачи

),( kk IxP . Рассмотрим три случая:

1. Если kk dx -£ , то полагаем kk dd =+1 .
2. Если 0<<- kk xd , то полагаем 21 kk dd =+ .

3. Если 0=kx , то найдем решение ),( kkp x  задачи ),( 0
kk IxP . При 0=kx

вектор kx  согласно критерию оптимальности является оптимальным реше-
нием задачи (1)-(3). Если же 0<kx , то полагаем

kkkk pp ==+ ,21 dd .

Как уже упоминалось выше, в случае 0=kx  нельзя утверждать,  что век-

тор kp  является направлением спуска.  Поэтому,  решив задачу ),( 0
kk IxP , на

основании критерия оптимальности можно оценить является ли оптималь-
ным текущее приближение kx . Если 0<kx , то в качестве направления спус-
ка выбирается вектор kp .

Длина шага ka  определяется по следующей схеме. Пусть
ika  – наимень-

ший положительный корень уравнения 0)( =+ k
k

i px aj . Тогда полагаем

ik
i

k aa min=  и

),(, 1
111

+
+++ =+= k

kk
kk

kk xIIpxx da .

Теорема 2. Пусть )(xij , mi ,,1K= , – гладкие выпуклые функции, выпол-
нено условие Слейтера и множество Q  ограничено. Тогда

1. последовательность Nk
kxf Î)}({  сходится к величине )(min* xff

QxÎ
= , то

есть *,)( fxcxf kk ®=  при ¥®k ;

2.  любая предельная точка *x  последовательности Nk
kx Î}{  есть точка

минимума функции )(xf  на множестве допустимых решений Q .

Доказательство. По построению последовательность Nk
kxf Î)}({ невоз-

растающая, множество Q  ограниченное, тогда существует предел

)(limˆ k
k

xff
¥®

=  и

0)()( 1 ®- +kk xfxf  при ¥®k .                            (9)
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Величина kd  на каждом шаге либо делится пополам, либо остается без
изменения. Покажем, что 0lim ==

¥®
k

k
dd . Предположим противное, то есть

0>d . Тогда найдется 0K  такое, что dd =k  и dx -£k  для всех 0Kk > . Дру-
гими словами, начиная с номера 0K  в алгоритме всегда реализуется первый
случай dd =k . Выберем некоторую сходящуюся подпоследовательность

),(},{ ** pxpx Njk
k

j
j ®Î . Такая подпоследовательность существует в виду

ограниченности множества Q  и условия нормировки (7). Пусть
},,1,0)({),( *** mixixII i K=£<-== jdd .

Тогда при некотором 01 KK >  для всех 1Kk j >  справедливо

0)( £<-=- j
j

k
ik xjdd  для *IiÎ . Это означает, что jkII Í*  для достаточно

больших jk . Следовательно,

dx -££
jj kkpc, ,

dxj -££¢
jj

j
kk

k
i px ),( , *IiÎ .

Тогда из непрерывности функций )(xij¢  следует, что dj -£¢ **),( pxi  для
*IiÎ . С другой стороны, dj -£)( *xi  для *IiÏ . Отсюда вытекает, что суще-

ствует 0* >a  такое, что 0)( *** <+ pxi aj  для *IiÏ . С учетом непрерывно-

сти функций ij , IiÎ , это означает, что 0)( * <+
j

j
k

k
i px aj  для достаточно

больших jk  и IiÎ . Таким образом, *aa >
jk . Тогда

0,)()( *1 >>-=- + daa
jj

jj
kk

kk pcxfxf , что противоречит (9). Следова-

тельно, 0=d .
Покажем, что *ˆ ff = . Пусть KK <<<< jttt 21  – номера итераций, на ко-

торых происходит дробление величины kd . Из неравенств 0£<-
jj tt xd  сле-

дует, что 0lim =
¥® j

j
t

t
x . Можно считать, что *xx jt ®  при ¥®jt . Пусть

**)(ˆ fxff >= . Тогда из критерия оптимальности следует, что существуют
*p , *x , где 0* <x  такие, что

**, x£pc ,
***),( xj £¢ pxi , },,1,0)(|{ **0 mixiIi i K===Î j .
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С другой стороны, найдется 0>s  такое, что sj -<)( *xi  для *0IiÏ . Из
непрерывной дифференцируемости функций )(xij , mi ,,1K= ,  следует,  что
найдется номер K  такой, что для всех Kt j >  справедливы следующие нера-
венства:

2/, ** x<pc ,                                           (10)

2/),( ** xj <¢ px jt
i , *0IiÎ ,                                (11)

sj -<)( jt
i x , *0IiÏ .                                    (12)

Поскольку 0®kd  при ¥®k , то
jtds -£-  для достаточно больших jt .

Из последнего неравенства и (12) имеем *0II jt Í  для всех jt  больших неко-

торого KK >1 . Отсюда, с учетом (10), (11) и выбора *p , получаем
2/, ** x<pc ,

2/),( ** xj <¢ px jt
i , jtIiÎ ,

,1* £lp .,,1 nl K=

Таким образом,
02/* << xx

jt

для любого 1Kt j > , что противоречит сходимости последовательности

Njt j Î}{x  к нулю.

Следовательно,
)(min)(ˆ ** xffxff

QxÎ
=== .

Поскольку )()( 1+> kk xfxf ,  то для любой предельной точки x последова-

тельности Nk
kx Î}{  имеет место равенство )()( *xfxf = .▄

§ 2. Метод Келли или метод секущих плоскостей

Данный метод используется для решения задач выпуклого программиро-
вания вида (1)-(3). По-прежнему предполагается, что 1, Cf i Îj , mi ,,1K= .
Как и в §1 без ограничения общности считаем, что ),()( xcxf = ,  и далее ог-
раничимся изучением выпуклых задач вида:

å
=

®=
n

j
jj xcxc

1
min),(
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,0)( £xij mi ,,1K= .
Пусть в задаче существует оптимальное решение *x , и множество допус-

тимых решений задачи Q  содержится в многогранном множестве

}0,|{0 ³=Î= xbAxRxQ n . Приведем описание k-ой итерации метода Кел-
ли, где k = 0, 1, 2, ...

Итерация k .
1. Решаем задачу ЛП (линейного программирования)

min),( ®xc ,
kQxÎ ,

где kQ  – текущее многогранное приближение множества kQQ Í .

Пусть kx  – оптимальное решение этой задачи. Если kx  – допустимое ре-
шение задачи (1)-(3), то найдено ее оптимальное решение. На этом алгоритм
завершает свою работу.  В противном случае переходим к выполнению сле-
дующего шага.

2. Выберем ограничение с номером ki , для которого величина 0)( >k
i x
k

j

максимальна. Перейдем к выполнению следующей итерации с новым много-
гранным приближением }0)),(()(|{1 £-¢+=+ kk

i
k

i
kk xxxxxQQ

kk
jjI  мно-

жества допустимых решений Q  задачи (1)-(3).

Корректность определения множества 1+kQ

1. Так как ограничение 0)),(()( £-¢+ kk
i

k
i xxxx

kk
jj  линейно, то множе-

ство 1+kQ  является многогранным.

2. Поскольку множество kQ  и функция
kij  выпуклые,  то

)()),(()( xxxxx
kkk i

kk
i

k
i jjj £-¢+  для всех kQxÎ  (теорема 1.4). Тогда из не-

равенства 0)( £x
kij , QxÎ , следует включение 1+Í kQQ . Другими словами,

ограничение 0)),(()( £-¢+ kk
i

k
i xxxx

kk
jj  является отсечением, которое по-

зволяет исключить точку kx  из множества допустимых решений. Следова-
тельно, гиперплоскость 0)),(()( =-¢+ kk

i
k

i xxxx
kk

jj  строго отделяет [2, 3]

точку kx  от множества Q . Поэтому она называется секущей плоскостью.
Если алгоритм останавливается через конечное число шагов, то текущее

приближение – оптимальное решение задачи. Рассмотрим случай, когда по-
следовательность Nk

kx Î}{  бесконечна.
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Теорема 3. Любая предельная точка последовательности Nk
kx Î}{ , поро-

жденная методом секущих плоскостей, есть оптимальное решение задачи.
Доказательство. Последовательность Nk

kxc Î)},{(  монотонно неубы-
вающая и ограничена сверху, так как существует оптимальное решение. По-
этому, без ограничения общности считаем, что последовательность Nk

kx Î}{
ограничена и сходится к x . Выберем произвольное ограничение с номером
i , },,1{ mi KÎ . Пусть Tk

kx Î}{ , где NT Í , – подпоследовательность элемен-
тов, для которых секущая плоскость порождалась с помощью i -го ограниче-
ния. Возможны два случая.

1. Множество T  –  конечное,  тогда найдется номер 0k  такой,  что

0)( £k
i xj  для всех 0kk ³ . Поэтому 0)()( £® xx i

k
i jj  при ¥®k .

2. Множество T  – бесконечное, тогда для любого kk >¢  выполняется
0)),(()( £-¢+ ¢ kkk

i
k

i xxxx jj . Следовательно, ||||||)(||)( kkk
i

k
i xxxx -¢£ ¢jj .

Так как 0|||| ®-¢ kk xx  при ¥®k , что следует из сходимости последова-

тельности, то ||)(||||)(|| xx i
k

i jj ¢®¢  при ¥®k , )(1 n
i RCÎj .

Таким образом, 0)()( £® xx i
k

i jj  при ¥®k . Следовательно, x  –  до-
пустимое решение задачи в силу произвольного выбора i . Но для любого k
имеем ),(),( *xcxc k £ , следовательно, ),(),( *xcxc £ . То есть x  – оптималь-
ное решение задачи. ▄

§ 3. Первый (или циклический) алгоритм Гомори

В данном параграфе рассматривается алгоритм решения задачи целочис-
ленного линейного программирования (ЦЛП). Постановка такой задачи полу-
чается из задачи линейного программирования добавлением условий цело-
численности переменных. Сформулируем идею алгоритма решения таких
задач.  Рассмотрим разрешимую задачу ЦЛП.  Известно [10],  что выпуклую
оболочку множества допустимых решений задачи ЦЛП можно описать ко-
нечной системой линейных ограничений. Очевидно, что вершины соответст-
вующего многогранного множества содержатся среди допустимых решений
задачи ЦЛП. Далее применяется один из вариантов симплекс-метода. Полу-
ченное таким способом оптимальное базисное допустимое решение является
оптимальным решением исходной задачи ЦЛП. Существенный недостаток
такого способа решения целочисленных задач связан с трудностями, возни-
кающими при построении конечной системы линейных ограничений, опреде-
ляющих выпуклую оболочку [10].
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Данциг предложил более простой подход, основанный на использовании
линейной релаксации задачи ЦЛП, получаемой удалением условий целочис-
ленности. Если при решении линейной задачи с помощью симплекс-метода
полученное оптимальное б.д.р. является целочисленным, то оно и есть иско-
мое оптимальное решение задачи ЦЛП. В противном случае генерируется по
определенным правилам новое линейное ограничение, которое называется
отсечением, и оно добавляется к ограничениям задачи ЦЛП. Решаем новую
линейную релаксацию. И так далее. Поступая подобным образом, удается
отсечь те части многогранника линейной релаксации исходной задачи, кото-
рые не содержат целочисленных допустимых решений исходной задачи. При
этом оптимальное целочисленное решение может быть получено раньше, чем
стягивающиеся допустимые области линейных релаксаций сократятся до
размеров выпуклой оболочки.

3.1. Задача ЦЛП, отсечение Гомори

Приведем постановку задачи ЦЛП, которую далее будем обозначать IP:
min®cx
bAx = ,

0³x ,
jx  – целое, ..,1 nj K=

Множество допустимых решений этой задачи будем обозначать как IPQ .
ЛП-релаксация задачи  IP  совпадает с задачей ЛП в канонической форме
(3.1)-(3.3).

Пусть 0x  – оптимальное решение ЛП-релаксации задачи IP. Если nZx Î0 ,
то 0x  – оптимальное решение задачи IP. Иначе в соответствии с описанным
выше рецептом следует добавить к ЛП-релаксации новое ограничение такое,
что:

– 0x  этому ограничению не удовлетворяет (отсекается);
– все допустимые решения задачи ЦЛП остаются допустимыми решения-

ми новой задачи ЛП.
Опишем способ построения отсечений, впервые реализованный Гомори.

Предположим, что оптимальное решение ЛП-релаксации получено с помо-
щью двойственного симплекс-метода,  изложенного в главе 3.  Так как реше-
ние оказалось нецелочисленным, то среди уравнений (3.15), образующих оп-
тимальную симплекс-таблицу, найдется такое уравнение, в котором значение
базисной компоненты 0iz является нецелым. Рассмотрим это уравнение,
опустив в нем для упрощения индекс i :

å
¢Î

-=
Sj

jpjpp xzzx 0                                         (13)

Для IPQxÎ  имеем
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ë ûå
¢Î

£+
Sj

pjpjp zxzx 0 .

В силу целочисленности px  и pjx  на множестве IPQ  имеем

ë û ë ûå
¢Î

£+
Sj

pjpjp zxzx 0 .

Из (13) получим
ë û ë ûå å

¢Î ¢Î
£+-

Sj
pj

Sj
pjjpjp zxzxzz 00 .

Преобразуем
ë û ë û 00)( p

Sj
pjpjpj zzxzz -£-å

¢Î
или

0)( p
Sj

jpj fxf -£-å
¢Î

,

где pjf  – дробная часть ë û pjpjpj fzz += , 10 <£ pjf .

Если к задаче IP добавить ограничения
å

¢Î
---=

Sj
jpjp xffu )(0 ,

0³u , ZuÎ ,
то получим эквивалентную задачу.

3.2. Первый алгоритм Гомори

Приведем описание первого или циклического алгоритма отсечения Гомо-
ри. Он основывается на лексикографическом варианте двойственного сим-
плекс-метода,  изложенного в главе 3.  В процессе работы алгоритма число
используемых одновременно отсечений не превосходит числа небазисных
переменных.

Ниже приводится описание одной итерации алгоритма, состоящей из 5
шагов. Шаг с номером 0 выполняется только один раз на первой итерации.
Обозначим через n  число итераций, на которых вводятся отсечения.

Шаг 0. Начать с нормальной симплекс-таблицы. Положить 0:=n .
Шаг 1. Если симплекс-таблица прямо допустима и все элементы 0pz ,

np ,,1K= , целые, то КОНЕЦ: получено оптимальное решение задачи ЦЛП.
Шаг 2. Если симплекс-таблица прямо допустима, то выбрать минималь-

ное },,1{ np KÎ  такое, что 0pz  – нецелое; положить 1: +=nn .
Строку с номером p  назовем производящей. Этой строке соответствует

уравнение
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å
=

-=
l

j
jpjpp xzzx

1
)(0 t ,

которое называется отсечением Гомори и используется для построения до-
полнительного ограничения, здесь l  – число небазисных переменных

å
=

+ ³---=
l

j
jpjpn xffx

1
)(0 0)( tn ,

где pjf  – дробная часть числа pjz  ( ë û pjpjpj fzz += , 10 <£ pjf ).
К симплекс-таблице добавляется ( 1+n )-ая строка (отсечение Гомори), соот-
ветствующая дополнительному ограничению с базисной переменной n+nx .

Шаг 3. Выбрать ведущую строку r  такую, что ,00 <rz },,1{ nr KÎ .

Шаг 4. Если Æ¹Î< }},,1{,0{ ljzj pj K ,  то выбрать ведущий столбец s
по правилу

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

Î<= },,1{,01min1 ljz
z

lex
z rjj

rj
s

rs
Kbb ,

иначе КОНЕЦ (текущая задача ЛП, а, следовательно, и исходная задача ЦЛП,
неразрешима ввиду несовместности ее ограничений).

Шаг 5. Преобразовать симплекс-таблицу; положить nt += ns :)(  и отбро-
сить ( 1+n )-ую строку, если таковая имелась, иначе rs =:)(t ;
перейти на шаг 1.

Пусть T
nzzx ),,( 010

0 K=  – базисное допустимое решение ЛП-релаксации
целочисленной задачи соответствующее текущей симплекс-таблице в момент
введения отсечения Гомори. Из описания алгоритма следует, что это б.д.р.
является оптимальным решением линейной релаксации задачи. Так как 0pz  –
нецелое, то 00 >pf , следовательно,

0)( 0
0 <-=+ pn fxx n .

Поэтому оптимальное решение линейной релаксации отсекается.
Пусть

å
=

+ ³---=
l

j
jpjpn xffx

1
)(0 0)( tn

является отсечением Гомори,  полученным на шаге 2.  Так как 00 <- pf , то

n+nx  – единственная отрицательная базисная переменная. Следовательно,
симплекс-таблица двойственно допустима, но не прямо допустима. Это озна-
чает, что на шаге 3  в качестве ведущей будет выбрана ( 1+n )-ая строка, так
как это единственная строка, нарушающая прямо допустимость текущей сим-
плекс-таблицы.
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При элементарном преобразовании этой таблицы переменная n+nx  станет
небазисной. Ведущая строка превращается в тождество ))(1( nn ++ --= nn xx  и
на шаге 5  удаляется из симплекс-таблицы.

3.3. Обоснование конечности алгоритма Гомори

При обосновании алгоритма будут использоваться следующие предполо-
жения.

1. Известно, что оптимальное значение целевой функции ограниченно
снизу некоторой константой.

2. Целевая функция задачи ЦЛП принимает целочисленные значения на
множестве допустимых решений IPQ . Тогда переменная 0x  будет принимать
целочисленные значения и, следовательно, нулевая строка симплекс-таблицы
может быть использована в качестве производящей.

Итерация алгоритма, то есть шаги с 1 по 5, называется LD-итерацией, ес-
ли во время ее выполнения не вводится отсечение. И называется итерацией
Гомори, если на шаге 2 вводится отсечение.

Элементы и столбцы симплекс-таблицы, полученной после выполнения
первых t  итераций, обозначим t

ijz  и t
jb , соответственно. Через 0

ijz  обозна-
чим элементы начальной симплекс-таблицы.

Доказательство конечной сходимости алгоритма проведем методом от
противного. Пусть при решении задачи алгоритмом Гомори выполняется
бесконечная последовательность итераций. Из описания LD-метода имеем

KfffLfff 1
00

2
0

1
0

0
0

+tt bbbbb .                           (14)
Из конечности этого метода следует, что число итераций Гомори бесконечно.
Действительно, если число итераций Гомори конечно, то тогда, начиная с
некоторого момента, LD-методом бесконечное число раз решается одна и та
же задача ЛП, а это невозможно.

Пусть ( 1+nt ), ,,2,1 K=n  – порядковые номера этих итераций. Из (14)
имеем

KL ³³³³³³ +1
0000

2
00

1
00

0
00

tt zzzzz .
Рассмотрим подпоследовательность

,,,,, 000000
21 KK nttt zzz                                                (15)

состоящую из элементов 00z  тех симплекс-таблиц, которые являются

входными для итераций Гомори. Пусть ntz00  –  нецелое.  Тогда на итерации
( 1+nt ) нулевая строка будет производящей и справедливо

n

n
nnn

t
s

t
t
s

tt

f

f
zzz

0

00
000

1
00 -=+ .
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Так как 00 ³nt
sz  и nn t

s
t
s fz 00 ³ , то

ë û nnnnn ttttt zzfzz 00000000
1

00 <=-£+ .
Таким образом, каждый интервал )1,( +zz , где z  – целое, содержит не бо-

лее одного нецелого элемента последовательности (15). Из монотонности и
ограниченности снизу этой последовательности следует, что она стабилизи-
руется на некотором целом значении. Тогда существует 0T  такое,  что для

всех 0Tt ³  выполняется 0000 zz t = , где 00z  – целое число.
В силу строгого лексикографического убывания нулевого столбца выпол-

няются соотношения
.1

1010
1

1010
00 KL ³³³³³ ++ ttTT zzzz                           (16)

По условию ntz10  – нецелое. Тогда на итерации ( 1+nt ) первая строка будет
производящей и выполняется равенство

n

n
nnn

t
s

t
t
s

tt

f

f
zzz

1

10
110

1
10 -=+ ,                                   (17)

где 10 10 << ntf  и 10 1 << nt
sf .

Пусть 01 <nt
sz . Так как 0fnb t

s , то 00 >nt
sz . Из условий

n

n
nnn

t
s

t
t
s

tt

f

f
zzz

1

10
000

1
00 -=+ , 10 10 << ntf , 10 1 << nt

sf  получим nn tt zz 00
1

00 <+ , что проти-

воречит равенству nn tt zz 00
1

00 =+ . Таким образом из (17), учитывая неравенства

01 ³nt
sz  и 1/ 11 ³nn t

s
t
s fz , имеем

ë û nnnnn ttttt zzfzz 10101010
1

10 <=-£+ .

Следовательно, ë û ë û 1101010 +<< nnn ttt zzz . Это означает, что каждый интервал
)1,( +zz , где z  – целое,  содержит не более одного нецелого элемента из по-

следовательности (16). Так как симплекс-таблицы с номерами nt , K,2,1=v

прямо допустимы, то 010 ³
ntz . Поэтому, последовательность с номерами nt ,

K,2,1=v  является монотонно убывающей и ограниченной снизу. Тогда су-
ществует 01 TT ³  такой, что для всех 1Tt ³  выполняется 1010 zz t = .

Аналогичные рассуждения верны и для оставшихся компонент вплоть до
n -ой. Следовательно, существует такой номер nT ,  что для nTt ³  и для

ni ,,1K=  справедливо 00 i
t
i zz = , где +ÎZzi0 .

Подобное утверждение противоречит предположению о бесконечности
числа итераций. Тем самым доказана конечность первого алгоритма Гомори.
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§ 4. Метод ветвей и границ

Рассмотрим задачу

Q
xf min)( ® .

Допустим, что множество допустимых решений Q  является конечным, тогда
одним из алгоритмов решения этой задачи является полный перебор, когда
наилучшее найденное решение, которое назовем рекордом, сравнивается с
очередным допустимым решением. Понятно, что это очень неэффективный
способ решения экстремальных задач. Так как приходится сравнивать друг с
другом все решения, которых может оказаться слишком много. А в случае,
когда задача непрерывна и множество допустимых решений континуально,
не очень понятно как реализовать такую стратегию решения. Возникающие
трудности можно попытаться обойти, если воспользоваться методом ветвей и
границ (МВГ). Данный метод основан на переборе допустимых решений, в
процессе которого рекорд сравнивается с подмножествами допустимых ре-
шений. Этот алгоритм осуществляет поиск оптимального решения посредст-
вом последовательного разбиения множества допустимых решений на под-
множества меньшей мощности. Нижние оценки на значения целевой функ-
ции на этих подмножествах сравниваются с текущим рекордным значением
целевой функции. Ясно, что подмножества решений, у которых нижние
оценки больше текущего рекордного значения, не могут содержать опти-
мального решения и должны быть отброшены. В приводимом ниже описании
метода ветвей и границ предположение о конечности множества Q  не ис-
пользуется. Более важно свойство разложимости, которое описывается ниже,
и предположение о конечности числа атомарных множеств.

Атомарным множеством назовем подмножество Q , на котором исходная
задача легко решается точно или приближенно. Подмножество Q  допусти-
мых решений назовем разложимым, если оно представимо в виде объедине-
ния некоторого конечного набора атомарных множеств.

Обозначим через )(dx наилучшее решение задачи на атомарном множест-
ве d , найденное с помощью некоторого алгоритма.

Функцией ветвления )(db  назовем функцию, определенную на разложи-
мых подмножествах множества Q  и ставящую в соответствие множеству d
определенное его разбиение на несобственные разложимые подмножества.

Нижней границей назовем вещественную функцию )(dH , определенную
на разложимых подмножествах множества Q  и такую, что

)(min)(0 xfdH
dxÎ

£< .

Функция )(dH  невозрастающая, то есть ),()( 21 dHdH ³  если 21 dd Í .
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4.1 Схема метода

Алгоритм, реализующий метод ветвей и границ, состоит из конечной по-
следовательности однотипных шагов. На каждом шаге рассматривается неко-
торое разбиение Ldd ,,1 K  множества еще непросмотренных допустимых ре-

шений и некоторый рекорд .0x
На первом шаге положим Qd =1 ,  а в качестве 0x  выберем произвольное

допустимое решение.
Пусть к очередному шагу имеется разбиение Ldd ,,1 K  и рекорд 0x . Шаг

начинается с проверки элементов разбиения (не обязательно всех) на выпол-
нение следующих условий: содержится ли в нем решение со значением луч-
ше рекорда; какое решение в подмножестве является наилучшим? Пусть про-
веряется множество ld . Это множество считается проверенным и отбрасыва-
ется, если выполняется одно из условий:

1. )()( 0
ldHxf £ ;

2. функция )(dx определена на множестве ld .

При этом если реализуется второй случай и )())(( 0xfdxf l £ , то устанав-

ливается новое значение рекорда )(0
ldxx = . Если отброшенными оказыва-

ются все элементы разбиения, то алгоритм заканчивает работу и текущий ре-
корд 0x  является оптимальным решением.

Пусть Ldd ¢¢¢ ,,1 K , 10 £¢< L  − множества, не отброшенные в результате
проверок. Выберем среди них некоторое «перспективное» подмножество

0ld ¢ .
Применим к нему функцию ветвления b , в результате получим разбиение

Ndd ,,1 K  этого множества и, следовательно, новое разбиение 11 0
,, -¢¢ ldd K ,

Ndd ,,1 K , Ll dd ¢+ ¢¢ ,,10
K множества неотброшенных решений. После этого на-

чинается следующий шаг алгоритма.
Чтобы завершить описание метода, уточним способ выбора «перспектив-

ного» подмножества. Имеется два основных правила: одновременного ветв-
ления и одностороннего ветвления. При одновременном ветвлении функция
ветвления может быть применена к любому элементу разбиения. Чаще всего
выбор элемента

0ld ¢  производится по правилу ).(minarg
1

0 l
Ll

dHl ¢=
¢££

При одностороннем ветвлении выбор разбиваемого подмножества пред-
писан от начала до конца. Перспективным является, например, первый или
последний элемент разбиения.



85

Конечность алгоритма следует из того, что на каждом шаге алгоритма хо-
тя бы один из элементов разбиения либо отбрасывается, либо разбивается на
подмножества, каждое из которых состоит из меньшего числа атомарных
множеств. Далее атомарные множества всегда отбрасываются. И, наконец,
число атомарных множеств является конечным.

Пусть 21 QQQ È= , где 1Q  – объединение подмножеств отброшенных по
первому правилу, 2Q  – объединение подмножеств отброшенных при провер-
ке по второму правилу.

Если Æ¹Ç 1
* QQ , то рекорд, полученный алгоритмом, является опти-

мальным решением вне зависимости от того, как задана функция )(dx .
В противном случае, если Æ=Ç 1* QQ , то 2* QQ Í . Следовательно, су-

ществует набор подмножеств }{ id  таких, что Æ¹Ç idQ* , 2Qdi Í  для каж-
дого i  и i

i
dQ ÈÍ* .

Рассмотрим два случая.
Случай 1. Для любого множества d , если функция )(dx  определена, то

)(inf))(( xfdxf
dxÎ

= .

Из определения множества 2Q  следует,  что функция )( idx  определена
для каждого i  и является оптимальным решением задачи. Согласно алгорит-
му смена рекорда происходит только при реализации условия 2. Пусть 1d  –
первое подмножество, отброшенное по условию 2. Тогда из предыдущих рас-
суждений следует, что ))(()( 1

0 dxfxf £  и, следовательно, 0x  – оптимальное
решение.

Случай 2. Допустим, что для любого множества Qd Í , для которого оп-
ределена функция )(dx , выполняется неравенство:

))(()1())(( * dxfdxf e+£ ,
где )(* dx  – наилучшее решение в подмножестве d , 0>e .

Рассуждая как в предыдущем пункте,  получим,  что
))(()( 1

0 dxfxf £ ))(()1( 1* dxfe+£ . Из определения множества 1d  следует,
что 0x  является e -оптимальным решением.

Таким образом, при разработке алгоритма МВГ, исходя из специфики рас-
сматриваемой задачи, необходимо конкретизировать и определить следую-
щие составные элементы общей схемы:
– атомарные множества решений;
– способ задания подмножеств решений;
– функцию ветвления;
– способ вычисления нижней границы;
– функцию выбора наилучшего решения;
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– правила выбора перспективного элемента разбиения.
В следующем параграфе будет показано, как данная схема может быть реали-
зована для решения задачи нелинейного программирования.

§ 5. Метод ветвей и границ для решения задач нелинейного программи-
рования

Рассмотрим задачу минимизации нелинейной функции f  на параллеле-
пипеде

Qx
xf

Î
® inf)( ,

где },,1,),,({ 1 nibxaxxxQ iiin KK =££== .
Считаем, что целевая функция f  удовлетворяет условию Липшица с кон-
стантой 0>= constL :

¥-£- yxLyfxf )()( , QxÎ , QyÎ .                            (18)

Из (18) следует, что f  – непрерывная функция, следовательно, достигает
своего минимального значения *f  на параллелепипеде.

Выберем на отрезке ],[ jj ba  оси j  следующие точки:

2/1 hax jj += , hxx jj += 12 ,…, hxx i
j

i
j +=+1 , },)1(min{ 1

jjj
m
j bhmxx j -+= ,

где Lh /2e=  –  шаг сетки, jm  – натуральное число, удовлетворяющее нера-
венству

hmxhbx jjj
m
j

j )1(
2

11 -+£-<- .

На параллелепипеде Q  введем сетку )},,,,,({ 211
21

njn i
n

i
j

iiii
h xxxxxQ KKK == ,

где j -ая координата ji
jx  точки niix K1  принимает одно из следующих значе-

ний: jm
jjj xxx K21 , . Пусть )(min 1 n

h

ii
Q

h xfF K= .

Теорема 4. Для любой функции )(xf , удовлетворяющей условию Лип-
шица (18), справедлива оценка

e+££ ** fFf h .
Доказательство. Множество

}2/{ 1
1

hxxRxQ n
n

iin
ii £-Î=

¥

K
K

является кубом с центром в точке niix K1  и гранями, параллельными осям ко-
ординат, с длиной ребра равной h . Множество всех кубов

niiQ K1
 с центрами
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h
ii Qx n ÎK1  покрывает весь параллелепипед Q , поэтому для любой точки

QxÎ  найдется гиперкуб
niiQ K1

, содержащий эту точку. Учитывая усло-

вие(18), получим, что для любого QxÎ  выполняется

e-=-³--³
¥

hh
iiii FhLFxxLxfxf nn

2
)()( 11 KK .

Отсюда e+££ ** fFf h . ▄

Рассмотрим произвольный гиперкуб ],[ hxcG  с центром cx  и длиной сто-
роны h :

}.
2

:{],[ hxxRxhx cnc £-Î=G
¥

Из доказательства теоремы 4 следует, что для любого Îx ],[ hxcG  верно

.
2

)()(||)()()()( hLxfxfxxLxfxfxfxf ccccc -³+--³+-=

Естественно тогда определить нижнюю границу на гиперкубе ],[ hxcG  равен-

ством
2

)(]),[( 0 hLxfhxH c -=G .

Функцию выбора наилучшего решения определим на гиперкубах, которые

являются атомарными множествами, со стороной
L

h e2£ . Положим

cc xhxx =]),[(G . Подмножества решений будем задавать в виде набора ги-
перкубов.

На первом шаге имеем ],[1 DG= Rxt , где первый рекорд Rx  является цен-

тром гиперкуба со стороной D=DR .
Пусть к очередному шагу имеется разбиение ],[,],,[ 1

1
1 L

L
L hxthxt G=G= K

и рекорд Rx  – центр гиперкуба со стороной RD . Очередной шаг начинается с
проверки гиперкуба с номером l . Он считается проверенным и отбрасывает-
ся, если выполняется одно из следующих условий:

1. ]),[()( l
lR hxHxf G£ ;

2. сторона гиперкуба lh  не превосходит величины
L
e2 .

При этом если реализуется второй случай и )()( Rl xfxf < , то устанавли-

ваются новые значения рекорда lR xx =  и величины l
R h=D .

В рассматриваемой задаче дополнительно можно использовать следую-
щие правила проверки подмножеств.
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Случай 1. Если )()( Rl xfxf < , то есть текущий рекорд хуже, то пересчи-
тываем рекорд и среди оставшихся гиперкубов разбиения отбрасываем те,
которые содержатся в гиперкубе ]/))()((2,[ Lxfxfx lRR -G . По определению

нижней границы для любого ],[ hxx cGÎ  верно неравенство

³)(xf )
2

(]),[( hLxfhxH cc -=G . Поэтому для любой точки x  из данного ги-

перкуба имеем

)())()((2
2

)(])))()((2,[()( l
lR

R
lR

R xf
L

xfxfLxf
L

xfxfxHxf =--=-G³ .

Случай 2. Если )()( lR xfxf £ , то есть текущий рекорд не хуже, то среди
оставшихся гиперкубов разбиения отбрасываем те, которые содержатся в

])()(,[
L

xfxfx
Rl

l -G , так как для любой точки x  из данного гиперкуба име-

ем )()( Rxfxf ³ .
Если отброшены все элементы разбиения, то алгоритм заканчивает работу

и Rx  – требуемое решение. Если остались неотброшенные множества, то
выбираем «перспективное» по одному из правил, которые описаны в схеме
метода, подмножество ],[ l

l hxG . Функция ветвления )(×b  разбивает его на n2
одинаковых гиперкубов со стороной 2/lh . После этого начинается следую-
щий шаг. Конечность алгоритма МВГ обсуждалась в предыдущем параграфе.

Замечание.

Если в процессе работы алгоритма ни разу не происходит смены рекорда
по 2 условию, когда функция )(dx  является определенной на проверяемом
множестве, то полученный рекорд является оптимальным решением задачи.
В противном случае полученный рекорд является e -оптимальным решением.

§ 6. МЕТОДЫ ШТРАФА

В этом параграфе представлены методы штрафа, общая идея которых за-
ключается в замене решения исходной задачи на решение последовательно-
сти экстремальных задач без ограничений. Эти методы интересны тем, что
они просты при обосновании сходимости и оказываются практически эффек-
тивными при решении оптимизационных задач.

Опишем в общем виде идею метода штрафов, используемого для решения
следующей задачи (1)-(3). Рассмотрим функцию RRh ®:  вида

î
í
ì

>¥+
£

=
.0,
,0,0

)(
y
y

Yh
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Определим функцию штрафа å
=

=
m

i
i xhxH

1
))(()( j . Очевидно, что

î
í
ì

Ï¥+
Î

=
.,
,,0

)(
Qx
Qx

xH

Следовательно, решение задачи (1)-(3) эквивалентно решению следующей
задачи без ограничений

nRx
xHxfxg

Î
®+= min)()()( .

Основной недостаток этого подхода связан с разрывностью функции
штрафа H , так как минимизация функции g  в этом случае является весьма
непростой задачей, для решения которой неприменимы методы главы 2.

6.1 Метод внешних штрафов

Затруднений, связанных с разрывностью функции g , можно избежать,
рассматривая непрерывные и непрерывно дифференцируемые штрафные
функции. Покажем реализацию этого подхода на примере метода внешних
штрафов.

Определение 1. Функция )(xPk  называется штрафной функцией множе-

ства Q , если 0)( ³xPk , K,2,1=k , nRxÎ , и

î
í
ì

Ï¥+
Î

=
¥® .,

,,0
)(lim

Qx
Qx

xPk
k

В дальнейшем будем предполагать, что штрафная функция имеет сле-
дующий вид: )()( xkHxPk = , где K,2,1=k  – коэффициент штрафа. Напри-

мер, возьмем å
=

+=
m

i
i xxH

1

2)]([)( j  или å
=

+=
m

i
i xxH

1
)]([)( j , здесь

),0max(][ aa =+ .
Теперь решение задачи (1)-(3) сводится к решению последовательности

задач минимизации вида
.,2,1,min)()()( K=®+=

Î
kxPxfxF

nRx
kk                             (19)

Для упрощения последующих рассуждений будем считать, что имеется
метод нахождения оптимального решения )(kx  задачи (19) для любого ко-
эффициента штрафа K2,1=k . Обычно с этой целью выбирается один из ите-
рационных алгоритмов безусловной оптимизации.
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С практической точки зрения мы не можем использовать сведение задачи
(1)-(3) к задачам вида (19), так как оптимальное значение целевой функции
задачи (1)-(3) является пределом оптимальных значений задач вида (19). При
практических вычислениях приходится довольствоваться теми приближе-
ниями )(kx , для которых величина ))(( kxH  достаточно мала.

Соответствующий итерационный алгоритм может быть описан следую-
щим образом.

Шаг 1l + . Найти решение задачи (19) с коэффициентом штрафа ll kk >+1 .

Если e£+ )( 1lxH ,  то алгоритм завершает работу,  иначе перейти на следую-
щий шаг.

Понятно, чтобы этот алгоритм представлял интерес с вычислительной
точки зрения необходимо найти условия, которые гарантировали бы сходи-
мость приближений к оптимальному решению.

Для этого рассмотрим ситуацию, когда алгоритм не останавливается. По-
ложим 0=e . Тогда получается последовательность приближений { } Nlx Î .
При очень простых условиях она сходится к оптимальному решению задачи
P . Будем считать, что

1) 0CH Î , 0)( ³xH  для всех nRxÎ ,
2) 0)( =xH  тогда и только тогда, когда QxÎ ,

3) 0Cf Î и множество Q  – замкнутое.

Теорема 5. Пусть выполняется хотя бы одно из условий:
a) +¥®)( kxf  при ¥®k  для любой последовательности Qx Nkk ÎÎ}{

такой, что +¥®|||| kx  при ¥®k ,
б) множество Q  –  ограничено и +¥®)( kxH  при ¥®k  для любой по-

следовательности Qx Nkk ÎÎ}{  такой, что +¥®|||| kx  при ¥®k .

Тогда последовательность )( l
l kxx = , NlÎ ,  имеет хотя бы одну предель-

ную точку, и всякая предельная точка этой последовательности есть опти-
мальное решение задачи, и 0)( ®lxH  при ¥®l .

Доказательство. Покажем, что в задаче (1)-(3) существует оптимальное
решение.  В случае б) это очевидно,  так как множество Q  является компакт-
ным. Рассмотрим случай а). Если множество Q  ограничено, то тогда оно
снова является компактным и искомый оптимум *x  существует. Пусть *x  –
оптимальное решение. В противном случае найдется последовательность

Qx Nkk ÎÎ}{  такая, что +¥®|||| kx  при ¥®k . Рассмотрим множество Лебе-
га вида )}()(|{ 0xfxfQx £Î . Вне этого множества функция f  неограничен-
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но возрастает. В силу того, что данное множество ограничено и замкнуто, то
и в этом случае также существует оптимальное решение.

Учитывая, что ll kk >+1 , lx  – оптимальное решение задачи (19) с коэффи-
циентом штрафа lk , получим следующие неравенства:

)()()( 1
1

11
1

+
+

++
+ += l

l
ll

l xHkxfxF ³+> ++ )()( 11 l
l

l xHkxf

)()()( l
l

l
l

l xFxHkxf =+³ .                                            (20)

Отсюда следует, что последовательность Nl
l

l xF Î)}({  является монотонно
возрастающей.

Из следующих двух неравенств:
)()()()( 11 ++ +£+ l

l
ll

l
l xHkxfxHkxf ,

)()()()( 1
1

1
1 l

l
ll

l
l xHkxfxHkxf +

+
+

+ +£+ ,

получим )()()()( 1
1

1
l

ll
l

ll xHkkxHkk -£- +
+

+ , тогда

)()( 1 ll xHxH £+ , NlÎ .                                      (21)
Аналогично, )()()()()( ** xHkxfxHkxfxf lllll +£+£ , следовательно,

)()()( *xfxFxf lll ££ , NlÎ .                                   (22)

Покажем, что последовательность Nl
lx Î}{  является ограниченной. Допус-

тим противное. Тогда если выполняется гипотеза а) теоремы, то ¥®)( lxf
при ¥®l , что противоречит (22). В случае выполнения гипотезы б) имеем

¥®)( lxH  при ¥®l , что противоречит (21).

Таким образом, последовательность Nl
lx Î}{  ограничена. Без ограничений

общности считаем, что существует предел x̂  последовательности Nl
lx Î}{

при ¥®l . Из непрерывности функции f  следует, что )ˆ()( xfxf l ®  при
¥®l . Тогда из (22) имеем

)()ˆ( *xfxf £ .                                                (23)

Так как последовательность Nl
l

l xF Î)}({  монотонно возрастающая и огра-
ниченная, что следует из (20), (22), то существует *)(lim FxF ll

l
=

¥®
)( *xf£ ,

следовательно, существует и )ˆ()(lim * xfFxHk ll
l

-=
¥®

.

Учитывая, что ¥®lk  при ¥®l , получим, что 0)( ®lxH  при ¥®l .
Тогда 0)ˆ( =xH , следовательно, QxÎˆ . Таким образом, )ˆ()( * xfxf £ . Из (23)
имеем, что )()ˆ( *xfxf = , то есть x̂  – оптимальное решение задачи P . ▄
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6.2 Метод внутренних штрафов или метод барьерных функций

Основной недостаток предыдущего метода заключается в том, что опти-
мум *x  аппроксимируется снаружи, то есть приближения 1x , 2x ,…, lx , по-
лученные при коэффициентах штрафа 1k , 2k ,…, lk , не принадлежат множе-
ству допустимых решений задачи, что и послужило причиной создания дру-
гих методов штрафа, в которых оптимум аппроксимируется изнутри. Этим
обосновывается их название – методы внутренних штрафов.

Определение 2. Функция )(xB  называется барьерной функцией для Q ,
если )(xB  определена и конечна на QInt , 0)( ³xB  и ¥=

¶®
)(lim xB

Qx
.

Примеры барьерных функций: å
=

--
m

i
i x

1

1))((j , å
=

-
m

i
i x

1

1|)(|j , å
=

-
m

i
i x

1

2|)(|j .

Определим штрафную функцию )()( xBaxP kk = , где ka  – коэффициент
штрафа или барьерный коэффициент. Тогда решение задачи (1)-(3) сводится
к решению последовательности задач минимизации вида

nRx
kk xBaxfxF

Î
®+= min)()()( , K,2,1=k .                        (24)

Предполагается, что 0®ka  при ¥®k .  Как и выше,  считаем,  что суще-
ствует метод нахождения оптимального решения задачи (24). Пусть

)(kxxk =  –  оптимальное решение задачи (24)  со значением барьерного ко-
эффициента ka .

На практике для решения задачи (24) можно использовать метод градиен-
тов. При этом, если Æ¹QInt  и начальное приближение QIntx Î0 , то мож-
но гарантировать, что все последующие приближения будут принадлежать

QInt . Действительно, рассмотрим итерационную формулу

)(1 k
k

kk xfxx ¢-=+ a , 0³ka , K,2,1=k . Если в ней текущее приближение

QIntxk Î , то при достаточно малой длине шага ka  новое приближение

QIntxk Î+1 .

Рассмотрим итерационный алгоритм. Пусть QIntxk Î  – решение задачи
(24) на шаге k .

Шаг 1k + . Находим решение задачи (24) со значением барьерного коэф-
фициента kk aa <+1 . Текущее решение kx  используется в качестве начально-

го приближения. Если e£+
+ )( 1

1
k

k xBa , то алгоритм завершает работу. Иначе
перейти на следующий шаг.
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С практической точки зрения важно, чтобы приближения, которые гене-
рируются в процессе работы алгоритма, сходились к оптимальному решению
задачи. Как и в предыдущем случае, возьмем 0=e . Тогда алгоритм порожда-
ет бесконечную последовательность приближений. Оказывается, что при
достаточно простых предположениях можно гарантировать сходимость этой
последовательности к оптимуму.

Предположим,  что задача (24)  при любом NkÎ  достигает минимума на
Q  и для его вычисления используется один из итерационных методов безус-

ловной оптимизации. Тогда, если начальное приближение QIntx Î0 ,  то из
свойств барьерной функции следует, что данный алгоритм будет сходится к
некоторому значению из множества QInt .

При доказательстве теоремы 6 предполагаем, что множество допустимых
решений замкнуто, Æ¹QInt , )(0 nRCf Î , )(0 QIntCBÎ , 0)( ³xB , QIntxÎ
и, наконец, для любого элемента QxÎ  существует последовательность

Nkky Î}{ , QIntyk Î , такая, что xyk
k

=
¥®

lim .

Теорема 6. Пусть выполняется одно из условий:
a) +¥®)( kxf  при ¥®k  для любой последовательности Qx Nk

k ÎÎ}{
такой, что ¥®|||| kx  при ¥®k ,

б) множество Q  ограничено.
Тогда
1) последовательность Nk

kx Î}{  имеет хотя бы одну предельную точку и
любая предельная точка этой последовательности является оптимальным ре-
шением,

2) 0)( ®k
k xBa  при ¥®k .

Доказательство. Как и в случае теоремы 5, из условий а) и б) следует, что
существует оптимальное решение задачи Qx Î* . Для любого NkÎ  справед-
ливо

)()( * kxfxf £ )()()( k
k

k
k

k xFxBaxf =+£ .                         (25)
Из введенных выше соглашений следует, что для любого 0>e  существу-

ет QIntx Îe
~  такое, что ee +£ )()~( *xfxf . Учитывая, что kx  – минимум kF ,

получим
£)( k

k xF )~()~( ee xBaxf k+ )~()( * ee xBaxf k++£ .                (26)

Из определения величин kx , 1+kx  и условия 1+> kk aa  следует
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)()()( k
k

kk
k xBaxfxF += ³+> + )()( 1

k
k

k xBaxf

)()()( 1
1

1
1

1 +
+

+
+

+ =+³ k
k

k
k

k xFxBaxf .

То есть последовательность Nk
k

k xF Î)}({  является монотонно убывающей. В
силу (25) она ограничена снизу и, следовательно, существует ее предел. Учи-
тывая, что при ¥®k 0)~( ®exBak ,  из (26)  получим,  что

)(lim kk
k

xF
¥®

e+£ )( *xf , Так как 0>e  – произвольное и выполняется нера-

венство (25), имеем )()(lim *xfxF kk
k

=
¥®

, )()(lim *xfxf k
k

=
¥®

.

Из условий теоремы следует, что последовательность Nk
kx Î}{  содержит-

ся в ограниченном множестве. Следовательно, существует подпоследова-
тельность Ni

kix Î}{ , сходящаяся к некоторому x̂ . Так как f  непрерывна, то
)()ˆ( *xfxf = , а замкнутость Q  гарантирует, что QxÎˆ  и, следовательно, x̂

есть оптимальное решение задачи.▄
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ГЛАВА 5

ЗАДАЧИ КЛАССИЧЕСКОГО ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

Вариационное исчисление возникло при исследовании некоторых при-
кладных задач. Напомним постановку классической изопериметрической за-
дачи, в которой требуется среди замкнутых кривых, имеющих заданную дли-
ну, найти кривую, охватывающую наибольшую площадь. В одной из работ
Лагранжа, посвященной постановкам подобных задач, было предложено
«варьировать» кривую, подозреваемую на экстремум, и выделять из прира-
щений функционалов главные части, которые он назвал вариациями. Со вре-
менем весь раздел математики, в котором использовался метод Лагранжа,
стал называться вариационным исчислением.

Для того чтобы более четко очертить границы данного класса задач,  вос-
пользуемся их постановками на языке функционального анализа. Задачи ва-
риационного исчисления – это задачи поиска экстремума функционала или
отображения, которое переводит вектор-функции из некоторого подмножест-
ва функционального пространства в числа. Таким образом, особенность задач
вариационного исчисления состоит в том, что неизвестными являются функ-
ции. Множество допустимых решений задачи представляет собой подмноже-
ство некоторого функционального пространства. Допустимые решения удов-
летворяют общим требованиям для элементов пространства, например, не-
прерывности, дифференцируемости и т.д., а также ограничениям и связям
между неизвестными.

§ 1. Постановка задачи классического вариационного исчисления

Общая постановка:
inf(sup),))(),(( ®×× uxJ                                              (1)

0))(),(),(,(,0))(),(),(,( 21 £= tutxtxtGtutxtxtG && ,                       (2)
rRtUtu ÎÎ )()( ,                                                   (3)

GÎ))(,),(,( 1100 txttxt ,                                            (4)
охватывает большинство задач оптимального управления и вариационного
исчисления [4].

Переменные ),,( 1 nxxx K=  называют фазовыми переменными,  а
),,( 1 ruuu K=  – управлениями.

Функционал J  может быть функционалом одного из следующих трех ти-
пов. Интегральный функционал имеет следующую форму:

ò=××
1

0

))(),(),(,())(),((1

t

t
dttutxtxtfuxJ & ,  где  функция RRRRRf rnn ®´´´:
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называется интегрантом. Функционалы вида ))(,),(,())(( 11002 txttxtxJ y=× ,

где RRRRR nn ®´´´:y , называются терминальными. Если функционал
представим в виде суммы интегрального и терминального функционалов, то
он называется функционалом смешанного типа.

Ограничения вида (2), где ikrnn
i RRRRRG ®´´´: , 2,1=i , называются

функциональными, а ограничения вида (3) – нефункциональными.
Граничные условия задаются выделением в пространстве nn RRRR ´´´

подмножества G , которому должны принадлежать концы траектории, то
есть точка ))(,),(,( 1100 txttxt . Как правило, рассматриваются следующие гра-
ничные условия:
– закрепленные, когда значения траектории закреплены на обоих концах от-
резка ],[ 10 tt , при этом сам отрезок предполагается фиксированным:

00 )( xtx = , 11)( xtx = ;
– свободный правый или левый конец, когда соответствующий конец отрезка

],[ 10 tt  предполагается фиксированным, но на нем нет условия на фазовую
траекторию;
 – периодические, когда отрезок ],[ 10 tt  фиксирован и фазовая траектория
принимает равные значения на концах.

Отрезок ],[ 10 tt  не предполагается закрепленным. Если же он фиксируется,
то соответствующую задачу называют задачей с закрепленным временем.

Если функционал (1) является интегральным, то задача (1) – (4) называет-
ся задачей Лагранжа; если функционал терминальный, то она называется
задачей Майера и, наконец, если функционал смешанный, то соответствую-
щая задача называется задачей Больца.

Все три постановки являются в значительной мере равносильными. Если,
например, задан интегральный функционал, то, введя новую координату

1+nx  и пополнив систему (2) уравнением 01 =-+ fxn&  с граничным условием

0)( 0
1 =+ txn , задача о минимизации функционала

ò=
1

0

1

t

t
dtfJ

сводится к задаче минимизации терминального функционала
)( 1

1
2 txJ n+= .

Наоборот, если требуется минимизировать терминальный функционал
))(,( 112 txtJ y=  при фиксированных значениях 0t  и )( 0tx , то, предполагая,

что функция y  дифференцируема, положим

÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
¶

+
¶

¶
= x

x
xt

t
xtxxtf && ,),(),(),,( yy ,
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откуда получим, что
1112 ))(,( JtxtJ ==y .

Особенности задач классического вариационного исчисления состоят в
следующем. Во-первых, в задачах классического вариационного исчисления
все функции, входящие в описание задачи, предполагаются гладкими, по
меньшей мере непрерывно дифференцируемыми. С другой стороны, в них
отсутствуют нефункциональные ограничения вида (3). В задачах оптималь-
ного управления нефункциональные ограничения играют весьма существен-
ную роль. Само по себе множество )(tU , задающее ограничение (3), может
иметь самую разнообразную природу, например, оно может быть дискретным
множеством. Это делает неестественным рассмотрение в задачах оптималь-
ного управления гладких и даже непрерывных управлений, а вместе с этим и
допущение о гладкости отображений 1G , 2G  в (2) по управлению u . Так что
стандартные допущения в задачах вариационного исчисления – непрерывная
дифференцируемость по всем переменным, а в задачах оптимального управ-
ления – непрерывность по совокупности переменных и гладкость по пере-
менным t  и x .

Приведем несколько примеров частных задач, укладывающихся в общую
схему.

Простейшей векторной задачей называется задача следующего вида:

ï
ï
þ

ïï
ý

ü

Î

®=× ò

.))(),((

inf,))(),(,())((

10

1

0

Gtxtx

txtxtLxJ
t

t
&

                                (5)

В (5) отрезок ],[ 10 tt  предполагается фиксированным, функция L  –  опре-
деленной и непрерывно дифференцируемой в некоторой области пространст-
ва nn RRR ´´ ; множество G , задающее граничные условия, предполагается
произвольным подмножеством пространства nn RR ´ . Если 1=n , то задачу
(5) называется простейшей задачей.

Задачей Лагранжа с ограничениями в разрешенной форме и фазовыми ог-
раничениями типа равенств и неравенств называют следующую задачу:

inf))(),(,())((
1

0

®=× ò
t

t
dttutxtfxJ ,                                (6)

),,( uxtx j=& ,                                                   (7)
0))(,(1 =txtg , 0))(,(2 £txtg ,                                      (8)
0))(,( 000 =txth , 0))(,( 111 =txth ,                                 (9)

UuÎ .                                                       (10)
Здесь интегральный функционал не зависит от x& . Ограничения разделены

на разрешенные – (7) и фазовые – (8). Граничные условия описываются соот-
ношениями (9). В такой форме можно задать не все встречающиеся в прило-
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жениях граничные условия. Например, периодические условия таким путем
описать нельзя.  Но вместе с тем,  соотношения (9)  дают возможность выра-
зить достаточно широкий класс граничных условий.

При рассмотрении задачи Лагранжа в рамках классического вариационно-
го исчисления будем предполагать, что отрезок ],[ 10 tt  является фиксирован-
ным и ограничение (10) отсутствует.

Задача (6) – (10) называется автономной, если во всех входящих в ее оп-
ределение  функциях  и отображениях  отсутствует  явная зависимость от
времени.

Линейными задачами оптимального управления будем называть задачи с
закрепленным временем следующего вида:

( ) ( )( )ò ®+
1

0

inf)(),()(),(
t

t
dttutbtxta ,

utBxtAx )()( +=& ,
( ) )()(),( ttxyg ii a£ , mi ,,1K= ,

( ) kjkkj txh b=)(, , ,1,0=k ksj ,,1K= , UuÎ .
Иногда требование о закрепленности времени при определении линейных

задач опускают.

§ 2. Сильный и слабый экстремум в задачах классического вариацион-
ного исчисления

Поставленные выше задачи обладают все еще неопределенностью, так как
не описан класс допустимых элементов. Задача Лагранжа (6) – (9) с фиксиро-
ванным временем в рамках классического вариационного исчисления будет
исследоваться в банаховых пространствах ]),([]),([ 10101 ttCttC rn ´ , где

]),([ 101 ttCn  – пространство непрерывно дифференцируемых вектор-функций,

а ]),([ 10 ttC r  – пространство непрерывных вектор-функций. Норму в про-
странстве 1C  обозначим как 1× , норму в пространстве C , если мы хотим со-

поставить ее с нормой в пространстве 1C , иногда будем обозначать 0× . Ис-
следование простейших задач проводится в банаховых пространствах

]),([ 101 ttCn .

Локальный минимум в пространстве rn CC ´1  в случае задачи Лагранжа,

или в пространстве nC1  в случае простейших задач, называется слабым. Ина-
че говоря, пара ))(),(( ** ×× ux  доставляет слабый локальный минимум функ-
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ционалу ))(),(( ×× uxJ  в задаче (6) – (9), если найдется такое число 0>e , что

для любой допустимой пары rn CCux ´Î×× 1))(),((  такой, что
e<×-× 1* )()( xx , e<×-× 0* )()( uu ,

выполняется неравенство
))(),(())(),(( ** ××³×× uxJuxJ .

При этом пара называется допустимой в задаче, если она удовлетворяет
ограничениям (7) и (8) и граничным условиям (9). Совершенно аналогично
определяется слабый минимум для простейшей векторной задачи (5).

Локальный экстремум по x  в топологии пространства nC1  называется
сильным. Иначе говоря, допустимая пара ))(),(( ×× ** ux  дает сильный локаль-
ный минимум функционалу J  в задаче (6)  – (9),  если найдется такое число

0>e , что для любой допустимой пары ))(),(( ×× ux , для которой
e<×-× * 0)()( xx ,

выполняется неравенство
))(),(())(),(( ××³×× ** uxJuxJ .

Аналогичным образом определяется сильный минимум для простейшей век-
торной задачи (5).

Далее в термин «сильный экстремум» будет вкладываться несколько рас-
ширенное толкование, которое свойственно этому понятию в задачах опти-
мального управления. Об этом речь пойдет в следующем параграфе.

§ 3. Допустимые управления и управляемые процессы в задачах опти-
мального управления. Оптимальные процессы

Уже упоминалось, что требование непрерывности управлений во многих
случаях не является естественным.  Нередко из самой постановки задачи вы-
текает необходимость рассматривать более широкий класс допустимых
управлений. Иногда в качестве такого берут класс кусочно-непрерывных
управлений. В дальнейшем в качестве допустимых управлений будут рас-
сматриваться произвольные ограниченные измеримые функции, принимаю-
щие значения из множества )(tU .

При таком выборе допустимых управлений требуется уточнить понятие
управляемого процесса. Процесс ))(),(( tutx  называется управляемым на от-
резке ],[ 10 tt , если на этом отрезке функция )(tu  – допустимое управление,

)(tx  – абсолютно непрерывная вектор-функция, удовлетворяющая почти
всюду уравнению (7).

В понятие допустимого управляемого процесса включается и отрезок вре-
мени, на котором этот процесс рассматривается. Таким образом, управляе-
мый процесс, допустимый в задаче (6) – (10), это тройка ]),[),(),(( 10 tttutx  та-
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кая, что вектор-функции )(tx  и )(tu  образуют управляемый процесс на от-
резке ],[ 10 tt , и при этом фазовые переменные )(tx  удовлетворяют фазовым
ограничениям (8) и граничным условиям (9).

Допустимый процесс ]),[),(),(( *1*0** tttutx  назовем оптимальным, если
найдется 0>e  такое, что для всякого другого допустимого процесса

]),[),(),(( 10 tttutx ,  для которого при всех ],[],[ *1*010 ttttt IÎ )выполняются
условия e<- *00 tt , e<- *11 tt  и e<- )()( * txtx , имеет место неравенство

))(),(())(),(( ** ××³×× uxJuxJ .
В описанной ситуации говорят еще, что процесс ]),[),(),(( *1*0** tttutx  достав-
ляет сильный минимум в задаче (6) – (10).

Таким образом, возвращаясь к задачам классического вариационного ис-
числения, в расширенное понимание сильного минимума вкладывается сле-
дующий смысл. Проиллюстрируем его на векторной задаче классического
вариационного исчисления.

Будем говорить, что вектор-функция )(* tx  доставляет сильный минимум в
задаче (5), если существует 0>e  такое,  что для всякой функции

]),([)( 101, ttWtx n
¥Î , удовлетворяющей граничным условиям и неравенству

e<×-× 0* )()( xx ,
имеет место неравенство

))(())(( * ×³× xJxJ .

§ 4. Элементарный вывод необходимых условий экстремума для про-
стейших задач классического вариационного исчисления

В этом параграфе дается вывод необходимых условий Эйлера. Дальнейшие
рассуждения всюду основаны на непосредственном применении метода ва-
риаций.

Начнем с простейшей задачи вариационного исчисления с закрепленными
концами:

ï
ï
þ

ïï
ý

ü

==

®=× ò

.)(,)(

inf,))(),(,())((

1100

1

0

xtxxtx

dttxtxtLxJ
t

t
&

                                (11)

Предположим, что функция ),,( yxtL  непрерывно дифференцируема в не-

которой области U  пространства 3R . Задачу (11) будем исследовать на сла-
бый экстремум, то есть в пространстве ]),([ 101 ttC .

Вывод уравнения Эйлера состоит из трех этапов.
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Первый этап состоит в доказательстве того, что функционал J  обладает
первой вариацией в любой точке )(* ×x  такой, что точки ))(),(,( ** txtxt & ,

],[ 10 tttÎ , принадлежат области U , и в получении необходимого условия в
терминах первой вариации. Рассмотрим функцию одной переменной

òò ++==×+×=
1

0

1

0

))()(),()(,(),())()(()( ***

t

t

t

t
dttxtxtxtxtLdttxxJ && lllyllj ,  (12)

порожденную вариацией )()(),( * txtxtx ll +=  точки )(* ×x  по направлению
точки )(×x . При наших допущениях относительно L , )(* ×x  и )(×x  функция

),( ly t  является дифференцируемой по l  при достаточно малых l , и при

этом производная
l
y
¶
¶  непрерывна, так как =

¶
¶

l
ly ),(t ),()(,( * txtxtLx l+

)())()(* txtxtx && l+ )(),()(,( ** txtxtxtLx && l++ )())( txtx &&l+ .
Следовательно, допустимо дифференцирование в (12) под знаком инте-

грала и при этом

ò +=××=¢
1

0

))()()()(())(),(()0( *

t

t
dttxtptxtqxxJ &dj ,

где
))(),(,()( ** txtxtLtq x &= , ))(),(,()( ** txtxtLtp x &&= .

Так как исследуемая функция )(* tx  допустима, то для любой функции
)(tx , принадлежащей подпространству =0L ]),([)({ 101 ttCtx Î )( 0tx )( 1tx=

}0= , функция )()(* txtx l+  будет проходить через те же граничные точки,
что и функция )(* tx . Следовательно, если )(* tx  есть решение задачи (11), то
при условии, 0)( Ltx Î , функция, определяемая соотношением (12), должна
иметь минимум в точке нуль. В итоге получаем необходимое условие экс-
тремума

0))(),(()0( * =××=¢ xxJdj , для всех 0)( Lx Î× .                       (13)
Первый этап вывода закончен.

Второй этап состоит в преобразовании выражения для первой вариации
на пространстве 0L  посредством интегрирования по частям. Делают это дву-
мя способами: следуя Лагранжу, когда интегрируют по частям второе сла-
гаемое, и, следуя Дюбуа-Раймону, когда интегрируют первое слагаемое. Пре-
образование по Лагранжу предполагает дополнительное условие гладкости, а
именно, допущение, что функция )(*

)( txxLtp &=  является непрерывно диф-
ференцируемой. При этом дополнительном предположении проинтегрируем
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по частям второе слагаемое в выражении для первой вариации при условии,
что 0)( Lx Î× . Получим:

ò=××
1

0

)()())(),(( *

t

t
dttxtaxxJd ,                                   (14)

где

)(*
)()()( txxx LL

dt
dtptqta ÷

ø
ö

ç
è
æ +-=-= && .

Приведем теперь преобразование первой вариации по Дюбуа-Раймону.
Для этого проинтегрируем по частям первое слагаемое на пространстве 0L :

dttxdqtxdqddttxtq
t

t

t

t

t

t

t

t

t

t
)()()()()()(

1

0

11

0

1

0

1
&ò òò ò ò ÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
=

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
-= tttt

и получим, что выражение для первой вариации имеет следующий вид:

ò=××
1

0

)()())(),(( *

t

t
dttxtbxxJ &d ,                                     (15)

где

ò ò +=+=
1 1

** )()()()()(
t

t

t

t
txxxx LdLtpdqtb &ttt t .

Переходим к третьему этапу вывода уравнения Эйлера.

Лемма 1 (Лагранжа). Пусть функция )(ta  непрерывна на отрезке ],[ 10 tt .
Предположим, что для любой непрерывно дифференцируемой функции )(tx ,
обращающейся в нуль на концах отрезка ],[ 10 tt , выполнено равенство

ò =
1

0

0)()(
t

t
dttxta ,

тогда 0)( ºta .
Доказательство. В силу непрерывности функции )(ta  достаточно прове-

рить, что 0)( ºta  во внутренних точках отрезка ],[ 10 tt .  Предположим,  что в
некоторой внутренней точке отрезка t  значение 0)( ¹ta . Без ограничения
общности можно считать, что 0)( >ta . Выберем 0>e  столь малым, чтобы, с
одной стороны, отрезок ],[0 etet +-=D  целиком лежал внутри отрезка

],[ 10 tt , а с другой стороны, чтобы на этом отрезке функция )(ta  была больше
некоторого положительного числа a . Возьмем теперь любую неотрицатель-
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ную, но не тождественно равную нулю финитную функцию из ]),([ 101 ttC  с
носителем в 0D . Например, в качестве такой функции можно взять

î
í
ì

Ï
Î--+-

==
.,0
,,)()(),,(~)(~

0

0
22

D
Detetet

t
ttttxtx

Применив теорему о среднем из интегрального исчисления, получим:

òò ò >³=
0

1

0 0

0)(~)(~)()(~)(
DD

a dttxdttxtadttxta
t

t
,

что противоречит условиям леммы. ▄

Завершим вывод уравнения Эйлера по Лагранжу. На первом этапе было
установлено, что если )(tx*  –  решение задачи (1),  то выполнено равенство
(13). На втором этапе было показано, что на подпространстве 0L  первая ва-
риация при дополнительном предположении представима в виде (14). Сопос-
тавив эти два факта с леммой Лагранжа,  приходим к выводу,  что если )(* tx
есть решение задачи (11), то должно выполняться соотношение

0))(),(,())(),(,( ****)(*
=+-=÷

ø
ö

ç
è
æ +- txtxtLtxtxtL

dt
dLL

dt
d

xxtxxx &&&& ,

называемое уравнением Эйлера задачи (11) в форме Лагранжа.
Отметим, что при выводе использовались вариации

),,(~)(),( * etll txtxtx +=  экстремали )(* tx  по направлению ),,(~ ettx .
Для того чтобы вывести то же самое уравнение по Дюбуа-Раймону дока-

жем следующую лемму.

Лемма 2 (Дюбуа-Раймона). Пусть функция )(tb  непрерывна на отрезке
],[ 10 tt . Предположим, что для любой непрерывной функции )(tv , в среднем

равной нулю, выполнено равенство

ò =
1

0

0)()(
t

t
dttvtb .

Тогда constbtb == 0)( .
Доказательство. Напомним, что функция )(tv  называется в среднем рав-

ной нулю, если

ò =
1

0

0)(
t

t
dttv .

Допустим, что заключение леммы неверно. Тогда должны найтись две точки
1t  и 2t , лежащие внутри отрезка ],[ 10 tt , для которых )()( 21 tt bb ¹ , скажем,

21 tt <  и )(( 2)1 tt bb > . Выберем 0>e  столь малым, чтобы интервалы
],[ 111 etet +-=D  и ],[ 222 etet +-=D
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не пересекались друг с другом, лежали внутри отрезка ],[ 10 tt , и при этом вы-
полнялось неравенство:

21 )(max)(min
21

bb =>=
DÎDÎ

tbtb
tt

.

Очевидно, что этого можно добиться. Рассмотрим теперь любую непрерыв-
ную функцию )(~ tv , которая вне множества 21 DD U  равна нулю, на 1D  неот-
рицательна и не тождественно равна нулю, а на 2D  принимает значения про-
тивоположного знака. В качестве примера нужной функции можно взять
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ì
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Снова по теореме о среднем получим

òò òò >-³+=
1

1

0 21

.0)(~)()(~)()(~)()(~)( 21
DDD

bb dttvdttvtbdttvtbdttvtb
t

t
Противоречие с условием доказывает лемму. ▄

Сопоставив соотношения (13) и (15) с леммой Дюбуа-Раймона, получаем,
что если )(* tx  является решением задачи (11), то должно выполняться соот-
ношение

ò º+
1

0)()(
t

t
ctpdq tt ,

или, подробнее,

ò =+
1

0**** ))(),(,())(),(,(
t

t
xx ctxtxtLdxxL && &tttt .

Это соотношение называют уравнением Эйлера в форме Дюбуа-Раймона.
Первое слагаемое в последнем соотношении можно продифференцировать,
откуда вытекает, что и второе слагаемое является непрерывно дифференци-
руемым.

Итак, приходим к следующему утверждению.

Следствие 1. Пусть в задаче (11) лагранжиан L  непрерывно дифференци-
руем в некоторой области 3RU Ì  такой, что ей принадлежат точки

))(),(,( ** txtxt & , ],[ 10 tttÎ , где ]),([)( 101* ttCx Î× . Для того чтобы функция
)(* tx  доставляла слабый локальный минимум в задаче (11),  необходимо,

чтобы было выполнено уравнение Эйлера в форме Лагранжа:

0))(),(,())(),(,( **** =+- txtxtLtxtxtL
dt
d

xx &&& .                           (16)
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Функции )(* tx , вдоль которых выполнено уравнение Эйлера, называются
экстремалями.

Приведем несколько частных случаев, когда у уравнения Эйлера имеются
интегралы.

Следствие 2. Если функция L  не зависит от x& , то для экстремальности
)(* tx  необходимо, чтобы было выполнено соотношение

0))(,( * =txtLx , ],[ 10 tttÎ .

Следствие 3. Если функция L  не зависит от x ,  то уравнение Эйлера до-
пускает интеграл импульса:

constptxtLtp x =º= 0* ))(,()( && .

Следствие 4. Если функция L  не зависит от t , то уравнение Эйлера до-
пускает интеграл энергии:

=-= ))(),(()()()( *** txtxLtxtptH && constHtxtxLtxtxtxLx =º- 0***** ))(),(()())(),(( &&&& .

Следствия 1  и 2  непосредственно вытекают из (16).  Для доказательства

следствия 3 надо взять производную
dt

dH  и, воспользовавшись (16), показать,

что она равна нулю.
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ГЛАВА 6

ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

В середине прошлого века в вариационном исчислении появился новый
класс экстремальных задач – задачи оптимального управления. Одно из отли-
чий этих задач от задач классического вариационного исчисления – наличие
переменных, которые не обладают необходимой гладкостью и могут быть
разрывными. Необходимое условие экстремума для задач этого класса имеет
существенно иную форму в сравнении с классическими уравнениями Эйлера
и Лагранжа. В качестве обязательного условия в решение задачи оптимально-
го управления входит решение вспомогательной задачи на максимум. Отсюда
и возникло название этого необходимого условия экстремума – принцип мак-
симума.

§ 1. Постановка задачи оптимального управления

Содержательно задачу оптимального управления можно сформулировать
следующим образом. В фазовом пространстве nR  заданы две точки 0x и 1x ,
являющиеся, соответственно, начальным и конечным положением объекта
управления. В качестве объекта управления рассмотрим самолет. А в качест-
ве фазового вектора, определяющего положение самолета в фазовом про-
странстве, возьмем вектор, компонентами которого являются скорости и ко-
ординаты, однозначно характеризующие положение самолета в пространстве
и времени. У самолета имеются органы управления – «рули». Управляя «ру-
лями», мы управляем движением самолета. Если важно время, за которое са-
молет переходит из начального положения в конечное, то необходимо найти
управление, которое реализует этот переход за минимальное время.

Естественно под управлением понимать функцию, которая задает положе-
ние «рулей» в каждый момент времени t , где 10 ttt ££  и 00)( xtx = ,

11)( xtx = . Будем считать, что значения любого управления принадлежат об-

ласти управления U , которая является подмножеством пространства rR .
Управление Utu Î)( , 10 ttt ££ , является допустимым, если функция )(tu
кусочно-непрерывна, то есть имеет конечное число точек разрыва первого
рода.  Для определенности предполагаем,  что в точке разрыва t  существуют
конечные пределы )0( +tu , )0( -tu  и )0()( -= tt uu , а также, что управле-
ние непрерывно на концах отрезка 0t , 1t .

Далее считаем, что закон движения фазовой точки (самолета или объекта
управления) и закон воздействия управления («рулей») записывается в виде
системы дифференциальных уравнений:

,,...,1),,( niuxf
dt
dx i

i
==
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или в векторной форме

),( uxf
dt
dx = ,                                            (1)

где функции if  непрерывны по переменным x  и u , непрерывно дифферен-
цируемы по переменной x . Здесь рассматривается случай, когда система (1)
автономна, то есть правые ее части не зависят явно от времени t .

Рассмотрим произвольное допустимое управление )(tu . Перепишем урав-
нение (1) в следующем виде:

)).(,( tuxf
dt
dx =                                              (2)

Тогда при любых начальных условиях 00 )( xtx =  однозначно определяется
траектория движения объекта )(txx = , то есть решение этого уравнения, оп-
ределенное на некотором отрезке времени. Назовем его решением системы
(2), соответствующим управлению )(tu  при начальном условии 00)( xtx = .

Будем говорить, что допустимое управление ),(tu 10 ttt ££  переводит фа-
зовую точку x  из положения 0x  в 1x , если решение )(tx  уравнения (2) с на-
чальным условием 00 )( xtx =  определено на ],[ 10 tt  и 11)( xtx = , то есть про-
ходит в момент времени 1t  через точку 1x . Такую пару назовем управляемым
процессом, определенном на отрезке ],[ 10 tt .

Пусть задана еще одна функция 0f  непрерывная по переменным x  и u ,
непрерывно дифференцируемая по переменной x . Приведем формальную
постановку задачи оптимального управления.

Найти среди всех допустимых управлений, переводящих фазовую точку из
положения 0x  в положение 1x , такое, для которого функционал

ò=××
1

0

))(),(())(),(( 0
t

t
dttutxfuxJ

принимает наименьшее значение.

Заметим, что при заданных 0x  и 1x  пределы интегрирования 0t , 1t  явля-
ются переменными, которые зависят от управления, переводящего 0x  в 1x , и
эти пределы определяются из соотношений 00 )( xtx = , 11)( xtx = .

Управление )(×u , на котором достигается оптимальное значение данной
задачи, называется оптимальным управлением, а соответствующая траекто-
рия )(tx  – оптимальной траекторией. В этом смысле основная задача – най-
ти оптимальные управления и соответствующие оптимальные траектории,
другими словами, найти оптимальный управляемый процесс.
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Для 01 ttJ -=  оптимальность управления )(tu  эквивалентна минимиза-
ции времени перехода из положения 0x  в положение 1x . Задача отыскания
оптимальных управлений и траекторий в этом случае называется задачей об
оптимальном быстродействии.

§2. Формулировка принципа максимума для линейной задачи быстро-
действия

Пусть )),(,(),,( uxfPPuxH =  – функция Понтрягина, а

i
n

i k

i
k Ptutx

x
fP ))(),((

1
å
= ¶
¶

-=& , nk ,,1K= , –                           (3)

сопряженная система уравнений для соответствующей пары ( )(tx , )(tu ). Эта
система линейна и однородна. Поэтому при любых начальных условиях для

kP , nk ,,1K= , существует единственное решение этой системы, определен-
ное на всем отрезке, на котором определены управление )(tu  и траектория

)(tx . Функции )(,),(1 tPtP nK  непрерывны и имеют всюду, кроме конечного
числа точек разрыва управления )(tu , непрерывные производные по t .

Теорема 1 (принцип максимума). Пусть ( ))(),(( tutx ** , ],[ 10 tttÎ  – опти-
мальный управляемый процесс. Тогда существует ненулевая непрерывная
вектор-функция ))(,),(()( 1 tPtPtP nK=  такая, что справедливы следующие
утверждения:

a) ))(),((
1

tutx
x
fP

n

i k

i
k **

=
å
¶
¶

-=& , nk ,,1K= ;

б) )),(),((max))(),(),(( ututxHtPtutxH
Uu

**
Î

** = , ],[ 10 tttÎ ;

в) 0))(),(),(( 111 ³** tPtutxH .

Если функция f  линейна относительно переменных и система (1) запи-
сывается в виде BuAxx +=& , то возникает задача линейного оптимального
быстродействия. Далее будем также использовать следующую запись систе-
мы (1):

åå
==

+=
r

i
k

ii ubxax
11

.
b

bb
a

aa&

В дальнейшем предполагается, что U  – выпуклый многогранник в rR ,
UÎ0 , и 0  не является вершиной U . Будем считать, что 01 =x , nRx Î1 .
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Теорема 2 (принцип максимума для линейной задачи быстродейст-
вия). Пусть ))(),(( * tutx* , ],[ 10 tttÎ  – оптимальный управляемый процесс.
Тогда существует такое непрерывное нетривиальное решение )(tP  сопря-
женной системы PAP -=& , что справедливо

BuPBuP
Uu

)(max)()( * ttt
Î

= , ],[ 10 ttÎt .                            (4)

Название данных теорем связано с тем, что функция переменной u  дости-
гает в точке )(tuu =  максимума на множестве U . Управление )(* tu  удовле-
творяет принципу максимума, если существует нетривиальное решение со-
пряженной системы (3) и выполняется равенство (4).

Покажем, как применяется принцип максимума к решению одной задачи
об оптимальном быстродействии. Из рассмотрения этого примера выясняется
новая важная постановка задачи об оптимальных процессах – задача синтеза
оптимальных управлений.

Пример 1.

Рассмотрим уравнение u
dt

xd
=2

2
, где u  – вещественный управляющий па-

раметр, удовлетворяющий ограничению 1|| £u . В фазовых координатах

xx =1 ,
dt
dxx =2  это уравнение переписывается в виде следующей системы:

2
1

x
dt

dx = , .
2

u
dt

dx =                                              (5)

Рассмотрим для фазовой точки, движущейся по закону (5), задачу о наиско-
рейшем попадании в начало координат )0,0(1 =x  из заданного начального
состояния 0x . Функция H  в данном случае имеет вид

uxH 2
2

1 yy += .                                             (6)
Далее, для вспомогательных переменных 1y , 2y  получается система уравне-
ний (см. (3), (6))

01 =
dt

dy , 1
2 yy

-=
dt

d ,

откуда 11 c=y , tcc 122 -=y , где 1c , 2c  – постоянные.  С учетом (6) и усло-
вия 1|| £u , из соотношения (4) следует

)()()( 122 tccsigntsigntu -== y .                                   (7)
Откуда получим, что каждое оптимальное управление )(tu , 10 ttt ££ , явля-
ется кусочно-постоянной функцией, принимающей значения 1±  и имеющей
не более двух интервалов постоянства, так как линейная функция tcc 12 -  не
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более одного раза меняет знак на отрезке ],[ 10 tt . Обратно, любая такая функ-
ция )(tu  может быть получена из соотношения (7) при некоторых значениях
постоянных 1c , 2c .

Для отрезка времени, на котором 1ºu , в силу системы (5) справедливо

2
2 stx += , ÷

÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-++=++=

2
)(

2
1

2

2
2

1
2

212
2

1 ssstststx ,

где 1s , 2s  – постоянные интегрирования, откуда следует

sxx += 221 )(
2
1 ,                                                (8)

где 2
21 2

1 sss -=  – постоянная. Таким образом, часть фазовой траектории,

для которой 1ºu , представляет собой дугу параболы (8). Семейство парабол
(8) показано на рис. 1.

Аналогично, для отрезка времени, на котором 1-ºu , имеем

2
2 stx ¢+-= ,

÷
ø
ö

ç
è
æ ¢+¢+¢+--=¢+¢+-= 2

21
2

212
2

1 )(
2
1)(

2
1

2
ssstststx ,

откуда получим

.)(
2
1 221 sxx ¢+-=                                             (9)

Семейство парабол (9)  показано на рис.  2.  По параболам (8)  фазовые точки

движутся снизу вверх, так как 1
2

+== u
dt

dx , а по параболам (9) – сверху вниз,

так как 1
2

-=
dt

dx .

Рис. 1                                                    Рис. 2

1x

2x

01x

2x

0
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Если управление )(tu  в течение некоторого времени равно 1+ , а затем равно
1- ,  то фазовая траектория состоит из частей двух парабол (рис.  3),  примы-

кающих друг к другу,  причем одна из этих частей лежит на той из парабол
(9), которая проходит через начало координат, так как искомая траектория
должна вести в начало координат. Если же, наоборот, сначала 1-=u , а затем

1+=u , то фазовая кривая заменяется центрально симметричной (рис. 4).

Рис. 3                                   Рис. 4

Рис. 5

На рис.  3,  4  на дугах парабол надписаны соответствующие значения
управляющего параметра u . На рис. 5 изображено все семейство полученных

таким образом фазовых траекторий (АО – дуга параболы 221 )(
2
1 xx = , рас-

положенная в нижней полуплоскости; ВО – дуга параболы 221 )(
2
1 xx -= ,

расположенная в верхней полуплоскости). Фазовая точка движется по прохо-
дящей через начальную точку 0x  дуге параболы (9), если точка 0x  располо-
жена выше линии АОВ, и по дуге параболы (8), если точка 0x  расположена
ниже этой линии. Иначе говоря, если начальное положение 0x  расположено
выше линии АОВ, то фазовая точка должна двигаться под воздействием
управления 1-=u  до тех пор, пока она не попадет на дугу АО; в момент по-
падания на дугу АО значение u  переключается и становится равным 1+
вплоть до момента попадания в начало координат. Если же начальное поло-

1+=u

0x

1x

2x
1-=u

0

2x

1x
1-=u

1+=u

0

A

0x
2x

1x

1-=u

1+=u

0



112

жение 0x  расположено ниже линии АОВ, то u  должно быть равно 1+  до
момента попадания на дугу ВО, а в момент попадания на дугу ВО значение u
переключается и становится равным 1- .

Итак, согласно теореме 2, только описанные выше траектории могут быть
оптимальными, причем из проведенного исследования видно, что из каждой
точки фазовой плоскости исходит только одна траектория, ведущая в начало
координат, которая может быть оптимальной, то есть задание начальной точ-
ки 0x  однозначно определяет соответствующую траекторию. Из теоремы
существования [8] вытекает, что в данном примере для любой начальной точ-
ки 0x  существует оптимальная траектория. Таким образом, найденные траек-
тории (рис. 5) являются оптимальными, и других оптимальных траекторий,
ведущих в начало координат, не существует.

Полученное в рассмотренном примере решение оптимальной задачи мож-
но истолковать следующим образом. Обозначим через )(),( 21 xvxxv =  функ-

цию, заданную на плоскости 1x , 2x :

î
í
ì
-
+

=
.дугенаилиниивыше1
,дугенаилинииниже1

)(
ВОАОВ
АОАОВ

xv

Тогда на каждой оптимальной траектории значение )(tu  управляющего па-
раметра в произвольный момент t  равно ))(( txv , то есть равно значению
функции v  в той точке, в которой в момент t  находится фазовая точка, про-
бегающая оптимальную траекторию ))(()( txvtu = . Это означает, что, заменив
в системе (5) величину u  функцией )(xv , получим систему

ï
ï
î

ïï
í

ì

=

=

),,(

,

21
2

2
1

xxv
dt

dx

x
dt

dx

                                                (10)

решение которой при произвольном начальном состоянии 0x  дает оптималь-
ную фазовую траекторию, ведущую в начало координат. Иначе говоря, сис-
тема (10) представляет собой систему дифференциальных уравнений с раз-
рывной правой частью для нахождения оптимальных траекторий, ведущих в
начало координат.

§ 3. Доказательство принципа максимума для линейной задачи быстро-
действия

Введем понятие сферы достижимости. Пусть 0>T  – верхняя граница на
длины интервалов, на которых будут рассматриваться управления. Будем го-
ворить, что точка x  принадлежит сфере достижимости (см. рис. 6), если на
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интервале ],[ 10 tt  существует допустимое управление )(tu  и соответствующая
ему траектория )(tx  такие, что xtx =)( 0 , ,0)( 1 =tx Ttt £- 01 .

Рис. 6

Лемма 1. Сфера достижимости TV  является выпуклым множеством.
Доказательство. Пусть TVxx Î0,0

~ . По определению это означает, что

существует допустимое управление )(tu , ],[ 10 tttÎ , где Ttt +£ 01 , которое
переводит фазовую точку x  из положения 0x  в точку 0 . Аналогично, суще-
ствует допустимое управление )(~ tu , ]~,[ 0 tttÎ , где Ttt +£ 01

~ , которое пере-
водит фазовую точку x  из положения 0

~x  в точку 0 .
Можно считать, что Ttt += 01 .  В противном случае решим систему (2)  с

начальным условием 0)( 1 =tx , доопределив управление )(tu , как показано
на рис. 7:

                                                          Рис. 7
Получим, что 0)( =tx  на интервале ],[ 01 Ttt + . Аналогично, для )(~ ×u  и

)(~ ×x можно считать, что Ttt += 01
~ . Пусть 000

~)1( xxy ll -+= , 10 ££ l . То-
гда управление ),(~)1()()(* tututu ll -+= определенное на интервале

],[ 00 Ttt + , является допустимым управлением. Ему соответствует траектория
)(~)1()()(* txtxtx ll -+= , по которой фазовая точка переходит из начального

положения 0000* ~)1()( yxxtx =-+= ll  в конечное положение
.0)( 0* =+Ttx ▄

Лемма 2. Если 0x  – внутренняя точка TV , то из 0x можно перейти в точ-
ку 0  за время строго меньше T .

Доказательство. Рассмотрим произвольную точку TVIntx Î0 .  Из опре-
деления внутренней точки следует, что существует шар TVrxB Í),( 0 . Так

t0 1t t0+T

0)( =tu

0 x

TV

)(tu
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как из леммы 1 следует, что множество TV  выпукло, то по лемме Каратеодо-
ри существуют )1( +n  точка 11 ,, +nzz K  [3],  расположенные внутри шара и
такие, что симплекс, образованный ими, содержит 0x строго внутри. Следо-
вательно, в силу непрерывности расстояния найдутся достаточно малые ок-
рестности точек jz , содержащие точки jy из TV , такие, что симплекс, обра-
зованный этими точками из сферы достижимости, как показано на рис. 8, со-
держит 0x . Тогда по определению множества TV  существуют допустимые
управления )(tus  на интервале ],[ 00 Ttt +  такие, что ss ytx =)( 0 ,

0)( 0 =+Ttxs , 1,,1 += ns K . Так как функции )(txs  непрерывны, то сущест-
вует 0>e , для которого )}.(,),({ 01010 ee ++Î + txtxCoIntx nK  Но все точки

)( 0 e+txs , ,1,...,1 += ns  лежат в сфере достижимости e-TV . Это означает, что
.0 e-Î TVx  ▄

Рис. 8

Лемма 3. Пусть )(tu  – допустимое управление на интервале ],[ 10 tt , )(tx  –
соответствующее решение, )(tP  – произвольное решение сопряженной сис-
темы PAP -=&  на данном интервале. Тогда во всех точках непрерывности
управления )(tu  справедливы следующие равенства:

)()())()(( tButPtxtP
dt
d = ,

ò=-
1

0

.)()()()()()( 0011

t

t
dttButPtxtPtxtP

Доказательство.

=++-=+= ))()()(()()()()()()())()(( tButAxtPtAxtPtxtPtxtPtxtP
dt
d

&&

)()( tButP= . ▄

Перейдем к доказательству принципа максимума, то есть докажем, что оп-
тимальное управление удовлетворяет (4).

Пусть )(tu  – оптимальное управление на интервале ],[ 10 tt , 00 )( xtx = ,
.0)( 1 =tx  Положим .01 ttT -=  Из леммы 2 следует, что 0x  – граничная точка

2y
0x

0

1y

sy

1z

2z
sz
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сферы достижимости TV . Следовательно, по теореме отделимости [2, 3] су-
ществует вектор 0¹d  такой, что для всех векторов x  из множества TV  вы-
полняется неравенство 0)( 0 ³- xxd . Рис. 9 иллюстрирует сказанное выше.

Рис. 9

Пусть P  – решение PAP -=&  с начальным условием ntP
r

=)( 0 .  Для него
выполняется равенство ButPtButP

Uu
)(max)()(

Î
=  для всех t  из интервала

],[ 10 tt . Действительно, допустим противное: пусть существует ],[ 10 ttÎt  та-
кое, что BuPBuP

Uu
)(max)()( ttt

Î
< . Это означает, что существует такое UvÎ ,

что BvPBuP )()()( ttt < . Из непрерывности управления следует, что сущест-
вует интервал ],[],[ 1010 ttÌtt  такой, что BvPBuP )()()( ttt <  для всех

].,[ 10 ttt Î  Пусть

î
í
ì Î

=
).,[\],[),(

),,[,
)(

1010

10*
tt

tt
tttu

tv
tu

Очевидно, что *u  – допустимое управление. Пусть )(* tx  – соответствую-
щая ему траектория и .0)( 1* =tx  Пусть )( 0**0 txx = . Имеем, что TVx Î*0  и, сле-
довательно, 0)( 0*0 ³- xxd . Из леммы 3 имеем:

=-=- ))()()(()( 00*00*0 txtxtPxxd -- ))()()()(( 0011 txtPtxtP

=-- ))()()()(( 0*01*1 txtPtxtP =-ò dttButPtButP
t

t

1

0

)]()()()([ *1

.0])()()([
1

0

<-= ò tttt
t

t
dBvPBuP  Противоречие с неравенством,  которое сле-

дует из теоремы отделимости. ▄

§ 4. Достаточность принципа максимума

Пусть X  – конечномерное пространство, XY Í  – подпространство,
XXA ®:  – линейное преобразование. Будем говорить, что Y  – подпро-

TV 0

0x

*
0x

n
r
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странство инвариантное относительно A , если .)( YYA Í  Когда XY ¹ , то Y
– собственное подпространство. Пусть XaÎ . Элемент a  принадлежит соб-
ственному инвариантному подпространству Y  тогда и только тогда,  когда
вектора },,,{ 1aAAaa k-K  линейно зависимы, что очевидно, так как из незави-
симости этой системы следует, что подпространство Y  совпадает с .X

Будем говорить, что для задачи быстродействия выполнено условие общ-
ности положения,  если для каждого вектора w  параллельного некоторому
ребру многогранника U , вектор Bw  не принадлежит никакому собственному
инвариантному подпространству A , то есть вектора },,,{ 1BwAABwBw k-K  об-
разуют линейно зависимую систему.

Замечание 1. Множество векторов, для которых
0},,,det{ 1 ¹- BwAABwBw kK ,  является нигде неплотным.  Следовательно,  до-

биться выполнения условия общности положения можно всегда сколь угодно
малым сдвигом. Напомним, что множество называется нигде неплотным, ес-
ли его дополнение всюду плотно (см. приложение).

Лемма 4. Пусть P(t)  – нетривиальное решение сопряженной системы

PAP -=& , 0¹a  такое,  что 0)( =aP t  для всех ( )., 10 ttt Î  Тогда a  принад-
лежит некоторому собственному инвариантному подпространству относи-
тельно преобразования A .

Доказательство. Пусть YyÎ , где ( ){ }10 ,,0)(: tttt Î=Î= yPRyY n  –
инвариантное собственное подпространство относительно A . Тогда

0y)(P(t),
dt
d

= , что эквивалентно условию 0(t)yP =& . Следовательно,

0P(t)Ay =- . Таким образом YAyÎ  и nRY ¹ , так как существует
),( 10 ttt Î  такое, что 0)( ¹tP . Тогда YP Ï)(t , так как 0)( ¹tP . ▄

Теорема 3. Пусть )(tu  – допустимое управление, заданное на отрезке
],[ 10 tt , )(tx  – соответствующая траектория, удовлетворяющая начальным

условиям 00 x)x(t =  и 0)x(t1 = . Тогда для оптимальности управления необ-
ходимо и достаточно, чтобы оно удовлетворяло принципу максимума.

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 2 (принцип макси-
мума).

Достаточность. Пусть существует 0)( ¹tP  такое,  что PAP -=&  и
)()()(max tButPButP

Uu
=

Î
. Докажем, что лучшего управления, чем )(tu  не су-

ществует, то есть не существует другого управления *u , которое переводит
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фазовую точку x  из положения 0x  в положение 0  за меньшее время,  чем

01( tt - ).
Предположим противное: пусть на интервале ],[ *0 tt  определен управляе-

мый процесс ))(),(( ** txtu  такой, что 00* )( xtx = , 0)( ** =tx  и 1* tt < . Оче-
видны следующие неравенства:

1) ],[,0)()( 10 ttttButP Î³ , так как UÎ0 ;
2) ],[),()()()( *0* ttttButPtButP Î³ , поскольку )(* tu  удовлетворяет принци-

пу максимума.
Далее, =---= )]()()()([)]()()()([)()( 0*0***00**** txtPtxtPtxtPtxtPtxtP

,0)]()()()([
*

0

* ³-= ò dttButPtButP
t

t

ò £-=--=
1

*

0)()()]()()()([)()( **11**
t

t
dttButPtxtPtxtPtxtP , так как

0)()( =tButP  для всех ],[ 1* tttÎ . Следовательно, 0)(max =
Î

ButP
Uu

, ].,[ 1* tttÎ

Пусть 1U  – грань многогранника минимальной размерности и 10 UÎ .
Следовательно, 1dim 1 ³U ,  так как по условию 0  не является вершиной U .
Поэтому в 1U  имеется не меньше двух соседних вершин. Пусть ),( 21 uu  – од-
на из таких пар соседних вершин. Нулевой вектор является относительно
внутренней точкой 1U , так как 10 UÎ  и 0  не является вершиной 1U . Следо-
вательно, 0)(max

1

=
Î

ButP
Uu

. Так как 0)(max =
Î

ButP
Uu

, ],[ 1* tttÎ , то линейная

функция ButP )( , достигающая максимума во внутренней точке, тождествен-
но равна 0  на грани 1U .

Пусть 21 uuw -= . Следовательно, 0)( =BwtP , ],[ 1* tttÎ . По лемме 4 век-
тор Bw  принадлежит некоторому собственному инвариантному пространст-
ву относительно преобразования A , что противоречит условию общности
положения. ▄

Теорема 4 (о конечности переключений). Для любого нетривиального
решения )(tP  сопряженной системы PAP -=&  соотношение

ButPtButP
Uu

)(max)()(
Î

=  однозначно определяет управление )(tu . Кроме того,

управление )(tu  оказывается кусочно-постоянным и его значениями являют-
ся лишь вершины многогранника U  (рис. 10).
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Рис. 10

Доказательство. Очевидно, что ButP )(  – функция линейная по u  при
фиксированном t . Она также является аналитической функцией по t . Значит,
она разлагается в ряд Тейлора и всюду сходится. Зафиксируем отрезок

],[ 10 tt . Точки этого отрезка можно разбить на две группы:
1)  точки первого рода –  это те точки,  где )()( tButP  достигает максимума в
единственной точке, а именно, в вершине многогранника U ;
2) точки второго рода – остальные точки, то есть те точки, где максимум

)()( tButP  достигается на некоторой грани размерности не меньше единицы.
Докажем, что множество точек второго рода конечно. Предположим, что

их бесконечно много. Возьмем на грани U  две соседние вершины 1u  и 2u .
Рассмотрим вектор 21 uuw -= , тогда 0)( =BwtP . Из свойства аналитических
функций 0)( ºBwtP  на отрезке, что противоречит условию общности поло-
жения.

Так как точек второго рода конечное число, то, отрезок [ 10 , tt ] делится
этими точками на конечное число отрезков. Рассмотрим открытый промежу-
ток J  между двумя точками второго рода. Пусть 11)( etu = , 122 )( eetu ¹= .

Рассмотрим график функции 1)( BetP . Пусть BetPt
ee

)(max)(
1¹

=y .  При этом

)()( 111 tBetP y> , ).()( 212 tBetP y<  Если для всех ),( 21 tttÎ  выполняется

)()( 1 tBetP y= , то t  – точка на грани. Но по построению ),( 21 tt  не содержит
точек второго рода. Значит, )(tu  изменяется только в точках второго рода. ▄

Теорема 5. Пусть },,1,:{ rbuauU K=££= bbbb , собственные значе-
ния матрицы A  – вещественные. Тогда в оптимальном управлении

))(,),(()( 1 tututu rK=  каждая функция )(tub  кусочно-постоянна, принимает

лишь значения bb ba ,  и имеет не более ( 1-n ) точек переключения.
Доказательство.

b

b a

a
ba

b

b a

a
ba bbb

uBtpuBtpButp
r n

bua

r n

Uuu
å åå å
= =££= =Î

ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é
=

1 11 1
)(max)(max)(max .

0t 1t
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Пусть å
=

=
n

Btpt
1

)()(
a

a
baby . Докажем, что функция by  имеет на отрезке

[ tt ,0 ] не более, чем )1( -n  нулей. Пусть sll ,,1 K  – различные собственные
значения A  кратности skk ,,1 K . Тогда )(tpa  имеет вид:

t
s

t setcetc ll )()( 11 ++K , где )(tci  – полином степени )1( -ik . Значит, ( )tby

имеет такой же вид.  Если бы 0ºby ,  то максимум достигался бы на целом
ребре, что противоречит условию общности положения. Обозначим через 1d
сумму степеней полиномов, через 2d  – число слагаемых: ndd =+ 21 . Будем
доказывать утверждение индукцией по n .

База индукции очевидна, так как функция tetc 1)(1
l  имеет те же корни, что

и полином )(1 tc .
Шаг индукции: ndd =+ 21 , предположим противное, то есть функция

])()([ )(
1 11 t

s
t setctce lll -++K  имеет не менее n  нулей.  Следовательно,  и

])()([ )(
1 1 t

s setctc ll -++K  имеет не менее n  нулей.  Так как между нулями
данной функции всегда лежит ноль ее производной

])()([ )(
1 1 t

s setctc ll -¢++¢ K ,  то последняя имеет не менее )1( -n  нулей. Дейст-
вительно, для производной сумма степеней полиномов и числа слагаемых не
превосходит величины 1-n . А по предположению индукции имеется не бо-
лее 21)1( -=-- nn  нулей. Получили противоречие с предположением ин-
дукции. ▄

Таким образом, в управлении не более rn )1( -  точек переключения,  где
n – порядок системы уравнений, определяющих движение фазовой точки.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Здесь приводятся наиболее употребительные общематематические обо-
значения, а также часто используемые в пособии сведения из математическо-
го анализа и линейной алгебры.

XxÎ – элемент x  принадлежит множеству X .
XxÏ – элемент x  не принадлежит множеству X .
YX Í – множество X  содержится в множестве Y , что не исключает случая
YX = .

i
Ii

XYX
Î
ÈÈ , – объединение множеств.

i
Ii

XYX
Î
ÇÇ , – пересечение множеств.

YX \ – теоретико-множественная разность множеств.
YX ´ – декартово произведение множеств.

Æ – пустое множество.
{ }zyx ,, – множество, состоящее из элементов x , y , z .

|| X – число элементов конечного множества X .
ë ût – целая часть числа t , то есть наибольшее целое число, меньшее или рав-
ное t .
é ùt – наименьшее целое число, большее или равное t .
R – числовая прямая, множество действительных чисел.
+R – множество неотрицательных действительных чисел.
nR – n  -мерное координатное пространство.

{ }0|, ³Î=³+ xRxRR nnn – неотрицательный ортант в nR .

),( 1 nxxx K= – стандартное обозначение элементов из nR , для обозначения
координат данного элемента всегда используется тот же символ с индексом
внизу. Элементы из nR  называются также точками или векторами. За исклю-
чением специально оговоренных мест для нас несущественно, как записыва-
ется вектор, а именно: в виде строки или в виде столбца.

)0,,0(0 K= – нулевой элемент в nR .
je – j -ый единичный орт в nR , то есть 1=j

je  и 0=j
ie  при всех ji ¹ ,

},,1{ ni KÎ .

),,( 11 nn yxyxyx ++=+ K – сумма элементов x  и y  из nR .
),,( 1 nxxx lll K= – произведение элемента x на число l .

{ }YyXxyxzRzYX n ÎÎ±=Î=± ,,| – алгебраические сумма и разность

множеств X  и Y  из nR .
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Xlin – линейная оболочка множества X  с nR , то есть пересечение всех ли-

нейных подпространств пространства nR , содержащих X .

å
=

==
n

j
jj yxyxyx

1
,),( – скалярное произведение элементов x  и y , эти эле-

менты называются ортогональными, если 0),( =yx .

xxx ,= – евклидова норма элемента x.

xx
ni ,,1

max
K=¥ =  – норма максимума элемента x .

Для любых элементов x  и y  справедливо неравенство Коши-
Буняковского: yxyx ×£, .

Для элементов x  и y  из nR  пишем: yx ³  и yx > , если, соответственно,

jj yx ³  и jj yx >  при всех { }nj ,,1KÎ .
Если дана матрица A  размера nm´  (с m  строками и n  столбцами), то ia

– ее i -я строка, jA – j -й столбец, ija – элемент на пересечении i -й строки и
j -гo столбца.

TA – матрица, транспонированная к матрице A .
1-A – матрица, обратная к квадратной матрице A .

)det( AA º – определитель квадратной матрицы A .
)(Arang – ранг матрицы A , то есть максимальное число ее линейно незави-

симых строк или столбцов.
AxA

x 1
max
=

= – норма матрицы A ; очевидно, что xAAx ×£ при всех x .

E – единичная матрица (на диагонали стоят единицы, остальные элементы –
нули).

Если даны матрица A  размера nm ´ , векторы nRxÎ  и nRyÎ , то:

Ax – вектор из nR  с координатами å
=

==
n

j
jijii xaxaAx

1
,)( , mi ,,1K= ,

yA – вектор из nR  с координатами å
=

==
m

i
ijijj ayAyyA

1
,)( , nj ,,1K= .

В литературе часто используется обозначение AyT , подчеркивающее, что
вектор, умножаемый на матрицу слева, является строкой, а умножаемый
справа – столбцом. Там, где не возникает сомнения в однозначности прочте-
ния формулы, символ T  опускается.

Главным угловым минором k -го порядка некоторой матрицы называется
определитель матрицы, составленной из первых k  строк и первых k  столб-
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цов исходной матрицы.
Критерий Сильвестра. Симметричная матрица является:
а) положительно определенной тогда и только тогда, когда все ее главные

угловые миноры положительны;
б) отрицательно определенной, когда все ее главные угловые миноры не-

четного порядка отрицательны, четного – положительны;
в) неотрицательно определенной тогда и только тогда, когда все миноры,

образованные строками и столбцами исходной матрицы с одинаковыми но-
мерами, неотрицательны;

г) неположительно определенной, когда все миноры, образованные стро-
ками и столбцами исходной матрицы с одинаковыми номерами, нечетного
порядка неположительны, а четного – неотрицательны.

{ }ee £-Î== axRxaUB n |)( – шар радиуса 0>e  с центром в точке
nRaÎ .

Nk
kx Î}{ – последовательность точек K,, 21 xx .

Говорят, что точка a  является пределом последовательности Nk
kx Î}{ ,

если для любого числа 0>e  существует число 1³K  такое, что )(aUxk
eÎ

для всех натуральных Kk ³ , при этом пишут k
k

xa
¥®

= lim  или axk ®  при

¥®k .
YXf ®: – функция (отображение) с областью определения X  и областью

значений Y .
Говорят, что mRaÎ  является пределом (предельным значением) функции

YXf ®: ),( mn RYRX ÌÌ  в точке Xx Î0 , если для любого числа 0>e
существует число 0>d  такое, что )()( aUxf eÎ  для всех XxUx ÇÎ )( 0d ;
при этом пишут: )(lim

0

xfa
xx®

=  или axf ®)(  при 0xx ® .

Функция YXf ®:  называется непрерывной в точке Xx Î0 , если
)()(lim 0

0

xfxf
xx

=
®

 и непрерывной на множестве XAÌ ,  если это равенство

справедливо при всех Ax Î0 .
)(inf xf

XxÎ
, )(sup xf

XxÎ
– точные нижняя и верхняя грани числовой функции f

на множестве X .
)(min xf

XxÎ
, )(max xf

XxÎ
– минимальное и максимальное значения числовой

функции f  на множестве X , то есть это величины )(inf xf
XxÎ

 и )(sup xf
XxÎ

 в

предположении, что они достигаются на некоторых элементах из X .
})(0|{int XxURxX n Ì>$Î= ee – внутренность множества nRX Ì ;
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элементы из Xint  называются внутренними точками множества X ; множе-
ство X  называется открытым, если XX int= .

})(0|{ Æ¹Ç>"Î= XxURxX n
ee – замыкание множества nRX Ì ; эле-

менты из X  называются предельными точками множества X ; множество X
называется замкнутым, если XX = .

XXX int\=¶ – граница множества X ; элементы из X¶  называются гра-
ничными точками множества X .

Окрестностью точки x  (множества X ) называется любое множество,  со-
держащее x  (соответственно, X ) в своей внутренности.

Множество X  называется ограниченным, если существует число 0>R
такое, что Rx <  при всех XxÎ .

Множество nRX Ì  называется компактом, если оно замкнуто и ограни-
чено.

Множество S  называется всюду плотным в топологическом пространстве
C , если в каждом открытом множестве C  содержится хотя бы одна точка из
S .

Ниже, говоря о дифференциальных характеристиках функции f  в точке
*x , подразумеваем, что nRx Î*  и f  – числовая функция, определенная в

некоторой окрестности точки *x .

a
a

a

)()(lim)(
**

0
* xfexfx

x
f j

j

-+=
¶
¶

®
– частная производная функции f  в

точке *x  по аргументу jx .

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
¶
¶

¶
¶= )(,),()(' **

1
* x

x
fx

x
fxf

n
K – градиент (вектор частных производных)

функции f  в точке *x .
Функция f  называется дифференцируемой в точке *x , если градиент

)(xf ¢  существует и при всех достаточно малых nRhÎ  справедлива формула
)(),()()( *** hohxfxfhxf +¢+=+ .

Здесь, как и всюду далее, )( ho – некоторая числовая функция числового

аргумента, удовлетворяющая условию 0)(lim
0

=
® a

a
a

o .

Функция f  называется непрерывно дифференцируемой в точке *x , если
градиент )(xf ¢  существует в некоторой окрестности точки *x  и непрерывен
в самой точке *x .

Говорят, что функция f  дифференцируема (непрерывно дифференцируе-
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ма) на множестве nRX Ì , если она дифференцируема (непрерывно диффе-
ренцируема) в каждой точке из X .  При этом,  как следует из предыдущего,
функция f  фактически должна быть определена в некоторой окрестности
множества X .

Если функция f  дифференцируема на выпуклом множестве nRX Ì , то
для любых точек nRxx Î*,  справедлива формула Лагранжа

hhxfxfxf ),()()( ** a+¢=- , где *xxh -= , а )1,0(Îa .

Для любого вектора nRhÎ  используем обозначение

a
a

a

)()(lim),(
**

0
* xfhxfhxf -+=¢

+®
, eсли 1=h , то величина ),( * hxf ¢  назы-

вается производной функции f  в точке nRxx Î*,  по направлению вектора
h . Функция f  называется дифференцируемой в точке *x  по направлению
вектора h , если величина ),( * hxf ¢  существует и конечна.

Если функция f  дифференцируема в точке *x , то f  дифференцируема в
*x  по направлению любого вектора h , причем hxfhxf ),(),( ** ¢=¢ .

)( *
2

x
xx
f

ji¶¶
¶ – вторая частная производная функции f  в точке nRx Î*  по

аргументам ji xx , , то есть частная производная функции )(x
x
f
i¶

¶  в точке *x

по аргументу jx .

Функция f  называется дважды дифференцируемой в точке *x , если мат-
рица )(xf ¢¢  существует, является симметрической матрицей и при всех дос-

таточно малых nRhÎ  справедлива формула

)(,)(
2
1),()()( 2**** hohhxfhxfxfhxf +¢¢+¢+=+ .

Функция f называется дважды непрерывно дифференцируемой в точке
nRx Î* , если матрица )(xf ¢¢  существует в некоторой окрестности точки *x

и непрерывна в самой точке *x .
Если функция f дважды непрерывно дифференцируема в точке *x , то

она дважды дифференцируема в этой точке.
)(TC k – пространство непрерывных на компакте T n -мерных вектор-

функций в равномерной метрике: )(max)()( txxx
TtC Î

=×=× .

]),([ 10 ttC n
m – пространство m  раз непрерывно-дифференцируемых отобра-
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жений отрезка ],[ 10 tt  в nR . Норма в пространстве n
mC  задается равенством

nn
m C

i
miC xx )(max)( )(

0
×=×

££
.

( )],[ 10, ttW n
mP – банахово пространство абсолютно непрерывных вместе со

своими производными до порядка )1( -m  включительно отображений отрез-

ка ],[ 10 tt  в nR , производная порядка m  принадлежит n
PL .  Норма в про-

странстве n
mPW ,  задается равенством å

=
×=×

m

i P
i

W xx n
mP 0

)( )()(
,

.
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