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ММааттррооииддыы  

ппеерреессееччееннииее  ммааттррооииддоовв  
лекции 2 – 4   



Системой подмножеств ),( ℑ= ES  называется пара конечное множество 

 вместе с семейством E ℑ подмножеств множества , замкнутым отно-

сительно включения, т.е. если 

E
ℑ∈A  и AA ⊆' , то ℑ∈'A . 

Элементы семейства ℑ называются независимыми. 

Подмножество  не входящее в ED ⊆ ℑ, называется зависимым. 

Комбинаторная задача оптимизации для системы подмножеств ),( ℑE : 

Для каждого  задан вес .  Ee∈ 0)( ≥ew
Требуется найти независимое подмножество, имеющее наибольший об-
щий вес. 
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"Жадный" алгоритм для матроидов 

begin 

;: ∅=I  

 while ∅≠E  do 

   begin 

       пусть  - элемент из  с наибольшим весом; e E
       удалить   из ; e E
       if ℑ∈+ )( eI  then eII +=:  

   end 

end; 
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Решает ли жадный алгоритм комбинаторную задачу оптимизации? 

Пример 1. 

Дано: граф ),( EVG = , веса ,0)( ≥ew Ee∈∀  

Найти: максимальное взвешенное паросочетание, т.е. подмножество 
AB ⊆  наибольшего веса так, чтобы никакие два ребра не имели общей 

вершины. 
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Оптимальное решение  



Решает ли жадный алгоритм комбинаторную задачу оптимизации? 

Пример 2. 

Дано: орграф ),( AVD = , веса ,0)( ≥aw Aa∈∀  

Найти: подмножество AB ⊆  наибольшего веса так, чтобы никакие две 

дуги из B  не имели общего конца. 
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Оптимальное решение, найденное жадным алгоритмом 
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Система подмножеств ),( ℑ= EM  называется M  матроидом, если жад-

ный алгоритм корректно решает любую индивидуальную комбинатор-
ную задачу оптимизации для системы M .  

Теорема 1. 

Пусть ),( ℑ= EM  — система подмножеств. Тогда следующие утвержде-

ния эквивалентны: 

(1) M  — матроид; 

(2) если pI , 1+pI ℑ∈ , где pI p =||  и 1|| 1 +=+ pI p , то существует такой 

элемент pp IIe \1+∈ , что ∈∪ eI p ℑ; 

(3) если EA⊆  и I , 'I  — максимальные по включению подмножества 

множества A, || I = |'| I . 
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Доказательство. (1) (2): пусть (2) не выполняется, ⇒

т.е.  множества ∃ pI , 1+pI ℑ∈ | pI p =||  и 1|| 1 +=+ pI p , и ни для какого 

pp IIe \1+∈  подмножество ∉∪ eI p ℑ. 

Выберем следующие веса на E :  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∪∉

∈+

∈+

=

+

+

.,0

,\,1

,,2

)(

1

1

pp

pp

p

IIe

IIep

Iep

ew

Заметим, что pI  не оптимально, т.к. ≥+ )( 1pIw )2()1( 2 +>+ ppp )( pIw= . 

Жадный алгоритм дает неоптимальное решение pI , т.к. он выберет 

сначала все элементы pI , а далее не сможет улучшить вес, т.к. для ос-

тальных элементов ∉∪ eI p ℑ, либо . Следовательно, 0)( =ew M  — не 

матроид, противоречие. 
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(2) (3): пусть (2) выполняется, пусть ⇒ I , 'I  — два максимальных неза-
висимых подмножества множества EA⊆ . 

Пусть || I < |'| I . Получим отбрасыванием ( |'| I - || I -1) элементов такое 

множество ''' II ⊆ , что 1|||''| += II . По (2) можно найти элемент 

IIe '\'∈ | ∈∪ eI ℑ. Следовательно, I  не максимальное по включению не-
зависимое подмножество множества A. Противоречие.  

(3) (1): пусть (3) выполняется для ⇒ M . Покажем, что жадный алгоритм 
решает M . Предположим противное: для весов )(ew , Ee∈  решение 

жадного алгоритма: },, e,{ 21 ieeI K= , но 

∃ },,'2e
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,{ ''1 jee K= ℑ∈ | )()( IwJw > . Пусть  и 

. 

)()( 21 ewew ≥ )(... ≥≥J iew
)()( '

2
'1 ewew ≥ )(... '

iew≥≥

J  — максимальное по включению независимое подмножество в . E



I  — максимальное по включению независимое подмножество в E  (по 
построению). По св-ву (3) ji = . 

Покажем, что , чтобы получить противоречие с предполо-

жением, что 

)( mew )( 'mew≥
)()( JwIw > .  

Индукция. Для   верно. 1=m

Пусть  для некоторого  и  для )( mew )( 'mew< 1>m )( sew )( 'sew≥
)1(,...,1 −= ms . Рассмотрим { })()(: 'mewewEeA ≥∈= . Множество 

},,,{ 121 −meee K  - максимальное по включению независимое подмноже-

ство в A, т.к. если  },,,,{ 121 eeee m−K ℑ∈  и m ewewew >≥

ст

)m , то жад-

ный алгоритм должен был бы вме о m  выбрать  в качестве следую-

щего элемента множества 

()()( '

e e
ℑ∈ , это противоречит (3) m  — 

другое независимое подмножеств в 

 т.к. eee K

о 

},,,{ ''2'1
A. Доказали. 
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Пусть ),( ℑ= EM  − матроид и EA⊆ . 

Ранг )(Ar  множества A в M  − мощность максимальных по включению 

независимых подмножеств множества A.  

База − максимальные по включению независимые подмножества мно-
жества . E

Цикл −  минимальное по включению зависимое подмножество C  в . E

Оболочкой множества A − максимальное по включению множество S , 
содержащее A и удовлетворяющее условию )()( ArSr = . 

Вопросы:  

?ℑ∈∅  
Пусть 1B , 2B  - базы матроида, что можно сказать про их мощность?  

Правда ли, что любое максимальное по включению независимое множе-
ство в матроиде является также максимальным по числу элементов? 
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 Примеры. 

Графический  матроид. 

Граф ),( EVG = .  − множество лесов графа. F ,(EMG = F ) − графиче-

ский матроид. EE ⊆'  

Ранг )'(||)'( EcVEr −= , )'(Ec  − число связных компонент графа 

)',(' EVG =  

Циклы в GM  − это циклы графа  G

Оболочка )'(Esp ][ vEuv :,{ ∈=  и  лежат в одной и той же компоненте 

графа 

u
)}',(' EVG =  
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Матроид разбиения 

E  − конечное множество,  

Π },,,{ 21 pEEE K= − разбиение |E EEipi
=∪

= ,...,1
 и ∅=∩ ji EE , jiji ≠∀ ,, .  

EI ⊆ , ℑ∈I ⇔ 1|| ∩ jE ≤I , pj ,...,2,1=  

),( ℑ=Π EM  − матроид разбиения 

Ранг |)(|)( AJAr = , где }:{)( ∅≠∩≤= AEpjAJ j  

Цикл в ΠM  − любое множество, состоящее из двух элементов одного и 

того же jE  

Оболочка jAJj
EAsp

)(
)(

∈
∪=  
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Матричный матроид 

E  − множество столбцов некоторой |)|( En×  - матрицы A.   

Элементы матрицы A - элементы любого поля .   K

ℑ − множество линейно независимых подмножеств множества . E

),( ℑ= EM A  − матричный матроид (почему?) 
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Матроид Фано. Пусть E  = {e1,…, e7} — множество элементов проектив-
ной плоскости порядка 2. 

|E| = n2 + n + 1, где n — простое число или степень простого числа. 

• Каждые две прямые имеют ровно одну точку пересечения. 

• Через любые две точки проходит ровно одна прямая. 

Матроид Фано: A ⊂ E — независимое множество, если |A|≤ 2 или  |A|=3 
и A не является прямой.  

e3 
 

Прямые:  {e1, e2, e3}, 
e2 

e4 {e3, e4, e5}, {e5, e6, e1}, 

{e1, e7, e4}, {e3, e7, e6}, 
e7 

{e2, e7, e5}, {e2, e4, e6} 

   e1 e5 
e6 
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Свойства матроидов 

Теорема 2. 

Пусть ℑ∈I  и Ee∈ . Тогда либо ℑ∈∪ )( eI , либо )( eI ∪  содержит един-

ственный цикл. 

Доказательство. 

Предположим, что  ℑ∉∪ )( eI . Пусть }\)(:{ ℑ∈∪= ceIcC . eIC ∪⊆ .  

C  - цикл, т.к. C  - зависимое подмножество, иначе его можно было бы 
увеличить до базиса в )( eI ∪ , мощностью || I  и имел бы вид deI \∪ , но 

тогда  Cd∈ ;  

C  - минимально, т.к. при удалении любого его элемента , получается 
подмножество cC

c
\ , содержащееся в независимом подмножестве 

ceI \∪ . 

Единственность. Пусть D  - другой цикл в )( eI ∪  и в DC \  имеется не-

который элемент . Тогда  подмножество c D ceI \∪ , и следовательно, 
независимо, противоречие. 
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Теорема 3. 

Любое подмножество EA⊆  имеет единственную оболочку 

)}()(:{)( AreAreAsp =∪= . 

Доказательство. 

Если S  − оболочка подмножества A и Se∈ , то )()( AreAr =∪ . Иначе 

если )()( AreAr >∪ , то )()()( AreArSr >∪≥ , противоречие. Следова-

тельно, )(AspS ⊆ . Покажем, что )())(( ArAspr = . Общий базис двух 

множеств является базисом их объединения, поэтому базис множества 
A - базис в  )(Asp , т.к. он - базис в )( eA∪  для каждого )(Aspe∈ . 
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Следствие 1. 

)(Asp  является объединением A и всех циклов, все элементы которых, 

кроме одного, содержатся в A. 

 

Следствие 2.  

Если ℑ∈I , ℑ∉∪ )( eI  и  принадлежит циклу в c )( eI ∪ , то 

=)(Isp )\)(( ceIsp ∪ . 

 

 
17 Лекция.   Матроиды 



Пересечение двух матроидов 

Пример 

Двудольный граф ),,( EUVB = . Множество  паросочетаний в . M B
Пара  ,(E M ) не является матроидом. (почему?)  

Но является пересечением матроидов: 
),( ℑ= EM  и ,(EN = K ) 
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Поиск увеличивающего пути для нахождения паросочетания макси-
мального веса                    
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},,{ 942 eee , }{ 1eS = , =

I 1e∪  

 

 

 



Поиск увеличивающего пути для нахождения паросочетания макси-
мального веса  
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},,{ 942 eee , },{ 21 eeS = , =

I 21 \ ee∪  



Поиск увеличивающего пути для нахождения паросочетания макси-
мального веса  
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},,{ 942 eee , },,,,{ 5eS 4321 eeee= , =

I S I=⊕ 54321 \\ eee ee ∪∪ ∪  



Пусть ],...,[ 1 meeS = , ],...,[ jiij eeS = , )( ji ≤ .  

),( ℑ= EM  и ,(EN = K ) − пара матроидов.  

)(AspM  ( )(AspN ) − оболочка множества EA⊆  относительно матроида 

M  (соответственно N ). Аналогичные обозначения для ранга. 

Последовательность ],...,[ 1 meeS =  называется чередующейся относи-

тельно ∩ℑ∈I K , если выполнены условия 

Чер1. ℑ∈∪ 1eI  и Ie ∉1  

Чер2. Для любого четного , i mi ≤≤2 , справедливо Iei ∈  и  

)( 1iN SIsp ⊕ = )(IspN  

Чер3. Для любого нечетного , i mi ≤≤3 , справедливо Iei ∉  и 

)( 1iM SIsp ⊕ = )( 1eIspM ∪  

Если  нечетно и m ∈⊕ SI K , то S  увеличивающая последовательность. 
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Лемма. Пусть S  чередующаяся последовательность, тогда  

1. ∈⊕ iSI 1 K  для четных ; i

2. ∈⊕ iSI 1 ℑ для нечетных . i

Доказательство.  

1. т.к. Iei ∉  для нечетных , то i ISI i ≠⊕ 1  для четных . Т.к. i
)( 1iN SIsp ⊕ = )(IspN , то I  и iSI 1⊕  имеют одинаковый ранг в N . Т.к. I  

− независимо, т.е. имеет полный ранг в N , то iSI 1⊕  − независимо. 

Случай нечетного  − аналогично.  i
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Пусть ∩ℑ∈I K  и ℑ∉∪ )( ieI . − iC M -цикл в )( ieI ∪ . Если ∉∪ )( ieI K , 

то − соответствующий iD N -цикл.  

Последовательность ],...,[ 1 meeS =  называется правильной относительно 

∩ℑ∈I K , если выполнены условия 

Пр1. ℑ∈∪ 1eI  и Ie ∉1  

Пр2. Для любого четного i , mi ≤≤2 , справедливо Iei ∈  и . 

Кроме того, 

∈ie 1−iD
∉ie 1−kD  для любого четного ik < . 

Пр3. Для всех нечетных i , mi ≤≤3 , справедливо Iei ∉  и . 

Кроме того, 

∈−1ie iC
∉−1ke iC  для любого нечетного ik < . 

Если  нечетно и m ∈⊕ SI K , то S  правильной увеличивающей последо-

вательностью. 
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Лемма. Правильные последовательности являются чередующимися. 

Доказательство. Пр.3 Чер.3. ⇒ =⊕ iSI 1 ∪∪∪ )\( 231 eeeI )\(... 1−∪ ii ee  

для нечетного . Слагаемым  i )\( 1−jj ee  соответствует добавление неко-

торого элемента к  21 −⊕ jSI , получается цикл , т.к. jC jk Ce ∉−1  

для нечетных  и удаление некоторого элемента из этого цикла. По 

следствию 2 оболочка не изменится, следовательно, 

jk <

)( 1iM SIsp ⊕ = )( 1eIspM ∪ . 

Пр.2 Чер.2. ⇒ =⊕ iSI 1 )\()\( 231 −−− ∪∪ iiii eeeeI )\(... 21 ee∪  для четного 

. Слагаемым  i )\( 1 jj ee −  соответствует добавление некоторого элемента 

 к  1−je 11 +⊕ jSI , получается цикл , т.к. 1−jD 1−∉ jk De  

для четных jk >  и удаление некоторого элемента  из . По след-

ствию 2 оболочка не изменится, следовательно, 

je 1−jD

)( 1iN SIsp ⊕ = )(IspN . 
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Алгоритм для задачи о пересечении матроидов 

Вход:  ),( ℑ= EM  и ,(EN = K ) − пара матроидов.  

Выход: множество ∩ℑ∈I K  максимальной мощности 

Begin ∅=:I  

label: ∅=:A ; ; ∅=:Q ∅=:T ;  

 for all IEei \∈  do 

  begin if ℑ∈∪ ieI ,K  then ieII ∪=:  go to label; 

                     if ℑ∈∪ ieI  then ieQQ ∪=:  пометка[ ]:=0 ie

                     else for all }{\ iij eDe ∈  do )},{(: ji eeAA ∪=     

end; 

while  do ∅≠Q
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begin пусть Qe∈ :  

         удалить  из  e Q
  for all непомеченных Ee∈' | Aee ∈)',(  do 

  begin пометка[ ]:= ,'e e }'{: eQQ ∪= ; 

if Te∈'  then )'(: eпутьII ⊕=  go to label 

  end; 

end 

End; 

Procedure путь( ) e
 If пометка[ ]=0 then return [ ] e e
 Else return путь(пометка[ ]) e
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Теорема 4 предложенный алгоритм корректно решает задачу о пере-

сечении матроидов за время , где |))(||(| 3 ECEO |)(| EC  - верхняя оцен-

ка сложности алгоритмов, задающих матроиды M  и N . 
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