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ЗЗЗааадддааачччааа   ууупппааакккооовввкккиии   ввв   кккооонннтттееейййнннееерррыыы   
 

Дано:    множество предметов  L = {1, … , n} и их веса wi∈(0,1), i∈L. 

Найти:  разбиение множества L на минимальное число m подмножеств  

B1, B2, … , Bm  такое, что 

1≤∑
∈ jBi

iw , для всех 1 ≤ j ≤ m. 

 

Множества Bj называют контейнерами.  

Требуется упаковать предметы в минимальное число контейнеров.  

Задача NP-трудна и часто возникает в приложениях. 
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АААлллгггооорррииитттммм   «««СССлллееедддуууююющщщиииййй   пппооодддхххооодддяяящщщиииййй»»»   (((NNNFFF)))   
В произвольном порядке упаковываем предметы по следующему правилу. 
Первый предмет помещаем в первый контейнер.  

На k-м шаге пытаемся поместить k-й предмет в текущий контейнер.  

Если предмет входит, то помещаем его и переходим к следующему шагу,  

иначе помещаем предмет в новый контейнер. 

Т = О(n),    П = О(1), если не считать место для исходных данных. 

Теорема. NF(L) ≤ 2OPT(L). 

Доказательство. Пусть .∑
∈

=
Li

iwW  Так как любые два последовательных кон-

тейнера содержат предметы суммарным весом не меньше единицы, то  
NF(L) < 2⎡W⎤. Кроме того, OPT(L) ≥ ⎡W⎤, откуда и следует требуемое.
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Пример 

 
}  , ..., ,  ,  ,  ,{ 2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

NNNL = .     Всего 4N предметов. 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

Замечание. NF(L) ≤ 2OPT(L) – 1  для всех L. 
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Пусть алгоритм A для множества L порождает A(L) контейнеров и  

)(
)()( LOPT

LALRA ≡ . 

Для задачи на минимум гарантированная относительная точность  RA  для ал-
горитма A определяется как  

RA ≡ inf {r ≥ 1 | RA (L) ≤ r для всех L}. 

Определение. Асимптотическая гарантированная относительная точность 
∞
AR  для алгоритма A определяется как 

∞
AR  ≡ inf {r ≥ 1 | ∃ N > 0 такое, что RA (L) ≤ r  для всех L с OPT(L) ≥ N}. 
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АААлллгггооорррииитттммм   «««ПППееерррвввыыыййй   пппооодддхххооодддяяящщщиииййй»»»   (((FFFFFF)))   
В произвольном порядке упаковываем предметы по следующему правилу. 
Первый предмет помещаем в первый контейнер.  

На k-м шаге находим контейнер с наименьшим номером, куда помещается k-й 
предмет, и помещаем его туда. Если такого контейнера нет, то берем новый 
пустой контейнер и помещаем предмет в него. 

 

Т = О(n2),    П = О(n). 

 

Теорема. FF(L) ≤  ⎡10
17 OPT(L) +1⎤  для всех L и существуют примеры со сколь 

угодно большими значениями OPT, для которых FF(L) ≥  ⎡ 10
17 OPT(L) – 1⎤ . 

(Без доказательства) 
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Пример        

                        L = {1,…, 18 m} 
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АААлллгггооорррииитттммм   «««НННаааииилллууучччшшшиииййй   пппооодддхххооодддяяящщщиииййй»»»   (((BBBFFF)))   
В произвольном порядке упаковываем предметы по следующему правилу. 
Первый предмет помещаем в первый контейнер.  
На k-м шаге размещаем k-й предмет. Находим частично заполненные контей-
неры, где достаточно для него свободного места и выбираем среди них наи-
более заполненный. Если таких нет, то берем новый пустой контейнер и по-
мещаем k-й предмет в него. 
 

Т = О(n2),    П = О(n). 

Теорема.  RBF = RFF,    ∞∞ = FFBF RR   и существуют примеры со сколь угодно 
большими значениями OPT(L), для  которых  BF(L) =  4/3 FF(L)   

и  FF(L) = 3/2  BF(L).  

(Без доказательства)
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АААлллгггооорррииитттмммыыы   тттииипппааа   OOOnnn---llliiinnneee   
Предметы поступают в непредсказуемом порядке. Требуется упаковать их в 
минимальное число контейнеров. Упакованный предмет нельзя перемещать в 
другой контейнер. Место для предварительного хранения предметов отсутст-
вует. 

Алгоритмы NF, FF, BF являются On-line алгоритмами. 

 

Теорема. Для любого On-line алгоритма A справедливо неравенство  5.1>∞
AR  

(Без доказательства) 
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АААлллгггооорррииитттмммыыы   ссс   ооогггрррааанннииичччееенннннныыыммм   дддоооссстттууупппоооммм   ккк   кккооонннтттееейййнннеееррраааммм   
On-line алгоритм называют алгоритмом с ограниченным доступом к контей-
нерам, если на каждом шаге алгоритм имеет возможность помещать предме-
ты только в один из K контейнеров (K — const). Эти контейнеры называются 
открытыми.  Если контейнер закрыли, то он уже не открывается (например, 
отправляется потребителю). Прежде чем добавить пустой открытый контей-
нер, нужно закрыть один из K открытых контейнеров. 

  

Алгоритм NF — пример для K = 1. 

Правила для выбора контейнера 

1. Закрыть контейнер с наименьшим номером 

2. Закрыть самый заполненный контейнер. 
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ПППрррииимммееерррыыы   ааалллгггооорррииитттмммоооввв   ссс   ооогггрррааанннииичччееенннннныыыммм   дддоооссстттууупппоооммм   
FF1 — алгоритм FF с правилом 1. 

FF2 — алгоритм FF с правилом 2. 

BF1 — алгоритм BF с правилом 1. 

BF2 — алгоритм BF с правилом 2. 

Теорема. Для любого K ≥ 2 

1) )1(10
37,1

21 −
∞∞ +== KFFFF RR . 

2) KBFR 10
37,1

1
+=∞ . 

3) 7,1
2
=∞

BFR . 

4) Для любого алгоритма A с ограниченным доступом к контейнерам 
...69103,1≥∞

AR  
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АААлллгггооорррииитттммм   «««ПППееерррвввыыыййй   пппооодддхххооодддяяящщщиииййй   ссс   ууупппоооррряяядддооочччиииввваааннниииеееммм»»»   (((FFFFFFDDD))) 

• Сортируем предметы по невозрастанию весов   
w1 ≥ w2 ≥ … ≥ wn 

• Применяем алгоритм FF (BF). 

 

Теорема.  FFD(L)  ≤  9
11 OPT(L) + 4  для всех L и существуют примеры со 

сколь угодно большими значениями OPT(L), для которых  

FFD(L)  ≥  9
11 OPT(L). 

   Кроме того  22.19
11 ≈== ∞∞

BFDFFD RR . 

   (Без доказательства) 
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Пример        

                        L = {1,…, 30 m} 
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         OPT(L) = 9m                                                          FFD(L) = 11m 



Лекция 4.   Задачи  раскроя и упаковки     -13- 
 
 

АААсссииимммппптттооотттииичччееессскккиииеее   гггааарррааанннтттииирррооовввааанннннныыыеее   оооцццееенннкккиии   тттооочччннноооссстттиии   
   

Алгоритм T*
A

 ∞
AR  )( 2

1∞
AR  )( 3

1∞
AR  )( 4

1∞
AR  

NF O(n) 2.000 2.000 1.500 1.333 

FF O(n log n) 1.700 1.500 1.333 1.250 

BF O(n log n) 1.700 1.500 1.333 1.250 

NFD O(n log n) 1.691 1.424 1.302 1.234 

FFD O(n log n) 1.222 1.183 1.183 1.150 

BFD O(n log n) 1.222 1.183 1.183 1.150 
 

)(α∞
AR  — асимптотическая точность для примеров с весами предметов  

wi ≤ α, для всех  i ∈ L. 
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Теорема.  Для любого ε ∈ (0,1] существует алгоритм  Aε , который находит 
упаковку с числом контейнеров не более  (1 + 2ε)  OPT + 1. Трудоемкость  Aε 

полиномиально зависит от n . 

(Без доказательства) 

Алгоритм Aε  

111...   Удалить предметы с весом менее ε.   
222...   Упорядочить оставшиеся предметы и разбить их на K = ⎡1/ε 

2⎤ групп.   
333...   В каждой группе увеличить веса предметов до максимального веса в 
группе.   

444...   Найти оптимальную упаковку предметов, имеющих только K различ-
ных весов каждый из которых не менее ε.   

555...   Вернуть исходные веса предметов и применить алгоритм FF для  
предметов с весом менее ε.   
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НННееегггааатттииивввннныыыййй   рррееезззуууллльььтттаааттт   
Теорема.   Для любого ε > 0 существование приближенного полиномиально-
го алгоритма A с гарантированной точностью RA = 2

3  – ε влечет P = NP. 

Доказательство. Пусть такой алгоритм А существует. Покажем, как с его 
помощью можно решить точно одну из NP-полных задач, а именно задачу о 
разбиении. Дано n неотрицательных чисел a1,…, an. Можно ли разбить их на 
два подмножества так, чтобы сумма чисел в каждом подмножестве равнялась 

∑
=

=
n

i
iaC

1
2
1 ?  Рассмотрим задачу упаковки в контейнеры с весами предметов 

wi =ai/C, i = 1,…, n. Если их можно упаковать в два контейнера, ответ в задаче 
о разбиении — «ДА». Применим алгоритм А к задаче о контейнерах. Если 
OPT = 2, то алгоритм А тоже дает 2, иначе RA ≥ 2

3 , то есть алгоритм А точный.  
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НННииижжжннниииеее   оооцццееенннкккиии   

Переменные задачи   
⎩
⎨
⎧= случае  противном  в   ,0

   контейнер  сяиспользует  если   ,1 jy j  

                                       
⎩
⎨
⎧= случае  противном  в   ,0

   контейнер  в  помещен    предмет  если   ,1 jixij  

Математическая модель 

∑
=

n

j
jy

1
min  

при ограничениях              ,,...,1   ,
1

njyxw j
m

i
iji =≤∑

=
  

,,...,1   ,1
1
∑
=

==
n

j
ij nix  

yj, xij ∈{0,1}  i, j = 1,…, n. 
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РРРееелллаааккксссааацццииияяя   лллииинннееейййнннооогггооо   пппрррооогггррраааммммммииирррооовввааанннииияяя   
Заменим условие Булевости переменных на условия: 

0 ≤ yj ≤ 1,      j = 1,…, n 
0 ≤ xij ≤ 1,   i, j = 1,…, n. 

Тогда одно из оптимальных решений имеет вид  

⎩
⎨
⎧

≠
==∗

ji
jixij   ,0

   ,1 ,          ,jj wy =∗
 

что дает нижнюю оценку 

⎥
⎥
⎥

⎤

⎢
⎢
⎢

⎡
= ∑

=

n

i
iwH

1
0  

(предметы можно резать произвольным образом). 
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ОООцццееенннкккиии      MMMaaarrrttteeellllllooo   &&&   TTTooottthhh   
Для примера L = {1,…, n}, 0 ≤ wi < 1 и произвольного 0 ≤ α ≤ ½  положим 

L1 = { i∈L |  wi > 1 – α }        —   крупные предметы 

L2 = { i∈L | 1– α ≥ wi >   ½ } —   средние предметы 

L3 = { i∈L |   ½   ≥ wi ≥   α }  —   мелкие предметы 
 
Теорема.   Для любого 0 ≤ α ≤ ½  величина 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎤

⎢
⎢
⎢

⎡
−−++= ∑ ∑

∈ ∈
 )|(|,0max|||| )(

3 2

2211
Li Li

ii wLwLLH α . 

является нижней оценкой для OPT(L).
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Доказательство. Каждый предмет из множества L1 ∪ L2 требует отдельный 
контейнер. Поэтому в любом допустимом решении не менее | L1 | + | L2 | кон-
тейнеров. Предметы из множества L3 не лежат вместе с предметами из L1. 
Значит, они лежат либо вместе с предметами из L2 , либо в отдельных контей-

нерах.  В контейнерах для L2 осталось  
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= ∑
∈ 2

|| 2
Li

iwLS  свободного места. 

Следовательно, для предметов из множества L3 требуется как минимум  

⎥
⎥
⎥

⎤

⎢
⎢
⎢

⎡
−∑

∈ 3Li
i Sw  отдельных контейнеров.   
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Теорема.   Для любого 0 ≤ α ≤ ½  величина  

⎣ ⎦

⎣ ⎦ ⎭
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LLH  

является нижней оценкой для OPT(L). 

Доказательство. Заменим вес каждого предмета из множества L3 на α. Тогда 

в один контейнер войдет ⎣ ⎦  1
α   предметов, и для множества L3 потребовалось 

бы 
⎣ ⎦⎥⎥⎥

⎤

⎢
⎢
⎢

⎡

  
||

1
3

α

L  дополнительных контейнеров. Но часть предметов из L3 можно 

уложить в контейнеры для L2. Каждый из них имеет 1– wi, i∈L2 свободного 

места, где поместится ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

α
iw1  предметов из L3. 
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Следствие 1. Величина   }5,00 ),(H ),(max{ 21 ≤≤= αααHH  

является нижней оценкой для OPT(L). 

Следствие 2.   
⎥
⎥
⎥

⎤

⎢
⎢
⎢

⎡
≡≥ ∑

∈Li
iwHH 0 . 

Доказательство. При α = 0 получаем  H ≥ H1(0) = max{|L2|, H0}≥ H0. 

Как найти H, не перебирая все значения α ? 

Следствие 3.  Пусть V — множество всех различных значений wi ≤ 0,5.  
Тогда 

⎩
⎨
⎧

∅≠∈
∅== .  если   },  для  ),(),(max{

,  если                             ,
21 VVHH

VnH ααα  

т. е. после сортировки предметов получаем   ).log( nnnOTH +=  
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