3aaya ynakoBKHM B KOHTeliHepPbI

JMano: wMHOXecTBO npeametroB L = {1, ..., n} u ux Beca w;€[0,1], ieL.
HaijiTu: pa3OoueHre MHOXXECTBA L HA MMHUMAJIbHOE YMCJIO 771 TI0JIMHOKECTB
By, B, ..., B, Takoe, 4ToO

Zw,-ﬁl,z[nﬂ BceX 1 <j<m.

zij

MHoskecTBa B; Ha3bIBalOT KOHTEHHEPaMHU.
TpeOyetcsa ynakoBaTh IpeIMEThl B MUHUMAJILHOE YUCIIO KOHTEHHEPOB.

3amaya NP-TpysiHa B CHUIbBHOM CMBICJIE M YACTO BO3HUKAET B MPUIIOKCHHUSIX.

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoexKu



MaTremMmaTndeckKkas Mo/1eJ1b

( . v «
1, J — U KOHmMeuHep Ucnoab3yemcs,

O unaue,

-

1, i—1unpeomem nedxcum 6 j — m KOoHmeuHepe,

O unaue.

n
Zyj — min
Jj=1

n
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Aaroputm «Cheayromui noaxoasmuiny (NF)
B npou3BOJILHOM MOPSAAKE YIIAKOBBIBAEM IPEAMETHI MO CICAYIOLIEMY IPaBUILY.
[lepBbIil IpeaMET NOMELIAEM B IEPBbIM KOHTEHHED.
Ha k-M mare neiTaemMcsi IOMECTUTh k-1 IPEAMET B TEKYIIMH KOHTEHHED.
Ecnu npeaMeT BXOJUT, TO IIOMENIAEM €TI0 U NMEPEXOAUM K CIEAYIONIEMY LIary,

MHAYE ITOMEIIAEM IIPEAMET B HOBBIM KOHTEHHED.

T =0(m), I1=0(l),ecnu HE cCUUTATH MECTO JIJISI UCXOAHBIX JaHHBIX.

Teopema. NF(L) < 20PT(L).

JHoxka3zareanbcrBo. [Iycte W = Zwl-. Tak xak Jr00bIC JIBa TIOCISIOBATEIBHBIX KOH-
ielL

TEMHEPA COAEPKAT IIPEAMETHI CYMMAPHBIM BECOM HE MEHBIIE COUHUIIBI, TO

NF(L) < 2wl Kpome toro, OPT(L) > W], OTKyJa H cieayer Tpedyemoe.
I

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoeku -3



1 1 1
20 AN® 20 AN 3 +. Bcero 4N npeaMeToB.

12N
1
/2 1/2N
12N

12N
7 Y,
1/2N
N 1 2N
OPT(L)=N+ 1 NF(L)=2N

3ameuanme. NF(L) <20PT(L) — 1 nns Bcex L.
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IIycTh anroput™M A ajsi MHOXKeCTBa L nmopoxaact A(L) KOHTEHHEPOB U

AL
R, (L) = (%PT(L).

I[JI}I 3aa491 Ha MUHUMYM I'apaHTHPOBAHHAS OTHOCUTCJ/IbHAA TOYHOCTD R 4 I all-

roputma A ONpenesieTcs Kak
Ry=inf {r>1|Ry(L)<rpanaBcex L}.
Omnpenesienue. ACHMITOTUYECKAs TAPAHTUPOBAHHAA OTHOCHUTEIIBHAS TOYHOCTH

R’{ mns anroputma A onpenensercs Kak

R =inf {r>1|3 N> 0 takoe, uro R, (L) < r nns Bcex L ¢ OPT(L) > N}.

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoeKu  -s-



Aaroputm «llepsoiit noaxoasmuin» (FF)

B npou3BOJILHOM MOPSAAKE YIIAKOBBIBAEM IPEAMETHI MO CICAYIOLIEMY IPaBUILY.
[lepBbIil IpeaMET NOMELIAEM B IEPBbIM KOHTEHHED.

Ha k-M mare HaxoauM KOHTE€MHEP C HAMMEHBIIIMM HOMEPOM, KyJ1a IIOMEIIACTCS k-i
IpeaIMeT, U IIoMellaeM ero Tyja. Eciau Takoro KoHTeHepa HeT, TO OepeM HOBBIH
IIYCTON KOHTEUHEDP U ITOMEIIAEM MIPEAMET B HETO.

T =0®"), I=0n).

Teopema. FF(L) < r OPT (L) +1| st Beex L CYIIECTBYIOT IPHUMEPBI CO CKOJIb
yrogHo OoJbiuMu 3HaueHusIMU OPT, nnst KoTopbix FF(L) > r OPT (L) — 1].

(be3 dokazamenbcmea)
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Ipumep

1/7+ ¢
1/3+¢

12 +¢

OPT(1) = 6m

L

1/7 + ¢

1/7+ ¢

1/7+ ¢

1/7+ ¢

1/7+ ¢

1/7+ ¢

(1
7+€,

_J1
W; <§+5,

1
\2+€,

1/3 +¢

1/3 +¢

3m

FF(L) = 10m

1<i<6m
om<i<l2m

12m<i<18m

12 +¢

FF(L) _

6m

OPT(L)

>
3
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Aaroput™m «Haunayumuii noaxoaamuin» (BF)

B npou3BOJILHOM MOPSAAKE YIIAKOBBIBAEM IPEAMETHI MO CICAYIOIIEMY IPaBUITY.
[lepBbIil IpeaMET NOMELIAEM B IEPBbIM KOHTEHHED.

Ha k-m miare pasmernaem k-t npeameT. HaxoauM 4acTUYHO 3alI0JIHEHHBIE KOHTEH-
HEPHI, T I0CTATOYHO JJIs1 HEro CBOOOIHOTO MECTa M BbIOMpaeM Cpeid HUX Hau-
OoJiee 3anoJIHEHHbIA. Eciy Takux HET, To OepeM HOBBIM ITyCTONH KOHTEHHEDP U MO-
MenlaeM k-1 mpeIMeT B HETO.

T =0®"), I=0®n).

Teopema. Rpr= Rpr, Rpp = Rpp W CyHMIECTBYIOT IPUMEPHI CO CKOJIb YTOIHO
Oousbiumu 3HaueHusMu OPT(L), nns xotopeix BF(L) = 4/3 FF(L)
u FF(L)=3/2 BF(L).

(be3 dokazamenbcmaeaq)
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AJaropurMmbl Tuna On-line

IIpeaMeThl TOCTYNAOT B HENIPEACKa3yeMoM Mopsjke. Tpedyercs ymakoBaTh UX B
MUHUMAIBHOE YHUCIIO KOHTEUHEPOB. Y MAKOBAHHBIN MPEIMET HEJIb3s NEPEMEIIATH B

APYrou KOHTeUHEP. MecTo i OpeIBaAPUTEIIBHOTO XPAHEHUS MPEIMETOB OTCYTCT-
BYET.

AnroputMmsl NF, FF, BF sBistorcs On-line anropurmamu.

Teopema. Jlns mo6oro On-line anroputma A cripaBeInBO HEPABEHCTBO Ry >1.5

(be3 dokazamenbcmea)
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AJITOPUMTMBI C OTPAaHUYEHHBIM J0CTYIIOM K KOHTEeHHepam

On-line anropuT™ Ha3bIBAIOT AJITOPUTMOM C OTPAHUYCHHBIM JOCTYIIOM K KOHTEH-
HEpaM, €CJIA Ha KaXKJO0M IIare aJirOPUTM UMEET BO3MOKHOCTh ITOMENIATH IPEeaMeE-
ThI TOJIBKO B OJIUH 13 K KOHTEHHEPOB (K — const). DTH KOHTEHHEPHI Ha3bIBAKOTCS
OTKPBITBIMU. EcCiN KOHTEHHEpP 3aKpbUIM, TO OH YK€ HE OTKphIBACTCA (Hampumep,

OTIIpaBJIACTCS MOTpeOUTENt0). IIpexae yuem J00aBUTh ITYCTOM OTKPBITHIN KOHTEH-

HEP, HY>KHO 3aKPBITh OJUH U3 K OTKPBITBIX KOHTEUHEPOB.

Anroput™m NF — mipumep misa K = 1.
[IpaBuna a7 BbIOOpa KOHTEHHEpa
1. 3aKpbITh KOHTEMHEDP C HAUMEHBIITUM HOMEPOM

2. 3aKkpbITh CaMbI 3aIIOJTHEHHBIM KOHTEUHED.

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoeKu  -1o-



IlpuMepnl ANTOPUTMOB ¢ OTPAHUYEHHBIM 10CTYIIOM
FF| — anropurm FF ¢ npaBuiiom 1.
FF, — anropurm FF ¢ npaBuiiom 2.
BF, — anroput™m BF ¢ nipaBuiowm 1.
BF, — anroput™m BF ¢ nipaBuiowm 2.

Teopema. /s moboro K > 2

o  poo 3
1) RFFl _RFF2 —1,7+10(K_1).

2) Rgp, =17+

3) Rk, =1.7.

4) Jlns mro0oro anroputMa A ¢ OrpaHUYE€HHBIM JOCTYIIOM K KOHTEHHEpam
R’ >1,69103...

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoeKu  -ii-



AaroputM «IlepBbiit moaxoasmuii ¢ ynopsaouusanuem (FFD)

e CopTHUpyeM NPEAMETHI 10 HEBO3PACTAHUIO BECOB

WIZWy 2 ... 2 W,

o [Ipumensiem anroputm FF (BF).

Teopema. FFD(L) < % OPT(L) +4 nndg Bcex L 1 CylIECTBYIOT IPUMEPHI CO
CKOJIb YTOJIHO O0JIbIIUMU 3HaUeHUIMU OPT(L), 1719 KOTOPBIX
FFD(L) > % OPT(L).

Kpome Toro Rrpp = Rgrp = 19—1 ~1.22.

(be3 dokazamenbcmea)
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Ipumep
L={1,...,30 m}

/4-2¢ Va—2¢
Vat e Va—2¢
U e Va+2¢e

Va+2¢e
6m 3m

OPT(L) =9m

N

%+g, 1<i<6m

Li2e,  6m<i<I2m
Wp =9 T'

2T E 12m<i<18m

i—zg, 18m <i<30m

Va+2¢ i+ ¢
Va—2¢
s +e Vot & Va—2¢
Va—2¢

Vat e
Va—2¢
6m 2m 3m

FFD(L) = 11m
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ACHMIITOTHYECKHE rapaiTupoOBaHHbIC OLICHKH TOYHOCTH

Anroput™ T, R, R (%) R (%) RY (%)
NF O(n) 2.000 2.000 1.500 1.333
FF o) 1.700 1.500 1333 1.250
BF 07 1700 1500 1333 1250
NFD O(nlogn) 1.691 1.424 1.302 1.234
FFD | O(mlogn) | 1222 1.183 1.183 1.150
BFD | O(logn) | 1222 1183 1.183 1.150

R% () — acuMnTOTHYECKas TOYHOCTh IJIS IIPUMEPOB C BECAMM IIPEAMETOB

w; < o, IJIs1 Bcex [ € L.
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Teopema. [lnsa moboro ¢ € (0,1] cymecTByeT anroput™m A ., KOTOPbIA HAXOIUT
YIIAKOBKY C YHCJIOM KOHTeHHEepoB He Ootiee (1 +2¢&) OPT + 1. TpynoeMkocts A,

ITOJIMHOMHUAJIBHO 3aBHUCHUT OT 71 .

(be3 dokazamenbcmea)

Aaroputm A,
1. Y ganuthk npeaMeTs ¢ BECOM MEHEE &.
2. YIIOPS/IOYNTh OCTABIINECS IIPeAMETHI ¥ pa3ouTs ux Ha K =| 1/£ | rpymm.

3.B kaxmoii rpymme yBeIWYHUTh Beca IPEAMETOB 0 MaKCHMMAaJbHOIO Beca B
rpYyIIIIE.

4.HaiiT onNTUMAaJIbHYIO YIIAKOBKY IIPEIMETOB, UMCIOIINX TOJIbKO K pa3iand-
HBIX BECOB KXl U3 KOTOPBIX HE MEHEE &.

5.BepHyTh HCXOJHBIE Be€cCa MNPEAMETOB M IPUMEHUTH aiaroput™m FF s

nmpeamMecToB € BECOM MCHCEC &.
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HeraruBHbIi pe3yjibTatr

Teopema. [nsa mo6oro &> 0 cyliecTBOBaHHE IPHUOIMKECHHOTO ITOJIUMHOMUAIBHO-

ro aJiropuT™Ma A ¢ TapaHTUPOBAHHOM TOYHOCTBIO R4 = % — ¢Bieyer P = NP.

Joka3zareabcTBo. Ilycte Takon anroputm A cymectByeT. Ilokaxkem, Kak € €ro
ITOMOIILI0 MOYKHO PELINTh TOYHO OAHY U3 NP-TIOJNHBIX 3a7a4, a UMEHHO 3a/1a4y O
pa3oueHuu. /[aHo n HEOTpULIATEIbHBIX YHUCEN dj,..., d,. MOXHO U pa30UTh UX HA

ABa ITIOAMHOKECTBA Tak, YTOOBI CYMMa 49HUCCJI B KAXKAOM ITOAMHOKCCTBC PABHAJIACH

n
_ 1 "
C= EZal— ? PaccmoTpuM 3a71a4y YIIAaKOBKM B KOHTEUMHEPHI C BECAMM MPEIMETOB
i=1

w;=a;/C,i=1,..., n. ECI1 UX MOXHO yIlaKOBaTh B JIBa KOHTECHHEPA, OTBET B 3aj1a4e

0 pazoueHun — «JIA». IIlpumeHum anroput™M 4 K 3ajade 0 KoHTeMHepax. Eciu

OPT = 2, To anroput™m A TOX€ AaeT 2, uHaue R, > %, TO €CTh aJITOPUTM A TOYHBIH.
i
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Hu:xHue oueHKH

IlepeMeHHBbIC 321a49U =9

)Céf =

MareMmaTnuyeckas MOJ€eJb

ITPU OTPAHUYCHUSIX

0, B IPOTUBHOM cClIy4ae

|0, B IPOTUBHOM cily4ae

n

inj =1, i=1,...,n,
J=1

Vis Xij 6{091} iaj: 19---9 n.

1, ecau KUCIONB3YyETCA KOHTEHUHED |

;1, €CJIM MPEIMET [ MOMEIIEH B KOHTEHHED J

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoexKu
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Pejlakcanus JIJMHEHHOI0 NPOrpaMMUpPOBaAHUS

3aMEHUM YyCJIOBHUE ByJI€BOCTH MEPEMEHHBIX HA YCIOBUA:

0< Vi < 1_, yf — il,. .o N
OSXySL Lj=1wwn.

Toraa ogHO U3 ONTUMAJIBHBIX PELICHUU UMEET BU/I

e (L= .
YN0, iy VTN

YTO JTA€T HWXKHIOK) OLICHKY

n
Hy=|> w
i=1

(mpeaMeThl MOXKHO pe3aTh MPOU3BOJILHBIM 00pa3oMm).

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoexKu
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Onenxku Martello & Toth

Jlnst mpumepa L = {1,..., n}, 0 <w; <1 u npou3BoasHoro 0 < o < % monoxum

Li={iel| w;>1—-a} — KPYITHBIEC TIPEAMETHI
Ly={iel|l-a>w;> % } — cpenHue mpeaMeThl
Ly={iel| 2 >2w;>2 a} — MeIKue NPeAMETHI

Teopema. J[lns mo6oro 0 < <% BennunHa

Hy(a)=| Ly |+| Ly [+max| 0, > w;—(Ly|= D ;)

iel, ielL,

SABJISICTCS HYDKHEM oneHKou 1y OPT(L).

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoexKu
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JloxkazareabcTBO. Kax1plil mpeaMeT u3 MHOKeCTBa L U L, TpeOyeT OTAeIbHBIN
KoHTelHep. [ToaTomMy B JIFOOOM TOMYyCTUMOM pellIeHUH He MeHee | L | + | L, | KoH-
TerHEPOB. [IpeaMeThl U3 MHOXKECTBA L3 HE J1€KAT BMECTE C MpeaAMETaMU U3 L.

3HAYNUT, OHU JIe)KAT TUO0 BMECTE C MpeaAMeTaMHu U3 L, , THOO0 B OTASIBbHBIX KOHTEH-

Hepax. B koHTeliHepax qis Ly octanock S =||L, |- Zwl- CBOOOJIHOTO MECTa.

ieL,

CnenoBarenbHO, JIJI1 IPEIAMETOB U3 MHOXKECTBA L3 TpeOyeTCsl Kak MUHUMYM

Z w; —§ | OTAEIbHBIX KOHTCHHEPOB. g
ieL,
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Teopema. JIns moboro 0 < o <% BenuunHa

ielL,

Hz(Ol) =| Ll |+|L2 |+max{ 0,

SABJISICTCS HYDKHEH oneHKoM 11 OPT(L).

Jloka3zaTrejbCTBO. 3aMEHUM BEC KAXKJIOTO MpeaMeTa U3 MHOKECTBA L3 Ha a. Torna

o o 1
B OJWH KOHTEUHEP BOUJIET \—E IpeaMETOB, M JIs1 MHOXKECTBA L3 IIOTPEOOBAIIOCH

ObI || L, | JTOTIOJTHUTEILHBIX KOHTEWMHEPOB. HOo yacTh mpeamMeToB U3 L; MOXKHO
3 1 J 3
a
YJI0XKUTh B KOHTEWHEpbI 11 L. Kaxaeiii u3 Hux umeer 1— w;, i€L, cBOOOAHOIO

l—Wl'

MECTa, I'AC€ ITIOMCCTUTCA L J ImpecamMcTOB U3 L3. N

a
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Caencrue 1. Bemmunna H =max{H (), Hy(a), 0<a <£0,5}
SABJISICTCSL HYDKHEM onieHKou 11t OPT(L).
CrencrBue2. H 2Hy=| > w;|.
ielL
Jloxka3zaTeabceTBo. IIpu o = 0 nonyuyaem H > H(0) = max{|L,|, Hy}> H,.

Kak naiitu H, He nniepeOupast Bce 3HaYEHUs o ?

Caencrue 3. IlycTh /' — MHOXKECTBO BCEX Pa3IUYHBIX 3HAUCHUU W; < (,5.

Torna

ool ecin V =,
| max{H{(a),Hy(a), mia aeV}, ecm V # .

T. €. IOCJIE COPTHUPOBKHU MPEAMETOB nonydaem 1y =O(n+nlogn).

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoexKu

20



JlomoJiHUTER/IbHAA JINTEpPaTypa

1.

E.G. Coffman, M.R. Garey, D.S. Johnson. Approximation algorithms for bin
packing: A survey. http://www.math.nsc.ru/LBRT/k5/bp-chapter.pdf

2.X. I'mmaau. O HEKOTOPBIX MAaTEMAaTUYECKUX MOJCISAX U METOIaX IIAHUPO-
BaHWS KPYMHOMACIITAOHBIX HPOEKTOB //Moaenu WU METO/bl ONTHMHU3ALIMUHU.

Tpyner MuctuTyTa Marematuku. HoBocuOupck. Hayka. Cub. Otia—Hue.
1988. ¢. 89—115.

M. I'spu, 1. JIKOHCOH. BBIUUCIUTENBHBIE MAIIMHBI U TPYAHOPEIIAEMbIE 3a-
nauv. M.: Mup, 1982. c. 154—-191.

Jekuun 4. 3aoauu packpos u ynakoeKu  -23-



