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Òåîðèÿ Õåíêèíà. Îñíîâíàÿ öåëü ëåêöèè.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ T ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ òåî-

ðèåé Õåíêèíà, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðåäëîæåíèÿ ∃xΦ ∈ T ñóùåñòâóåò êîíñòàíòíûé

ñèìâîë c ∈ Σ òàêîé, ÷òî (Φ)xc ∈ T .

Îñíîâíàÿ öåëü � äîêàçàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ

òåîðèè Õåíêèíà T , ò.å. òàêîé ìîäåëè M ñèãíàòóðû Σ, ÷òî M |= T è äëÿ ëþáîãî

a ∈M íàéä¼òñÿ êîíñòàíòûé ñèìâîë c èç ñèãíàòóðû Σ ñî ñâîéñòâîì a = cM.

(Çäåñü êàê îáû÷íî ÷åðåç M îáîçíà÷åí íîñèòåëü ìîäåëè M.)

Çàïèñü (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

áóäåò îáîçíà÷àòü ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè òåðìîâ

t1, . . . , tn âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn â ôîðìóëå Φ
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x1, . . . , xn ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäñòàíîâêà (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

äîïóñòèìà, åñëè äëÿ âñåõ i∈{1, . . . , n} íè îäíî

ñâîáîäíîå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé xi â Φ íå íàõîäèòñÿ â îáëàñòè äåéñòâèÿ êâàíòî-

ðà ïî íåêîòîðîé ïåðåìåííîé y ∈ FV(ti).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ ëåìì èç èñ÷èñëåíèÿ ÑÈÏ.
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Òåõíè÷åñêàÿ ëåììà îá îäíîé âûâîäèìîé ñåêâåíöèè
Ëåììà 1. Ïóñòü Φ � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ, x1, . . . , xn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå

ïåðåìåííûå, t1, . . . , tn � òåðìû ñèãíàòóðû Σ òàêèå, ÷òî ïîäñòàíîâêà (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

äîïóñòèìà. Òîãäà â ÑÈÏ âûâîäèìà ñåêâåíöèÿ

∀x1 . . . ∀xnΦ ` (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

.

Äîêàçàòåëüñòâî: Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íåëüçÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ n ðàç ïðàâèëîì ââå-

äåíèÿ êâàíòîðà ∀xi â ëåâîé ÷àñòè ñåêâåíöèè, ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ

(Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

6=
(
...
(
(Φ)x1

t1

)x2

t2
...
)xn

tn
.

(Îäíîâðåìåííàÿ è ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ïîäñòàíîâêè ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðàçíûì ðåçóëüòàòàì â

ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî i òåðì ti ñîäåðæèò ïåðåìåííûå xi+1, . . . , xn.)

Ïóñòü y1, . . . , yn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ, â
òåðìû t1, . . . , tn è îòëè÷íûå îò x1, . . . , xn. =⇒ y1 . . . , yn /∈ FV(Φ), ïîäñòàíîâêà
(Φ)x1,...,xn

y1,...,yn äîïóñòèìà è
(
(Φ)

x1,...,xi−1
y1,...,yi−1

)xi

yi
= (Φ)x1,...,xi

y1,...,yi äëÿ âñåõ 2 6 i 6 n.
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t1

)x2

t2
...
)xn

tn
.
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= (Φ)x1,...,xi

y1,...,yi äëÿ âñåõ 2 6 i 6 n.
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Òåõíè÷åñêàÿ ëåììà îá îäíîé âûâîäèìîé ñåêâåíöèè
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ti
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` (Ψ)y1,...,ynt1,...,tn

...
...
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Òåõíè÷åñêàÿ ëåììà îá îäíîì äîïóñòèìîì ïðàâèëå
Èòàê, ñåêâåíöèè ∀x1 . . . ∀xnΦ ` ∀y1 . . . ∀yn(Φ)x1,...,xn

y1,...,yn è ∀y1 . . . ∀ynΨ ` (Ψ)y1,...,ynt1,...,tn
âûâîäèìû â ÑÈÏ.

Êðîìå ýòîãî, î÷åâèäíî (Ψ)y1,...,ynt1,...,tn
= (Φ)x1,...,xn

t1,...,tn
. =⇒ Ïîëó÷àåì

îêîí÷àòåëüíîå äåðåâî âûâîäà òðåáóåìîé ñåêâåíöèè:

∀y1 . . . ∀ynΨ ` (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

∀x1 . . . ∀xnΦ ` ∀y1 . . . ∀ynΨ; ` ∀y1 . . . ∀ynΨ→ (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

∀x1 . . . ∀xnΦ ` (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

Ëåììà 1 äîêàçàíà. �

Ëåììà 2. Ïóñòü Φ1, . . . ,Φk,Ψ � ôîðìóëû ñèãíàòóðû Σ, x1, . . . , xn � ïîïàðíî

ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, t1, . . . , tn � òåðìû ñèãíàòóðû Σ òàêèå, ÷òî ïîäñòàíîâêè

(Ψ)x1,...,xn
t1,...,tn

è (Φi)
x1,...,xn
t1,...,tn

äîïóñòèìû äëÿ âñåõ 1 6 i 6 k. Òîãäà ïðàâèëî

Φ1, . . . ,Φk ` Ψ

(Φ1)
x1,...,xn
t1,...,tn

, . . . , (Φk)x1,...,xn
t1,...,tn

` (Ψ)x1,...,xn
t1,...,tn

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â ÑÈÏ.
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Ëåììà î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàâåíñòâà â ÑÈÏ

Ëåììà 3. Ïóñòü s, t, q, s1, . . . , sn, t1, . . . , tn � òåðìû ñèãíàòóðû Σ, x1, . . . , xn �

ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, à Φ � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ òàêèå, ÷òî ïîäñòà-

íîâêè (Φ)x1,...,xn
s1,...,sn è (Φ)x1,...,xn

t1,...,tn
äîïóñòèìû. Òîãäà â ÑÈÏ âûâîäèìû ñëåäóþùèå

ñåêâåíöèè:

(à) ` t ≈ t;
(á) s ≈ t ` t ≈ s;
(â) s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q;
(ã) s1 ≈ t1, . . . , sn ≈ tn, (Φ)x1,...,xn

s1,...,sn ` (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóíêò (à) ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ èç àêñèîìû ` x ≈ x ïî Ëåììå 2.

(á) Ïóñòü x, y, z � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. =⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

x ≈ y, x ≈ x ` y ≈ x

` x ≈ x; x ≈ y ` x ≈ x→ y ≈ x

x ≈ y ` y ≈ x

s ≈ t ` t ≈ s

� Àêñèîìà x≈y, (z≈x)zx`(z≈x)zy

� Ëåììà 2
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Ëåììà î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàâåíñòâà â ÑÈÏ

Ëåììà 3. Ïóñòü s, t, q, s1, . . . , sn, t1, . . . , tn � òåðìû ñèãíàòóðû Σ, x1, . . . , xn �

ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, à Φ � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ òàêèå, ÷òî ïîäñòà-

íîâêè (Φ)x1,...,xn
s1,...,sn è (Φ)x1,...,xn

t1,...,tn
äîïóñòèìû. Òîãäà â ÑÈÏ âûâîäèìû ñëåäóþùèå

ñåêâåíöèè:

(à) ` t ≈ t;
(á) s ≈ t ` t ≈ s;
(â) s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q;
(ã) s1 ≈ t1, . . . , sn ≈ tn, (Φ)x1,...,xn

s1,...,sn ` (Φ)x1,...,xn
t1,...,tn

.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóíêò (à) ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ èç àêñèîìû ` x ≈ x ïî Ëåììå 2.

(á) Ïóñòü x, y, z � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. =⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

x ≈ y, x ≈ x ` y ≈ x

` x ≈ x; x ≈ y ` x ≈ x→ y ≈ x

x ≈ y ` y ≈ x

s ≈ t ` t ≈ s

� Àêñèîìà x≈y, (z≈x)zx`(z≈x)zy

� Ëåììà 2
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(â) Ïóñòü x, y, z, u � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå.

⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

y ≈ z, x ≈ y ` x ≈ z

x ≈ y, y ≈ z ` x ≈ z

s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q

� Àêñèîìà y≈z, (x≈u)uy`(x≈u)uz

� Ëåììà 2

(ã) Ïóñòü y1, . . . , yn, z1 . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò

x1, . . . , xn, è íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ. =⇒
(
(Φ)x1,x2,...,xn

y1,y2,...,yn

)y1
z1

= (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn . =⇒

Ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé:

y1 ≈ z1, (Φ)x1,x2,...,xn
y1,y2,...,yn ` (Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn . (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àêñèîìû y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn `

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2

ïî ïðàâèëó

ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y2 ≈ z2 ` (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn −→

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2
. (∗∗)
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(â) Ïóñòü x, y, z, u � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. ⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

y ≈ z, x ≈ y ` x ≈ z

x ≈ y, y ≈ z ` x ≈ z

s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q

� Àêñèîìà y≈z, (x≈u)uy`(x≈u)uz

� Ëåììà 2

(ã) Ïóñòü y1, . . . , yn, z1 . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò

x1, . . . , xn, è íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ. =⇒
(
(Φ)x1,x2,...,xn

y1,y2,...,yn

)y1
z1

= (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn . =⇒

Ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé:

y1 ≈ z1, (Φ)x1,x2,...,xn
y1,y2,...,yn ` (Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn . (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àêñèîìû y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn `

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2

ïî ïðàâèëó

ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y2 ≈ z2 ` (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn −→

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2
. (∗∗)
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(â) Ïóñòü x, y, z, u � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. ⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

y ≈ z, x ≈ y ` x ≈ z

x ≈ y, y ≈ z ` x ≈ z

s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q

� Àêñèîìà y≈z, (x≈u)uy`(x≈u)uz

� Ëåììà 2

(ã) Ïóñòü y1, . . . , yn, z1 . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò

x1, . . . , xn, è íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ. =⇒
(
(Φ)x1,x2,...,xn

y1,y2,...,yn

)y1
z1

= (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn . =⇒

Ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé:

y1 ≈ z1, (Φ)x1,x2,...,xn
y1,y2,...,yn ` (Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn . (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àêñèîìû y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn `

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2

ïî ïðàâèëó

ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y2 ≈ z2 ` (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn −→

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2
. (∗∗)
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Ëåììà î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàâåíñòâà â ÑÈÏ

(â) Ïóñòü x, y, z, u � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. ⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

y ≈ z, x ≈ y ` x ≈ z

x ≈ y, y ≈ z ` x ≈ z

s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q

� Àêñèîìà y≈z, (x≈u)uy`(x≈u)uz

� Ëåììà 2

(ã) Ïóñòü y1, . . . , yn, z1 . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò

x1, . . . , xn, è íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ. =⇒
(
(Φ)x1,x2,...,xn

y1,y2,...,yn

)y1
z1

= (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn . =⇒

Ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé:

y1 ≈ z1, (Φ)x1,x2,...,xn
y1,y2,...,yn ` (Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn . (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àêñèîìû y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn `

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2

ïî ïðàâèëó

ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y2 ≈ z2 ` (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn −→

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2
. (∗∗)
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Ëåììà î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàâåíñòâà â ÑÈÏ

(â) Ïóñòü x, y, z, u � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. ⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

y ≈ z, x ≈ y ` x ≈ z

x ≈ y, y ≈ z ` x ≈ z

s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q

� Àêñèîìà y≈z, (x≈u)uy`(x≈u)uz

� Ëåììà 2

(ã) Ïóñòü y1, . . . , yn, z1 . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò

x1, . . . , xn, è íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ.

=⇒
(
(Φ)x1,x2,...,xn

y1,y2,...,yn

)y1
z1

= (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn . =⇒

Ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé:

y1 ≈ z1, (Φ)x1,x2,...,xn
y1,y2,...,yn ` (Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn . (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àêñèîìû y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn `

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2

ïî ïðàâèëó

ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y2 ≈ z2 ` (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn −→

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2
. (∗∗)
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Ëåììà î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàâåíñòâà â ÑÈÏ

(â) Ïóñòü x, y, z, u � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. ⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

y ≈ z, x ≈ y ` x ≈ z

x ≈ y, y ≈ z ` x ≈ z

s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q

� Àêñèîìà y≈z, (x≈u)uy`(x≈u)uz

� Ëåììà 2

(ã) Ïóñòü y1, . . . , yn, z1 . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò

x1, . . . , xn, è íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ. =⇒
(
(Φ)x1,x2,...,xn

y1,y2,...,yn

)y1
z1

= (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn .

=⇒
Ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé:

y1 ≈ z1, (Φ)x1,x2,...,xn
y1,y2,...,yn ` (Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn . (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àêñèîìû y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn `

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2

ïî ïðàâèëó

ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y2 ≈ z2 ` (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn −→

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2
. (∗∗)
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Ëåììà î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàâåíñòâà â ÑÈÏ

(â) Ïóñòü x, y, z, u � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. ⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

y ≈ z, x ≈ y ` x ≈ z

x ≈ y, y ≈ z ` x ≈ z

s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q

� Àêñèîìà y≈z, (x≈u)uy`(x≈u)uz

� Ëåììà 2

(ã) Ïóñòü y1, . . . , yn, z1 . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò

x1, . . . , xn, è íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ. =⇒
(
(Φ)x1,x2,...,xn

y1,y2,...,yn

)y1
z1

= (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn . =⇒

Ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé:

y1 ≈ z1, (Φ)x1,x2,...,xn
y1,y2,...,yn ` (Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn . (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àêñèîìû y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn `

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2

ïî ïðàâèëó

ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y2 ≈ z2 ` (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn −→

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2
. (∗∗)
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Ëåììà î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàâåíñòâà â ÑÈÏ

(â) Ïóñòü x, y, z, u � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå. ⇒ Ïîëó÷àåì äåðåâî âûâîäà:

y ≈ z, x ≈ y ` x ≈ z

x ≈ y, y ≈ z ` x ≈ z

s ≈ t, t ≈ q ` s ≈ q

� Àêñèîìà y≈z, (x≈u)uy`(x≈u)uz

� Ëåììà 2

(ã) Ïóñòü y1, . . . , yn, z1 . . . , zn � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, îòëè÷íûå îò

x1, . . . , xn, è íå âõîäÿùèå â ôîðìóëó Φ. =⇒
(
(Φ)x1,x2,...,xn

y1,y2,...,yn

)y1
z1

= (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn . =⇒

Ñëåäóþùàÿ ñåêâåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé:

y1 ≈ z1, (Φ)x1,x2,...,xn
y1,y2,...,yn ` (Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn . (∗)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç àêñèîìû y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn `

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2

ïî ïðàâèëó

ââåäåíèÿ èìïëèêàöèè ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y2 ≈ z2 ` (Φ)x1,x2,...,xn
z1,y2,...,yn −→

(
(Φ)x1,x2,...,xn

z1,y2,...,yn

)y2
z2
. (∗∗)
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=⇒ Èç (∗) è (∗∗) ïî ïðàâèëó modus ponens ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y1 ≈ z1, y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,x3,...,xn
y1,y2,y3,...,yn ` (Φ)x1,x2,x3,...,xn

z1,z2,y3,...,yn .

Ïðîäåëàâ íåñêîëüêî òàêèõ øàãîâ, ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y1 ≈ z1, . . . , yn ≈ zn, (Φ)x1,...,xn
y1,...,yn ` (Φ)x1,...,xn

z1,...,zn .

Îòñþäà ïî Ëåììå 2 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

s1 ≈ t1, . . . , sn ≈ tn, (Φ)x1,...,xn
s1,...,sn ` (Φ)x1,...,xn

t1,...,tn
.

Ëåììà 3 äîêàçàíà. �
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=⇒ Èç (∗) è (∗∗) ïî ïðàâèëó modus ponens ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y1 ≈ z1, y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,x3,...,xn
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y1 ≈ z1, . . . , yn ≈ zn, (Φ)x1,...,xn
y1,...,yn ` (Φ)x1,...,xn

z1,...,zn .

Îòñþäà ïî Ëåììå 2 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè
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s1,...,sn ` (Φ)x1,...,xn

t1,...,tn
.
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=⇒ Èç (∗) è (∗∗) ïî ïðàâèëó modus ponens ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y1 ≈ z1, y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,x3,...,xn
y1,y2,y3,...,yn ` (Φ)x1,x2,x3,...,xn
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y1 ≈ z1, . . . , yn ≈ zn, (Φ)x1,...,xn
y1,...,yn ` (Φ)x1,...,xn

z1,...,zn .

Îòñþäà ïî Ëåììå 2 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

s1 ≈ t1, . . . , sn ≈ tn, (Φ)x1,...,xn
s1,...,sn ` (Φ)x1,...,xn

t1,...,tn
.

Ëåììà 3 äîêàçàíà. �
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Ëåììà î ñèíòàêñè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàâåíñòâà â ÑÈÏ

=⇒ Èç (∗) è (∗∗) ïî ïðàâèëó modus ponens ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y1 ≈ z1, y2 ≈ z2, (Φ)x1,x2,x3,...,xn
y1,y2,y3,...,yn ` (Φ)x1,x2,x3,...,xn

z1,z2,y3,...,yn .

Ïðîäåëàâ íåñêîëüêî òàêèõ øàãîâ, ïîëó÷àåì âûâîäèìîñòü ñåêâåíöèè

y1 ≈ z1, . . . , yn ≈ zn, (Φ)x1,...,xn
y1,...,yn ` (Φ)x1,...,xn
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Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè Õåíêèíà

Òåîðåìà 4 (Õåíêèí). Ïóñòü T � òåîðèÿ Õåíêèíà ñèãíàòóðû Σ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M ñèãíàòóðû
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: îïðåäåëåíèå ñèñòåìû M

Îïðåäåëåíèå ñèñòåìû M:

Ïóñòü C � ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíòíûõ ñèìâîëîâ èç Σ.
Çàìåòèì, ÷òî C 6= ∅. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèå ∃x(x ≈ x) ÿâëÿåòñÿ
âûâîäèìûì â ÑÈÏ, à çíà÷èò ∃x(x ≈ x) ∈ T (ëþáîå âûâîäèìîå â ÑÈÏ ïðåäëîæåíèå

ëåæèò â ëþáîé òåîðèè). =⇒ Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òåîðèè Õåíêèíà, íàéä¼òñÿ c ∈ C ñî

ñâîéñòâîì c ≈ c ∈ T .

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå C áèíàðíîå îòíîøåíèå ∼, ïîëîæèâ äëÿ ëþáûõ c, d ∈ C

c ∼ d⇐⇒ c ≈ d ∈ T.

Èç Ëåììû 3 (ï.ï. (à)�(â)) è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T âûòåêàåò, ÷òî ∼ ÿâëÿåòñÿ

îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà C. Äëÿ ëþáîãî c ∈ C îáîçíà÷èì ÷åðåç [c] ôàêòîð
-êëàññ ïî îòíîøåíèþ ∼, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò c, à ÷åðåç C/∼ � ôàêòîð-ìíîæåñò-

âî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ ôàêòîð-êëàññîâ.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: îïðåäåëåíèå ñèñòåìû M
Îïðåäåëèì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó M ñèãíàòóðû Σ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(à) íîñèòåëü ñèñòåìû M = C/∼;
(á) äëÿ ëþáîãî n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P èç ñèãíàòóðû Σ è ëþáûõ

c1, . . . , cn ∈ C ïîëàãàåì:

〈[c1], . . . , [cn]〉 ∈ PM ⇐⇒ P (c1, . . . , cn) ∈ T ;

(â) äëÿ ëþáîãî n-ìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà F èç ñèãíàòóðû Σ è ëþáûõ

c1, . . . , cn, c ∈ C ïîëàãàåì:

FM([c1], . . . , [cn]) = [c]⇐⇒ F (c1, . . . , cn) ≈ c ∈ T ;

(ã) äëÿ ëþáîãî êîíñòàíòíîãî ñèìâîëà c èç ñèãíàòóðû Σ ïîëàãàåì cM = [c].

Èç ïóíêòîâ (à) è (ã) î÷åâèäíî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈M íàéä¼òñÿ c ∈ C ñî

ñâîéñòâîì a = cM.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ M
Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ M:

Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðåäèêàòà PM íå çàâè-

ñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé â ôàêòîð-êëàññàõ [c1], . . . , [cn]. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî
P (c1, . . . , cn) ∈ T è c1 ∼ d1, . . . , cn ∼ dn. =⇒ Ôîðìóëû c1 ≈ d1, . . . , cn ≈ dn ∈ T .
Â ñèëó Ëåììû 3 (ã), ñåêâåíöèÿ

c1 ≈ d1, . . . , cn ≈ dn, P (c1, . . . , cn) ` P (d1, . . . , dn)

âûâîäèìà â ÑÈÏ, è âñå ôîðìóëû èç å¼ ëåâîé ÷àñòè ëåæàò â òåîðèè T . =⇒ Â ñèëó

äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî P (d1, . . . , dn) ∈ T , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå ôóíêöèè FM íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé â

ôàêòîð-êëàññàõ [c1], . . . , [cn] è ïðè ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèè íà àðãóìåíòàõ [c1], . . . ,
[cn] åäèíñòâåííî (îáà óòâåðæäåíèÿ äîêàæåì îäíîâðåìåííî îäíèì ðàññóæäåíèåì).

Ïóñòü c1 ∼ d1, . . . , cn ∼ dn, F (c1, . . . , cn) ≈ c ∈ T è F (d1, . . . , dn) ≈ d ∈ T . Â ñèëó

Ëåììû 3 (ã), â ÑÈÏ âûâîäèìà ñåêâåíöèÿ

c1 ≈ d1, . . . , cn ≈ dn, F (c1, . . . , cn) ≈ c ` F (d1, . . . , dn) ≈ c.
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c ∈ C òàêîé, ÷òî F (c1, . . . , cn) ≈ c ∈ T , òî åñòü FM([c1], . . . , [cn]) = [c].
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: tM = [c]⇐⇒ t ≈ c ∈ T
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íå ñîäåðæèò âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Èíäóêöèåé ïî äëèíå çàìêíóòîãî òåðìà t ñèã-
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M
n =[cn] è FM([c1], . . . , [cn])=[c].
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äóêòèâíóþ çàìêíóòîñòü T , çàêëþ÷àåì, ÷òî F (t1, . . . , tn) ≈ c ∈ T , ò.å. t ≈ c ∈ T .
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Øàã èíäóêöèè*: Ïóñòü t = F (t1, . . . , tn), ãäå F � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, à

t1, . . . , tn � çàìêíóòûå òåðìû.

(⇒) Åñëè tM = [c], òî FM(tM1 , . . . , tMn ) = [c]. =⇒ Â ñèëó âûáîðà íîñèòåëÿ M , ñó-

ùåñòâóþò c1, . . . , cn ∈ C òàêèå, ÷òî tM1 =[c1], . . . , t
M
n =[cn] è FM([c1], . . . , [cn])=[c].
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äóêòèâíóþ çàìêíóòîñòü T , çàêëþ÷àåì, ÷òî F (t1, . . . , tn) ≈ c ∈ T , ò.å. t ≈ c ∈ T .
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: tM = [c]⇐⇒ t ≈ c ∈ T
(⇐) Ïóñòü F (t1, . . . , tn) ≈ c ∈ T .

Äëÿ âñåõ 16i6n ìîæíî ïîñòðîèòü äåðåâî âûâîäà

` (ti ≈ x)xti
` ∃x(ti ≈ x)

.

=⇒ Ïðåäëîæåíèå ∃x(ti ≈ x) âûâîäèìî â ÑÈÏ. =⇒ ∃x(ti ≈ x) ∈ T . =⇒ Â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ òåîðèè Õåíêèíà, íàéä¼òñÿ ci ∈ C òàêîé, ÷òî ti ≈ ci ∈ T . =⇒ Èñïîëü-

çóÿ Ëåììó 3, èç òîãî, ÷òî F (t1, . . . , tn) ≈ c ∈ T, t1 ≈ c1 ∈ T, . . . , tn ≈ cn ∈ T , ïîëó-
÷àåì F (c1, . . . , cn) ≈ c ∈ T . =⇒ FM([c1], . . . , [cn]) = [c]. Êðîìå ýòîãî, â ñèëó èíäó-
êöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, tMi = [ci] äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n. =⇒ FM(tM1 , . . . , tMn ) = [c],
òî åñòü tM = [c].

Òåïåðü èíäóêöèåé ïî äëèíå ïðåäëîæåíèÿ Φ ñèãíàòóðû Σ äîêàæåì ñâîéñòâî:

M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T. (∗∗)

Èç ñâîéñòâà (∗∗) î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî M |= T .
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Áàçà èíäóêöèè**: Çäåñü âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ:

Φ = t1 ≈ t2, ãäå t1, t2 � òåðìû,

èëè Φ = P (t1, . . . , tn), ãäå P � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë èç ñèãíàòóðû Σ, à t1, . . . , tn
� òåðìû. Ïðè÷¼ì ïîñêîëüêó Φ � ïðåäëîæåíèå, òî â ëþáîì ñëó÷àå t1, t2, . . . , tn �

çàìêíóòûå òåðìû.

Ïóñòü Φ = t1 ≈ t2, ãäå t1, t2 � çàìêíóòûå òåðìû.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî tM1 = tM2 . =⇒ Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëÿ M , ñóùåñòâóåò

c ∈ C òàêîé, ÷òî tM1 =[c] è tM2 =[c]. =⇒ Â ñèëó (∗) ïîëó÷àåì t1≈c ∈ T è t2≈c ∈ T .
=⇒ Èñïîëüçóÿ Ëåììó 3 (á,â) è äåäóêòèâíóþ çàìêíóòîñòü T , ïîëó÷àåì t1 ≈ t2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü t1 ≈ t2 ∈ T . Òàê æå êàê è âûøå ìîæíî ïîñòðîèòü äåðåâî âûâîäà äëÿ

ôîðìóëû ∃x(t1 ≈ x) è íàéòè c ∈ C òàêîé, ÷òî t1 ≈ c ∈ T . =⇒ Â ñèëó Ëåììû 3

(á,â) è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî t2 ≈ c ∈ T . =⇒ Ïî ñâîéñòâó

(∗) ñëåäóåò, ÷òî tM1 = [c] è tM2 = [c]. =⇒ tM1 = tM2 , òî åñòü M |= Φ.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Ïóñòü Φ = P (t1, . . . , tn), ãäå P � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë èç Σ, à t1, . . . , tn �

çàìêíóòûå òåðìû.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî 〈tM1 , . . . , tMn 〉 ∈ PM. =⇒ Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëÿ M ,

ñóùåñòâóþò c1, . . . , cn∈C òàêèå, ÷òî tM1 =[c1], . . . , t
M
n =[cn]. =⇒ 〈[c1], . . . , [cn]〉∈PM.

=⇒ Â ñèëó (∗) è â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðåäèêàòà PM, ïîëó÷àåì t1 ≈ c1 ∈ T, . . . ,
tn ≈ cn ∈ T è P (c1, . . . , cn) ∈ T . =⇒ Ïî Ëåììå 3 (á,ã) è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè

T çàêëþ÷àåì, ÷òî P (t1, . . . , tn) ∈ T .

(⇐) Ïóñòü P (t1, . . . , tn) ∈ T . Òàê æå êàê è âûøå äëÿ êàæäîãî 16i6n ìîæíî ïîñò-

ðîèòü äåðåâî âûâîäà äëÿ ôîðìóëû ∃x(ti ≈ x) è íàéòè ci∈C òàêîé, ÷òî ti ≈ ci ∈ T .
=⇒ Â ñèëó Ëåììû 3 (ã) è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì P (c1, . . . , cn)∈T .
=⇒ Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäèêàòà PM, ïîëó÷àåì 〈[c1], . . . , [cn]〉 ∈ PM. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, â ñèëó (∗), èìååì tM1 = [c1], . . . , t
M
n = [cn]. =⇒ Òîãäà 〈tM1 , . . . , tMn 〉 ∈ PM, òî

åñòü M |= Φ.
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M
n =[cn]. =⇒ 〈[c1], . . . , [cn]〉∈PM.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2,

èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2,

èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1,

èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1.

Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2.

=⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T .

=⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T .

Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T .

=⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2.

Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Øàã èíäóêöèè**: Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ: Φ = Φ1&Φ2, èëè

Φ = Φ1 ∨ Φ2, èëè Φ = ¬Φ1, èëè Φ = ∃xΦ1. Ñëó÷àè Φ = Φ1 → Φ2 è Φ = ∀xΦ1

ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü Φ = Φ1&Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 è M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Ïîñêîëüêó ñåêâåíöèÿ Φ1,Φ2 ` Φ1&Φ2 âûâîäèìà â

ÑÈÏ è T � òåîðèÿ, ïîëó÷àåì Φ1&Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1&Φ2 ∈ T . Â ÑÈÏ âûâîäèìû ñåêâåíöèè Φ1&Φ2 ` Φ1 è Φ1&Φ2 ` Φ2.

=⇒ Â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , èìååò ìåñòî Φ1 ∈ T è Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñè-

ëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, M |= Φ1 è M |= Φ2. Òàêèì îáðàçîì, M |= Φ.

19/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.

20/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2.

=⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.

20/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T .

Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.

20/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.

20/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.

20/23



Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2.

=⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2.

=⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T .

=⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T .

=⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T ,

÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.

(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1. ⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.

=⇒ Â ëþáîì ñëó÷àå, â ñèëó äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì Φ1 ∨ Φ2 ∈ T .

(⇐) Ïóñòü Φ1 ∨ Φ2 ∈ T è, íàïðîòèâ, ñïðàâåäëèâî M 6|= Φ1 ∨ Φ2. =⇒ M 6|= Φ1 è

M 6|= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈ T è Φ2 /∈ T . =⇒ Â ñèëó

ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì, ÷òî ¬Φ1 ∈ T è ¬Φ2 ∈ T . =⇒ Â ñèëó âûâîäèìîñòè

ñåêâåíöèè ¬Φ1,¬Φ2 ` ¬Φ1&¬Φ2 è äåäóêòèâíîé çàìêíóòîñòè T , ïîëó÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ¬Φ1&¬Φ2 ∈ T , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè T .

Ïóñòü Φ = ¬Φ1, è äëÿ ïðåäëîæåíèÿ Φ1 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= ¬Φ1, òî M 6|= Φ1.

⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1 /∈T .
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû òåîðèè T , çàêëþ÷àåì ¬Φ1 ∈ T .

(⇐) Åñëè ¬Φ1 ∈ T , òî èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè T ïîëó÷àåì Φ1 /∈ T . =⇒ Ïî

èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååì M 6|= Φ1, òî åñòü M |= ¬Φ1.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T
Ïóñòü Φ = Φ1 ∨ Φ2, è äëÿ ïðåäëîæåíèé Φ1 è Φ2 ñâîéñòâî (∗∗) óæå äîêàçàíî.
(⇒) Åñëè M |= Φ, òî M |= Φ1 èëè M |= Φ2. =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, Φ1∈T èëè Φ2∈T . Ñåêâåíöèè Φ1 ` Φ1∨Φ2 è Φ2 ` Φ1∨Φ2 âûâîäèìû â ÑÈÏ.
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: M |= Φ⇐⇒ Φ ∈ T

Ïóñòü Φ = ∃xΦ1(x).

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü Φ1(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèåì è ìû íå

ìîæåì ïî èíäóêöèè ïðåäïîëàãàòü äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâîñòü (∗∗). Îäíàêî, åñëè
c ∈ C, òî Φ1(c) � ýòî ïðåäëîæåíèå è åãî äëèíà ìåíüøå äëèíû ïðåäëîæåíèÿ

∃xΦ1(x), ïîýòîìó äëÿ Φ1(c) ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ñïðàâåäëèâîñòü (∗∗).

(⇒) Åñëè M |= ∃xΦ1(x), òî ñóùåñòâóåò [c] ∈M òàêîé, ÷òî M |= Φ1([c]). =⇒ Ò.ê.

[c] = cM, òî M |= Φ1(c).=⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, Φ1(c) ∈ T . =⇒
Ïîñêîëüêó â ÑÈÏ âûâîäèìà ñåêâåíöèÿ Φ1(c) ` ∃xΦ1(x) è T äåäóêòèâíî çàìêíóòà,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ∃xΦ1(x) ∈ T .

(⇐) Åñëè ∃xΦ1(x) ∈ T , òî â ñèëó òîãî, ÷òî T � òåîðèÿ Õåíêèíà, íàéä¼òñÿ c ∈ C
ñî ñâîéñòâîì Φ1(c) ∈ T . =⇒ Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ñïðàâåäëèâî

M |= Φ1(c). =⇒ M |= ∃xΦ1(x).
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: åäèíñòâåííîñòü ñèñòåìû M

Åäèíñòâåííîñòü M |= T :

Ïóñòü M è N � äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå óñëîâèþ òåîðåìû. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : M → N ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: åñëè a ∈M , òî ñóùåñòâóåò c ∈ C òàêîé, ÷òî a = cM, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëàãà-

åì f(a) = cN.

Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ f êîððåêòíî. Äîïóñòèì, äëÿ a ∈M
íàéäóòñÿ äâà êîíñòàíòíûõ ñèìâîëà c, d ∈ C ñ óñëîâèåì a = cM = dM. =⇒ Èìååò

ìåñòî M |= c ≈ d. =⇒ Ïîñêîëüêó T � ïîëíàÿ òåîðèÿ è M |= T , çàêëþ÷àåì, ÷òî
c ≈ d ∈ T . =⇒ N |= c ≈ d, òî åñòü cN = dN, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

ßñíî, ÷òî f ñþðúåêòèâíî. Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü f . Ïóñòü a1, a2 ∈M , a1 = cM1 è

a2 = cM2 äëÿ íåêîòîðûõ c1, c2 ∈ C. Åñëè f(a1)=f(a2), òî cN1 =cN2 . =⇒ N |= c1 ≈ c2.
=⇒ Â ñèëó ïîëíîòû T , çàêëþ÷àåì, ÷òî c1 ≈ c2 ∈ T . =⇒ M |= c1 ≈ c2, òî åñòü
a1 = cM1 = cM2 = a2, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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ïðîèçâîëüíîãî n-ìåñòíîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P èç Σ è ëþáûõ c1, . . . , cn ∈ C
èìååò ìåñòî öåïî÷êà ýêâèâàëåíòíûõ óòâåðæäåíèé:

〈cM1 , . . . , cMn 〉 ∈ PM ⇐⇒M |= P (c1, . . . , cn)⇐⇒

⇐⇒ P (c1, . . . , cn) ∈ ThM⇐⇒ P (c1, . . . , cn) ∈ ThN⇐⇒

⇐⇒ N |= P (c1, . . . , cn)⇐⇒ 〈cN1 , . . . , cNn 〉 ∈ PN ⇐⇒

⇐⇒ 〈〈f(cM1 ), . . . , f(cMn )〉 ∈ PN.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f ñîõðàíÿåò ñèãíàòóðíûå ôóíêöèè.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà. �
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Òåîðåìà î êàíîíè÷åñêîé ìîäåëè: åäèíñòâåííîñòü ñèñòåìû M
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