
ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÒÅÎÐÈÞ ÂÛ×ÈÑËÈÌÎÑÒÈ

×àñòè÷íûå ôóíêöèè íà ω: Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè íà ω, ò.å. ôóíêöèè
âèäà f : X → ω, ãäå ìíîæåñòâî X ⊆ ωk ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, à ÷èñëî k ∈ ω
� å¼ ìåñòíîñòüþ. Ëþáóþ íóëüìåñòíóþ âñþäó îïðåäåë¼ííóþ ôóíêöèþ f = a ìû îòîæäåñòâëÿåì
ñ êîíñòàíòîé a ∈ ω. Íèãäå íå îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà è èìååò âèä f = ∅, ïðè÷¼ì å¼
ìåñòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðîñòåéøèå ôóíêöèè: Ïðîñòåéøèìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ íóëüìåñòíàÿ ôóíêöèÿ 0, âñþ-
äó îïðåäåë¼ííàÿ îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ s(x) = x + 1 è âñþäó îïðåäåë¼ííûå n-ìåñòíûå ôóíêöèè
Inm(x1, . . . , xn) = xm äëÿ âñåõ m,n òàêèõ, ÷òî 1 6 m 6 n.

Îáîçíà÷åíèå: Âñþäó äàëåå ÷åðåç x áóäåì äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü êîðòåæ 〈x1, . . . , xn〉.

Ñóïåðïîçèöèÿ: Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè èç
ôóíêöèé h(y1, . . . , ym), g1(x), . . . , gm(x), åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn âûïîëíÿåòñÿ

f(x) = h(g1(x), . . . , gm(x)).

Ïðèìèòèâíàÿ ðåêóðñèÿ: Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðèìè-
òèâíîé ðåêóðñèè èç ôóíêöèé g(x) è h(x, y, z), åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn, y âûïîëíÿåòñÿ{

f(x, 0) = g(x)

f(x, y + 1) = h(x, y, f(x, y)).

Ìèíèìèçàöèÿ: Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ìèíèìèçàöèè èç
ôóíêöèè g(x, y) è îáîçíà÷àåòñÿ f(x) = µy[g(x, y)=0], åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn âûïîëíÿåòñÿ

f(x) =


y, åñëè g(x, i) îïðåäåëåíî è g(x, i) 6= 0 äëÿ âñåõ i < y,

à çíà÷åíèå g(x, y) îïðåäåëåíî è g(x, y) = 0,

íå îïðåäåëåíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè: Êëàññ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé � ýòî íàèìåíü-
øèé êëàññ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèé âñå ïðîñòåéøèå ôóíêöèè è çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî
îïåðàòîðîâ ñóïåðïîçèöèè è ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè.

×àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè: Êëàññ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé � ýòî íàèìåíüøèé
êëàññ ÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèé âñå ïðîñòåéøèå ôóíêöèè è çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàòîðîâ ñóïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè.

Ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè: Âñþäó îïðåäåë¼ííûå ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ðå-
êóðñèâíûìè.

Îãðàíè÷åííàÿ ìèíèìèçàöèÿ: Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åí-
íîé ìèíèìèçàöèè èç âñþäó îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé g(x, y) è h(x) è îáîçíà÷àåòñÿ f(x) = µy6h(x)
[g(x, y)=0], åñëè äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn âûïîëíÿåòñÿ

f(x) =

{
y, åñëè g(x, i) 6= 0 äëÿ âñåõ i < y, g(x, y) = 0 è y 6 h(x),

h(x) + 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîé ìèíèìèçàöèè. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííîé
ìèíèìèçàöèè èç ï.ð.ô. g(x, y) è h(x), òî f(x) òîæå ÿâëÿåòñÿ ï.ð.ô.

Áèáëèîòåêà ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ ï.ð.ô.: ëþáûå êîíñòàíòû, x+y, x ·y, xy, x!, x−� y, |x−y|, sg(x),

sg(x), [x/y],
y∑

i=0

g(x, i) è
y∏

i=0

g(x, i), ãäå g(x, i) � ï.ð.ô.
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Êàíòîðîâñêàÿ íóìåðàöèÿ ïàð: Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå c : ω2 → ω, êîòîðîå çàäà¼òñÿ ôîðìó-

ëîé c(x, y) =
(x+ y)2 + 3x+ y

2
è ñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî ïðèíöèïó

¾êàíòîðîâñêîé òàáëèöû¿, íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâñêîé íóìåðàöèåé ïàð. Ïîêîîðäèíàòíî îáðàòíûå ê c
ôóíêöèè l : ω → ω è r : ω → ω îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè l(c(x, y)) = x è r(c(x, y)) = y. Èçâåñòíî,
÷òî ôóíêöèè c(x, y), l(x) è r(x) � ï.ð.ô.

Êàíòîðîâñêàÿ íóìåðàöèÿ êîðòåæåé äëèíû n: Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå cn : ωn → ω, êîòîðîå
çàäà¼òñÿ èíäóêöèåé ïî n > 1 ñîîòíîøåíèÿìè

c1(x1) = x1, cn+1(x1, x2, x3, . . . , xn+1) = cn(c(x1, x2), x3, . . . , xn+1),

íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâñêîé íóìåðàöèåé êîðòåæåé äëèíû n. Ïîêîîðäèíàòíî îáðàòíûå ê cn ôóíêöèè
cni : ω → ω, ãäå 1 6 i 6 n, îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì cni(c

n(x1, . . . , xn)) = xi. Èçâåñòíî, ÷òî
ôóíêöèè cn(x1, . . . , xn) è cni(x) � ï.ð.ô. äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n.

Ðåêóðñèâíûå ìíîæåñòâà: Ìíîæåñòâî A ⊆ ωn íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì (ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-
íûì), åñëè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

χ
A

(x) =

{
1, åñëè x ∈ A,
0, åñëè x /∈ A

ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíîé (ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé).

Ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà: Ìíîæåñòâî A ⊆ ωn íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëè-
ìûì, åñëè A = ∅ èëè A = {〈f1(x), . . . , fn(x)〉 | x ∈ ω} äëÿ íåêîòîðûõ îäíîìåñòíûõ ðåêóðñèâíûõ
ôóíêöèé f1(x), . . . , fn(x).

Çàìå÷àíèå. Ëþáîå ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì. Îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.

Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿõ ð. ï. ìíîæåñòâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà
A ⊆ ωn ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) A ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî.
(2) Ñóùåñòâóåò ðåêóðñèâíîå îòíîøåíèå R ⊆ ωn+1 òàêîå, ÷òî A = {x ∈ ωn | ∃y (〈x, y〉 ∈ R)}.
(3) Ñóùåñòâóåò ÷.ð.ô. f(x) òàêàÿ, ÷òî A = dom(f).

Ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé.

(1) Åñëè A,B ⊆ ωn � ðåêóðñèâíûå ìíîæåñòâà, òî A ∪B, A ∩B è ωn\A òîæå ðåêóðñèâíû.
(2) Åñëè A,B ⊆ ωn � ð. ï. ìíîæåñòâà, òî A∪B è A∩B òîæå ÿâëÿþòñÿ ð. ï. ìíîæåñòâàìè.

Òåîðåìà Ïîñòà. Ìíîæåñòâî A ⊆ ωn ðåêóðñèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà A è
ωn\A ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìû.

Òåîðåìà î ãðàôèêå ×àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà å¼ ãðàôèê

Γf = {〈x, y〉 | x ∈ dom(f) è f(x) = y}

ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì.

2


