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Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìûì, åñëè ñóùåñòâóþò àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A ñèãíàòóðû Σ è îçíà÷èâàíèå ïåðåìåííûõ γ â ñèñòåìå A òàêèå, ÷òî A |= Γ[γ].
Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî âûïîëíèìûì, åñëè ëþáîå åãî êîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî Γ0 ⊆ Γ âûïîëíèìî.

Òåîðåìà êîìïàêòíîñòè (Ìàëüöåâ). Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë ñèãíàòóðû Σ âûïîëíèìî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ ëîêàëüíî âûïîëíèìî.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâûì, åñëè íå ñóùå-

ñòâóåò êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà Γ0 ⊆ Γ òàêîãî, ÷òî ñåêâåíöèÿ Γ0 ` âûâîäèìà â ÑÈÏ.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè. Åñëè ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë ñèãíàòóðû Σ íåïðîòèâîðå÷èâî,
òî Γ âûïîëíèìî.

Òåîðåìà Ã¼äåëÿ î ïîëíîòå. Ôîðìóëà (ñåêâåíöèÿ) ñèãíàòóðû Σ âûâîäèìà â ÑÈÏ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà òîæäåñòâåííî èñòèííà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî T ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé, åñëè
T çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî âûâîäèìîñòè â ÑÈÏ, ò. å. åñëè Φ1, . . . ,Φn,Ψ � ïðåäëîæåíèÿ ñèãíàòóðû

Σ, ñåêâåíöèÿ Φ1, . . . ,Φn ` Ψ âûâîäèìà â ÑÈÏ è Φ1, . . . ,Φn ∈ T , òî Ψ ∈ T .

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðèÿ T ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïðåäëî-
æåíèÿ Φ ñèãíàòóðû Σ ñïðàâåäëèâî Φ ∈ T èëè ¬Φ ∈ T .

Íåêîòîðûå ñïîñîáû çàäàíèÿ òåîðèé:
(1) Åñëè A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ñèãíàòóðû Σ, òî ìíîæåñòâî

T = {Φ � ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû Σ | ñóùåñòâóþò Φ1 . . . ,Φn ∈ A òàêèå,

÷òî ñåêâåíöèÿ Φ1, . . . ,Φn ` Φ âûâîäèìà â ÑÈÏ}
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèé ñèãíàòóðû Σ, ïðè ýòîì A íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé àêñèîì òåîðèè T .

(2) Åñëè A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ, òî ìíîæåñòâî

ThA = {Φ � ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû Σ | A |= Φ}
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèé ñèãíàòóðû Σ è íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé ñèñòåìû A.

(3) Åñëè K � êëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñèãíàòóðû Σ, òî ìíîæåñòâî

ThK = {Φ � ïðåäëîæåíèå ñèãíàòóðû Σ | A |= Φ äëÿ ëþáîé ñèñòåìû A ∈ K}
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèé ñèãíàòóðû Σ è íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé òåîðèåé êëàññà K.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A ñèãíàòóðû Σ òåîðèÿ ThA ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû A èB ñèãíàòóðû Σ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíò-
íû è ïèøóò A ≡ B, åñëè ThA = ThB.

Çàìå÷àíèå. Åñëè A ∼= B, òî A ≡ B. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A ñèãíàòóðû Σ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïîä-
ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû B ñèãíàòóðû Σ è ïèøóò A 4 B, åñëè A ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé

B, è äëÿ ëþáîé ôîðìóëû Φ(x1, . . . , xn) ñèãíàòóðû Σ è ëþáûõ a1, . . . , an ∈ A ñïðàâåäëèâî

A |= Φ(a1, . . . , an)⇐⇒ B |= Φ(a1, . . . , an).

Çàìå÷àíèå. Åñëè A 4 B, òî A ≡ B. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.

Òåîðåìà Ë¼âåíãåéìà-Ñêóëåìà (âíèç). Ïóñòü A � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ, X ⊆
A, êàðäèíàë α 6 ‖A‖ è α > max (‖X‖, ‖Σ‖, ω). Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà B ñèã-
íàòóðû Σ òàêàÿ, ÷òî B 4 A, ‖B‖ = α è X ⊆ B.

Òåîðåìà Ë¼âåíãåéìà-Ñêóëåìà (ââåðõ). Ïóñòü A � áåñêîíå÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèã-
íàòóðû Σ è êàðäèíàë α > max (‖A‖, ‖Σ‖). Òîãäà ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà B ñèãíàòóðû
Σ òàêàÿ, ÷òî B < A è ‖B‖ = α.


