
ÎÐÄÈÍÀËÛ È ÊÀÐÄÈÍÀËÛ

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî x íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì x, òî åñòü ∀y(y ∈ x→ y ⊆ x).

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îðäèíàëîì, åñëè îíî òðàíçèòèâíî è âñå åãî ýëåìåíòû òðàí-
çèòèâíû.

Ïîðÿäîê ïî ïðèíàäëåæíîñòè: Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ. Îïðåäåëèì íà

ýëåìåíòàõ X ñëåäóþùåå îòíîøåíèå: α 6o β
îïð⇐⇒ (α = β ∨ α ∈ β).

Ñâîéñòâà îðäèíàëîâ:
(1) Ëþáîé ýëåìåíò îðäèíàëà ÿâëÿåòñÿ îðäèíàëîì.

(2) Ïóñòü α � îðäèíàë, α+ 1
îïð
= α ∪ {α}. Òîãäà α+ 1 � îðäèíàë.

(3) Åñëè α, β � îðäèíàëû, òî ëèáî α ∈ β, ëèáî α = β, ëèáî β ∈ α.
(4) Åñëè X � ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ, òî ∪X � îðäèíàë.

(5) Åñëè X � ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ, òî 〈X,6o〉 � â.ó.ì.

(6) Åñëè α � îðäèíàë, òî 〈α,6o〉 � â.ó.ì.

(7) Äëÿ ëþáîãî â.ó.ì. 〈A,6〉 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé îðäèíàë α òàêîé, ÷òî 〈A,6〉 ∼= 〈α,6o〉.
(8) Åñëè α, β � îðäèíàëû è ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå âëîæåíèå 〈α,6o〉 â 〈β,6o〉, òî α=β èëè α∈β.
(9) Åñëè α, β � îðäèíàëû, òî α = β òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈α,6o〉 ∼= 〈β,6o〉.

Àêñèîìà ðåãóëÿðíîñòè ZF. Íå ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn | n ∈ ω} ìíî-
æåñòâ òàêèõ, ÷òî x0 3 x1 3 x2 3 . . . .

Ñëåäñòâèå. (à) Íå ñóùåñòâóåò x è y òàêèõ, ÷òî x ∈ y è y ∈ x.
(á) Íå ñóùåñòâóåò x òàêîãî, ÷òî x ∈ x.

Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè íà îðäèíàëàõ1. Ïóñòü Φ(x) � òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-

íîå ñâîéñòâî òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî îðäèíàëà α ñïðàâåäëèâî ∀β
(
β ∈ α & Φ(β)

)
−→ Φ(α). Òîãäà

ñâîéñòâî Φ(γ) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ îðäèíàëîâ γ.

Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå îðäèíàëîâ: Â ñèëó ñâîéñòâà (7), äëÿ ëþáûõ îðäèíàëîâ α è β îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû îðäèíàëû γ è δ òàêèå, ÷òî

〈α,6o〉+ 〈β,6o〉 ∼= 〈γ,6o〉 è 〈α,6o〉 · 〈β,6o〉 ∼= 〈δ,6o〉.

Òîãäà îðäèíàë γ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç α + β è íàçûâàåòñÿ ñóììîé α è β, à îðäèíàë δ îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç α · β è íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì α è β.

Ïðåäåëüíûå è íåïðåäåëüíûå îðäèíàëû: Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ íåïðåäåëüíûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò β òàêîé, ÷òî α = β+ 1. Îðäèíàë α íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì, åñëè α 6= 0 è íå ñóùåñòâóåò β òàêîãî,
÷òî α = β + 1.

Îïðåäåëåíèå. Îðäèíàë íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëîì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìîùíûì íèêàêîìó
ìåíüøåìó îðäèíàëó.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êàðäèíàë α òàêîé, ÷òî ìíîæå-

ñòâà A è α ðàâíîìîùíû. Äàííûé êàðäèíàë α íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷à-

åòñÿ ÷åðåç ‖A‖.

1Ïðèíöèï òðàíñôèíèòíîé èíäóêöèè íà îðäèíàëàõ ñïðàâåäëèâ â ðàìêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ ZF. Ïîä òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûì ñâîéñòâîì Φ(x) ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ ôîðìóëà ñèãíàòóðû σ = 〈∈2〉 ñî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé x.


